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I. 


Ueber eine Anwendung der imaginären Grössen in 
der Mechanik. 


Von 


Herrn Dr. A. Durege, 


Professor am eidgenössischen Polytechnikum in Zürich. 


Der geometrischen Interpretation der imaginären Grössen ist 
bekanntlich eine mechanische Deutung, wenigstens in einem spe- 
ciellen Falle, vorhergegangen. Fresnel war es, der schon im 
Jahre 1823 die Gesetze der totalen Reflexion dadurch entdeckte, 
dass er die bei derselben auftretende complexe Schwingungs- 
amplitude in einer solchen Weise interpretirte, dass dadurch eine 
Uebereinstimmung mit den Beobachtungen erzielt wurde. Diese 
mechanische Anwendung der imaginären Grössen steht aber ver- 
einzelt da, und es liegt nahe, sich die Frage zu stellen, ob Fres- 
nel’s Erklärungsweise als eine Folge der jetzt allgemein angenom- 
menen geometrischen Deutung zu betrachten ist, oder ob Dielen 
als eine davon verschiedene angesehen werden muss. Es soll 
nun im Folgenden untersucht werden, welche Folgerungen sich 
aus der Bestimmung der Lage eines Punktes mittelst complexer 
Grössen für die Bewegung eines Punktes ziehen lassen; dann 
wird sich aber ergeben, dass einer complexen Seren Sean 
tude eine ganz andere Bedeutung beizulegen ist, als die von 
‚Fresnel angenommene, und dass daher die Erklärungsweise 
des letzteren als eine von jener Deutung verschiedene betrachtet 
werden muss. 


Die Principien der Anwendung der imaginären Grössen auf die 
Theil XL, 1 


w 
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Mechanik sind zwar schon in der Abhandlung von Siebeck 
„Ueber die graphische Darstellung imaginärer Func- 
tionen“ (Crelle’s Journ. Bd.55.) angedeutet worden, es wird 
aber vielleicht nicht überflüssig sein, sie hier noch einmal in be- 
stimmter Weise hervorzuheben. 


Die Bewegung eines Punktes in der Ebene ist vollständig 
bestimmt, sobald die rechtwinkligen Coordinaten desselben als 
Functionen der Zeit ausgedrückt sind; bezeichnen aber x und y 
diese Coordinaten, so wird durch den complexen Ausdruck 


z—=cH+W 


die Lage des Punktes angegeben, welche zweien zusammenge- 
hörigen, zu derselben Zeit stattfindenden Werthen von z und y 
entspricht. Sind daher die letzteren Functionen der Zeit,so kann 
für jeden Augenblick der Werth von z, also auch die Lage des 
Punktes angegeben werden. Wenn daher z als complexe Function 
der Zeit ausgedrückt ist, so wird dadurch die Bewegung in der 
Ebene vollständig dargestellt. Die Zeit ist eine veränderliche 
Grösse, welche ihrer Natur nach nur reelle Werthe annehmen 
kann, da sich mit einem imaginären Zeitmomente wohl kaum eine | 
klare Vorstellung verbinden lässt. Bezeichnet man nun die Zeit 
mit {, und mit a, d, e u.s. w. reelle oder complexe Constanten, 
so lässt sich jeder Ausdruck von der Form 


(1) = Til. a. Den) 
immer auf die Form 
‚= +iy 


bringen, in welcher x und % reelle Functionen von t bedeuten, 
So lange nun die Constanten a, b, c, u. s. w. reelle Werthe ha- 
ben, wird immer y=0, und die Gleichung (I) stellt dann eine in 
der z-Axe vor sich gehende geradlinige Bewegung dar. Gestat- 
tet man aber den Constanten, complexe Werthe anzunehmen, so 
kann durch die Gleichung (]), also durch eine complexe Func- 
tion einer reellen Veränderlichen, jede beliebige Bewe- 
gung in der Ebene dargestellt werden. 


Das Differential dz stellt eine unendlich kleine, auch der 
Richtung nach bestimmte Aenderung des Ortes des beweglichen 


Punktes dar. Durch den Diflerentialquotienten ei als dem Grenz- 


werthe des Verhältnisses zwischen einer Zeitänderung und der 
ihr entsprechenden Ortsveränderung, wird daher die Geschwin- 
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digkeit in jedem Augenblicke, und zwar nach Grösse und Rich- 
tung zugleich angegeben. Da auch 


dz dx, .dy 
FR HT SANT 


ist, so folgt zugleich, dass die Geschwindigkeit in jedem Punkte 
der Bahn die Richtung der Tangente besitzt. Die Geschwindig- 
keit, welche mit » bezeichnet werden möge, ist im Allgemeinen 
auch eine Function von 2. Bildet man wieder den Diflerential- 


. d . . ! ® 
quotienten Re so ist dieser der Grenzwerth des Verhältnisses 


zwischen einer Zeitänderung und der ibr entsprechenden Aende- 
rung der Geschwindigkeit, und giebt folglich die in jedem Augen- 
blicke stattfindende Beschleunigung Alan nach Grösse und 
Richtung zugleich an. Nimmt man, wie in der Folge immer ge- 
schehen soll, die Masse des beweelichen Punktes gleich Eins 


an, So wird durch oder = auch die in jedem Augenblicke 


do 
dt 
wirksame Kraft nach Grösse und Richtung dargestellt. 

Bei der Anwendung dieser Grundsätze hat man den Vortheil, 
* dass man in allen Fällen, in welchen die Kraft als eine Function 
von t oder z dargestellt werden kann, es nur mit einer einzigen 
Difierentialgleichung zu thun hat, während sonst eine Bewegung 
in. der Ebene erst durch zwei Differentialgleichungen bestimmt ist. 


Einige Beispiele mögen das %esagie erläutern: 


Es wirke gar keine Kraft auf den beweglichen Punkt. 
Dann ist die Diferentialgleichung der Bewegung: 


de: 
di?” TaRık 


und man erhält folglich durch Integration: 


eb, z=a+tbt; 

worin a und 5 zwei im Allgemeinen als complex anzusehende 
willkürliche Constanten bezeichnen. Ihre Bedeutung ergiebt sich 
leicht; nämlich a giebt den Ort des Punktes zur Zeit =(), und 
b die constante Geschwindigkeit nach Grösse und Richtung an. 
Die Bewegung ist daher gleichförmig und geradlinig; sind näm- 
lich A und B (Taf. I. Fig.1.) die durch die complexen Werthe 
‘ von a und 5b gegebenen Punkte, und O der Nullpunkt, so bewegt 
sich der Punkt in einer durch A gebenden, mit OB parallelen 


ı1*# 
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Geraden so, dass in jeder Zeiteinheit eine Strecke gleich OB 
durchlaufen wird. r 


Es wirke eine nach Richtung und Grösse constante 
Kraft. Bezeichnet die complexe Grösse c diese Kraft, so hat man 
d?z 


ar =° 


und folglich 
=b4 ct, z=a+bt+4cl; 


wenn a und 5 wiederum zwei willkürliche complexe Constanten 
bezeichnen, deren Bedeutung sich leicht dahin ergiebt, dass a 
den Ort des Ausgangspunktes und d die Anfangsgeschwindigkeit 
nach Grösse und Richtung bedeutet. Durch die letzte Gleichung 
wird, wie auf verschiedene Weise gezeigt werden kann, die 
Wurf-Parabel dargestellt. Man kann auch durch eine Coor- 
dinatenverwandlung das Resultat sogleich in seiner einfachsten 
Gestalt erhalten. Zunächst verlegen wir den Nullpunkt in den 
Punkt A (Taf. I. Fig.2.), indem wir z für z—a schreiben; da- ° 
durch geht die Gleichung über in 


z—= bt +1ct2. 
Alsdann drehe man die z-Axe so, dass sie mit der Richtung. der 
Kraft ce zusammenfällt; setzt man 
ce = geil, 
wo g und C reell sind, so geschieht dies durch Multiplication 
mit e-iC, wodurch man 
zeiC — be-iC 1 + 4gt2, 
oder, wenn man 
ze-i=z, be-ic— bh 
setzt, 
: —=b't + 2gt? 
erhält; und dann haben z’ und 5’ die nämliche Bedeutung in Be- 
ziehung auf die neue x-Axe, wie z und Ö auf die alte. Hierauf 
kann man den Anfang der Zeit so verlegen, dass die Anfangsge- 


schwindigkeit senkrecht auf der neuen z- Axe steht, also rein 
imaginär wird. Setzt man 


b’=B+iß, 


der imaginären Grössen in der Mechanik. 5 
so hat man 
dz’ j 
u F7 —— ß + ip‘ + gt 9 


und erreicht 'daher das Gewünschte, wenn man die von einem 
anderen Anfang gezählte Zeit i’ so einführt, dass 


ist; dadurch wird 


# = iß' + gt! ’ 


und dann 
EB) HB + gt 
Setzt man nun endlich noch 
4), 
so kommt 


"ip + 1gt'?, 


und der Nullpunkt ist dann so verlegt, dass für *=0 auch :"=0 
ist. Demnach ist nun 


2406, ht 
und folglich | 


er 

ER 

==? 5 7 

Die Bahn des beweglichen Punktes ist also eine Parabel, deren 
Axe der Kraft parallel läuft, und die ihren Scheitel S (Taf. 1. 
Fig. 2.) im neuen Nullpunkte hat. Die Lage des letzteren in Be- 
ziehung auf den Punkt A und die mit der Krafrichtung zusam- 
menfallende z-Axe ist durch die complexe Grösse 


AR: 

7 
gegeben; er liegt daher stets auf der Geraden AH, wenn H den 
Halbirungspunkt der von B auf die y-Axe gefällten Senkrechten 


(@B + iP) 


* 


bezeichnet, und so, dass immer AS=—-. AH ist. . Um für ver- 


schiedene Zeiten die entsprechenden Punkte der Bahn leicht con- 
struiren zu können, schreibe man die ursprüngliche Gleichung: 
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z=1(b' +23gt); | 
zieht man dann aus B eine Parallele mit der Kraft AC und macht 


BB; -=B,B,=B, Bi ..=434C, 


so sind B, B,, Par u.s.w. die Punkte, durch no b'+igt 
für t=0, 1, 2, u.s. w. dargestellt wird. Zieht man ferner die 
‘Geraden AB,, AB,, AB;, u. s. w. und macht auf denselben 


Ay =2.AB,, Az=3.AB,, Ar, —=4.AB,, u. s. w., 


so sind A, B,, 2, 23, 24, u.8. w. die Orte des beweglichen Punk- 
tes für z=0, 1, 2, 3, 4, u. s. w. 


Es wirke auf einen beweglichen Punkt eine Kraft, 
welche zwar der Grösse nach constant sei, aber ihre 
Richtung dergestalt ändere, dass sie sich mit constan- 
ter Geschwindigkeit drehe. Um etwas Bestimmtes zu ha- 
ben, sei angenommen, dass die Kraft im Anfange der Bewegung 
senkrecht auf der z-Axe stehe und sich mit der constanten Win- 
kelgeschwindigkeit » in negativem ‚Sinne herumdrehe. Alsdann 


ist, wenn ihre absolute Grösse mit p bezeichnet wird, ihr Aus. 
druck: 


ip(cos wt — isinwt); 


ferner sei angenommen, dass der Punkt seine Bewegung aus dem 
Nullpunkte und zwar ohne Anfangsgeschwindigkeit beginne. Man 
hat nun 


da , Pi 
I Ya ip(coswt —isinwi), 


und erhält demnach 


dz_ i,. Ä p 
u „., (sinwi +icos wi) +, s 


ip Ye: ip 
2 = —(—coswt-tHisinwi ; 
ei + +22 
wenn man der obigen Annahme gemäss die willkürlichen Con- 


stanten so bestimmt, dass für {=0 sowohl z als auch z ver- 
schwindet. Hiernach wird - 


N; Flow —sinwt), y= Fa — coswt). 


Die Bahn des beweglichen Punktes ist also in diesem Falle eine 


r 
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Cycloide; der Radius r des mit der Winkelgeschwindigkeit w 
rollenden Kreises 5 die Kraft p=rw? ist daher nichts an- 


deres, als die durch das Rollen des Kreises im erzeugenden 
Punkte erregte Centrifugalkraft. 


Wir können nun, um zur Deutung einer complexen Schwin- 
gungs-Amplitude zu gelangen, in gleicher Weise auch die Schwin- 
gungsgleichung behandeln. Wird ein beweglicher Punkt von dem 
festen Nullpunkte der Entfernung proportional angezogen, und 
bezeichnet man die im Punkte Eins stattfindende Kraft mit — A? 
wo also % reell angenommen wird, so hat man 

d?z 
ge Pr 


Das vollständige Integral dieser Gleichung ist: 
(2) z—= Acoskt+ Bsinkt 


mit den willkürlichen Constanten A und B. Diese Gleichung stellt 
im Allgemeinen eine Ellipse dar. Setzt nıan nämlich, um dies 
zu sehen: 


A=esing, B=oc0sg; 
so erhält man: 
(3) z=osin(g+ kt), 


und kann dann zunächst, indem man die z-Axe in die Richtung 
von e dreht, die Grösse og reell machen.. Ist ferner: 


g=Ytiy; 


also 
— esinfk(4 +1 +iy']: 
so verlege man den Anfang der Zeit, indem man 
L it 


einführt ; dann ist 

z = osin (kt! +iy') 
siniy’ 
D 


= ocosiy' sin kt! +ie coskt'; 


und da nun 
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e’ te?’  siniy _er—et' 


sy = —.—; Ai > 
beide reell sind, so folgt: 
z=ocosiy'sinkl!’, y=0 a cos kt' 
und 
x? aha Dr 


cosypt Tiny = 

(ecosiy') fi 7 y2 
. f [3 . | siniy' 
also eine Ellipse mit den Halbaxen ocosiy' und 077, von 


denen die erstere mit der Richtung von ge zusammenfällt. Der 
bewegliche Punkt befindet sich in den Scheiteln dieser Halbaxen 


zu den Zeiten an und =0, und da alsdann die Geschwindig- 
F . „sin iy' ih / 

keiten die Werthe — io% Tea und ekcosiy' annehmen, so sieht 
man, dass in diesen Punkten die Geschwindigkeit senkrecht auf 
der Halbaxe steht-und der anderen Halbaxe proportional ist. 

Die elliptische Bewegung geht in eine kreisförmige über, wenn 

cosy — + — 

ist, nun war aber 


A = o(sinycosiy' +icos ar) s 


. [I ! 
B= o(cosycosijy’ —isiny— : 
man erhält also für den Fall kreisförmiger Schwingungen: 
A = e(siny Hicosy) cos iy', 


B = o(cosyFisiny)cosiy'; 
das heisst 
B=TiA4. 
Die Gleichung (2) verwandelt sich alsdann in: 
z—= A(cosktFisinkt), 


und stellt wirklich einen Kreis dar, weil A durch eine blosse 
Drehung der x-Axe reell gemacht werden kann. Nimmt man E 
complex =r-ir', g aber als reell an, so hat man nach (3): 
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z=(r+ir')sin(g+ kt), 


z=rsin(g+kl), yzrsin(g+ kb); 
und daher 


die Schwingungen sind also dann geradlinig und gehen in der 
Richtung von g vor sich. 


Hiernach kann man nun übersehen, was eine Schwingungs- 
gleichung bedeutet, wenn in ihr entweder die Phase oder die 
Amplitude imaginär wird. So lange nämlich die Phase reell ist, 
hat man stets geradlinige Schwingungen; das Imaginärwerden der 
Amplitude bedeutet nur, dass die Schwingungsrichtung nicht mehr 
mit der ©-Axe zusammenfällt, während bei elliptischen Schwin- 
gungen die Phase imaginär sein muss. Dies stimmt nun mit 
Fresnel’s Interpretation nicht überein, da bei ihm das Imagi- 
närwerden der Amplitude eine Veränderung der Phase bedingt. 


Was die Zusammensetzung mehrerer Schwingungen anbelangt, 
so findet man aus unseren Betrachtungen leicht die bekannten 
Gesetze wieder. Haben zwei geradlinige Schwingungen dieselbe 
Phase, so setzen sie sich wieder zu geradlinigen, in der Richtung 
der Diagonale vor sich gehenden Schwingungen zusammen. _ Ge- 
radlinige Schwingungen von verschiedenen Phasen aber geben 
elliptische Schwingungen, weil, wenn die Gleichung auf die Form 
(3) gebracht wird, alsdann die Phase imaginär wird. 


Wir schliessen hieran noch die Betrachtung des Falles, dass 
die Grösse k imaginär ist. Sei 
k=c-+ic =p(cosp-+isinp); 


dann ist die Kraft nicht mehr nach dem festen Nullpunkte ge- 
richtet, sondern bildet, wie man leicht sieht, mit dem Radius- 
Vector des beweglichen Punktes den Winkel 29. Man hat hier, 
wie vorhin, die Gleichung 


z— Acoskt + Bsinkt, 
die auf die Form 
z=esin(g+ kt) 


gebracht, und worin g durch Drehung der z-Axe reell gemacht 
werden kann. Führt man dann | 


g=yYt+tWY und k=cHic 
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ein, so erhält man 
$ 
:=osinfe(?+: tie (b+0)). 
Hier werde nun wieder der Anfang der Zeit verlegt, indem 


ı 
Html ' 


gesetzt wird; führt man ausserdem zur Abkürzung 


ein, so kommt: - 
(4) z=osin[e(d +) +ict]. 


Demnach ergiebt sich: 


h N 'y 
z=esinc(d +’) cosic't, y=geosclö+ 1) ——- 


Diese Gleichungen zeigen, dass die Bewegung jetzt nicht mehr in 
einer geschlossenen Curve vor sich geht, sondern dass die Bahn 
sich spiralartig um den Nullpunkt herumwindet. Taf.I. Fig. 3. 
giebt ein Stück dieser Bahn an, welche den Annahmen p=1, 
p=10%, e=1, cö=}r entspricht. 


Da die Gleichung (4) sich auch in der Form 
| z = osin(cd + kt‘) 


schreiben lässt, und dann, auf die Form z= Acoskt' + B sin kt! 
gebracht, den Grössen A und B reelle Werthe zuertheilt, so geht 
hervor, dass man in dem Falle eines imaginären k durch eine 
Drehung der z-Axe und eine Verlegung des Zeit- Anfangs die 
Grössen A und ZB immer reell machen kann. Da dann ferner A 
den Anfangsort und kB die Anfangsgeschwindigkeit bedeutet, so 

ist damit der Zeitanfang und der ihm entsprechende Anfängsort 
so gewählt, dass die Anfangsgeschwindigkeit den Winkel zwischen 
dem Radius-Vector des Anfangsortes und der Kraftrichtung halbirt. 
In Taf. I. Fig. 3. ist durch AK die Kraft und durch AG die Ge- 
schwindigkeit angedeutet, welche in dem Punkte A,, welcher der 
Zeit !=0 entspricht, stattfinden. 


Die hier besprochene Art, die Bahn eines beweglichen Punk- 
tes durch eine complexe Function der Zeit auszudrücken, lässt 
auch eine einfache Anwendung auf die relative Bewegung in 
der Ebene zu. Werden nämlich durch die Gleichungen 
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„» =hl), 2=fl 


die Bewegungen zweier Punkte ausgedrückt, so braucht man zur 
Bestimmung der ‘relativen Bewegung des einen Punktes gegen 
den anderen nur in jedem Augenblicke die Lage des einen gegen 
den anderen, diesen als fest gedacht, zu kennen. Die Lage des 
Punktes z, gegen den Punkt z, wird aber durch die Differenz z,—2ı 
ausgedrückt; setzt man daher diese —=z, so wird durch die Glei- 
chung 


:= hd) — hd 


die scheinbare Bahn ausgedrückt, in welcher die Bahn des Punk- 
tes z, dem ruhend gedachten Punkte z, erscheint. Hat man 
z.B. zwei in concentrischen Kreisen von den Radien r, und ra 
mit verschiedenen aber constanten Winkelgeschwindigkeiten w; 
und 20, sich bewegende Punkte, und nimmt man etwa an, dass 
zu Anfang der Bewegung beide sich auf der z-Axe befinden, 
so werden ihre Bahnen durch die Gleichungen 


zı = r(coswttisinwt), 23 =rz(cos wgt+ isin wgt) 


gegeben. Die scheinbare Bahn des zweiten Punktes gegen den 
ersten ist daher: 


z = (r,c0swzt — Tr] coswjt)+i(rzcos wt— r, sin wit), 


- und aus dieser Gleichung können alle Eigenthümlichkeiten dieser 
Bewegung mit Leichtigkeit abgeleitet werden. 
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23. 


Zur Polyedrometrie. 


(Ein Nachtrag zu einem früheren Aufsatze, Theil XXXVIII. Nr. XXIX.) 


Von 
Herın Joh. Karl Becker 


in Zürich. 


Kurz nach der Veröffentlichung meines Aufsatzes über Po- 
Iyeder (Theil XXXVIll. Nummer XXIX.) kam mir der eben er- 
schienene zweite Band von Dr. Richard Baltzer’s „Ele- 
menten der Mathematik“ zu Gesichte, ein Buch, das schon 
seiner gründlichen Quellenangabe wegen Jedem empfohlen zu 
werden verdient, der tiefer in die mathematischen Wissenschaf- 
ten eindringen will. Die ausführliche Behandlung der Polye- 
der in diesem Werke veranlasste mich, dieses Kapitel ebenfalls 
noch einmal vorzunehmen. So ist der vorliegende Nachtrag ent- 
standen. Auch zu einer Berichtigung sehe ich mich durch das 
genannte Werk veranlasst. Der Satz, dass Tetraeder, Hexaeder, 
Octaeder, Dodecaeder und Ikosaeder die einzigen Polyeder mit 
gleichvieleckigen Flächen und gleichvielseitigen Ecken seien, ist 
nicht von Steiner, sondern von Gergonne aufgestellt und im 
Zusammenhang mit einer Reihe anderer Sätze dualistisch ent- 
wickelt worden. Die betrefiende Abhandlung findet sich im XV, 
Bande von Gergonne’s Annalen und ist auch von Steiner im 
ersten Bande des Crelle’schen Journals S. 366 neben anderen 
Arbeiten über die Consequenzen des Euler’schen Satzes er- 
wähnt worden. 
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2. 


Hat ein einfach durchbrochenes Polyeder f Gränz- 
flächen, nämlich f, Dreiecke, f, Vierecke u. s. w., e Ecken, näm- 
lich e, dreiseitige, e, vierseitige u. s.w. und k Kanten, so ist: 


e+f=k, 
1. IM app tMMartöfst. 
2k = des +4e, +55; +---- 


x 


Hieraus folgt leicht: 
Er es +2e,+3e; + “or, 
2e=fs+2fat+3fst:--- 


2 
Sind alle Ecken a-seitig, also e=ea, so ist ihre Anzahl af: 


ll. 


denn die erste der Gleichungen II. heisst dann: 
2f=(a —2)e. 
Sind alle Flächen d-eckig, also f=fs, so hat man aus der zweiten 


der obigen Gleichungen: 


2 
= 38 


Sollen zugleich alle Ecken a-seitig und alle Flächen d-eckig sein, 
so ergibt sich aus | 


die Gleichung: | 
oder: 


ab—=%Ma+b), 


woraus sich leicht dieselben Resultate finden lassen, welche ich 
in meiner vorigen Abhandlung mitgetheilt habe. r 


Aus den Gleichungen Il. entsteht durch Addition: 
11. th three te t+lertmMt---- 


Hieraus folgt: 
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Ein einfach durchbrochenesPolyeder ohne drei- 
seitige Flächen und dreiseitige Ecken hat nur 
vierseitige Flächen und vierseitige Ecken. 


Ist e=e., sind also alle Ecken a-seitig, so folgt aus Il., weil 


D) 
dann e= 5-f ist: | 

IV. ıs=(la— Alfa +2fa +3h+-«-.)- 
Da mithin a—2°4, also aS6 sein muss, so hat man den Satz: 


Es ist kein einfach durchbrochenes Polyeder mög- 
lich, dessen sämmtliche Ecken gleichvielseitig und 
mehr als sechsseitg wären. 


Hätte ein einfach durchbrochenes Polyeder ausser a-seitigen 
Ecken auch noch solche mit mehr als a Seiten, so wäre oflen- 
2f 
bar e Sup: also auch: 


4 
ft fer. 
oder: 
> (hp + 2a +3fst....). 


Man hat mithin. allgemeiner: 


Es ist kein einfach durchbrochenes Polyeder 
möglich mit nur solchen Ecken, die entweder 
alle mehr als sechs Seiten, oder theils sechs, 
theils mehr als sechs Seiten haben. 


Aus IV. folgt ferner: 8 


Sind alle Ecken sechsseitig, so sind alle Flä- 
chen dreiseitig. 


Sind alle Ecken fünfseitig, so ist die Anzahl der dreiseitigen 
Gränzflächen mindestens das Doppelte der übrigen, nämlich: 


fa =, +5 +8 +---- 


Sind alle Ecken vierseitig, so sind entweder alle Flächen 
Vierecke, oder die Zahl der Flächen mit mehr als vier Seiten ist 
höchstens gleich der mit weniger als vier Seiten, nämlich: 


hebt ft... 


Sind alle Ecken dreiseitig, so sind entweder alle Flächen 
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sechsseitig, oder es finden sich sowohl Flächen mit mehr, als 
solche mit weniger als sechs Seiten, nämlich: 


sg +2 ats <hrt2let---- 


Sind alle Flächen .d-Ecke, also f= fs, so erhält man aus I. 
die Gleichung: 
V. 4de=(b—?2)(es+?2eg+3e; +--:-)> 
und wenn alle Flächen 5 oder mehr als 5 Seiten haben, so 
hat man: 
de>(b—2)es+2ea+3e5 + --- -)- 
Daraus folgt aber: 
Es ist kein einfach durchbrochenes Polyeder 
möglich, dessen sämmtliche Flächen mehr als 


sechsseitig, odertheils sechsseitig, theils mehr 
als sechsseitig wären. 


Aus V. folgt ferner: 
Sind alle Flächen Sechsecke, so sind alle Ecken 
dreiseitig. 


Sind alle Flächen Fünfecke, so ist die Anzahl der dreiseiti- 
sen Ecken mindestens das Doppelte der übrigen, nämlich: 


€z —=2e, +de,+des+-:-- 


Sind alle Flächen Vierecke, so sind entweder alle Ecken vier- 
seitig, oder die Zahl der dreiseitigen ist mindestens ebenso gross, 
als die der mehr als vierseitigen, nämlich: 


»- sg = & 42 +.:-.: 


Sind alle Flächen Dreiecke, so sind entweder alle Ecken 
sechsseitig, oder es ist: 


3 trat er t?eHt.:-. 


Hat ein einfach durchbrochenes Polyeder e Ecken, 
deren jede von «@ a-Ecken, ß 6-Ecken, y c-Ecken, u. s. w. begränzt 
ist, so dass also alle Ecken nicht bloss gleichvielseitig, sondern 
auch auf gleiche Weise durch Polygone verschiedener Art zu- 
sammengesetzt sind, wie diess bei den Archimedischen Polyedern 
der Fall ist, so bestehen für dasselbe folgende Gleichungen: 
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k=e+f, 
2k=(a+ß+Yy+....).e, 
f=(4+5+24....).e 


j r Eu 


Hieraus folgt: 


I ERNAR 2y Di 
1. 2+7 +7, to t+-- =etßtrt..> 
oder: 
a—?2 b—-2.c—2 
2=« = +Bß 7 Hat 


Dieser Ausdruck lehrt, dass auch für die einfach durchbrochenen 
Polyeder der schon von Meyer Hirsch bewiesene Satz *) gilt, 
dass nicht alle Ecken eines Polyeders von mehr als dreierlei 
Polygonen eingeschlossen werden können. 


Um die Anzahl und Beschaffenheit der möglichen Polyeder 
dieser Art zu bestimmen, bedarf man noch des folgenden schon 
von Kepler**) bewiesenen und offenbar auch für die durch- 
brochenen Polyeder gültigen Satzes: 


Ill. „Wenn alle Ecken eines Polyeders auf gleiche Weise 
von a a-eckigen, ß b-eckigen und y c-eckigen Flächen eingeschlos- 
sen sind, und eine der Zahlen a, b, c, z.B. a, ungerade ist, so 
muss eine der Zahlen. «—1, f, y mindestens 2 betragen.“ i 


Wenn man die von einerlei Flächen begränzten Polyeder 
ausschliesst, so ergeben sich als mögliche Arten der Polyeder 
von der vorausgesetzten Beschaffenheit: 


1) Polyeder mit dreiseitigen Ecken, welche von einem a-Eck 
und zwei b-Ecken begränzt sind, wo 5 (nach Il.) gerade sein muss. 


Für diese Polyeder hat man nach Il.: 


„t7=1: 


und die Auflösungen: 


*) Meyer Hirsch, Geometr. Aufg. Il S. 171.; vergl. auch 
Baltzer, Elemente, II S.211 und 212. 
- **) Kepler: Harmonice mundi, I. p.17,; Meyer Hirsch, 
Geometr. Aufg., 1I, S.171.; Baltzer, Elemente, II. S.212. 
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ad, b=l2, 
aa, b=8 


Polyeder dieser Art haben e Ecken, z Kanten, = a-eckige; a 


b-eckige Flächen, wo e unendlich viele verschiedene Werthe ha- 
ben kann. Die ersteren lassen sich leicht aus den Polyedern mit 
sechseckigen Flächen und dreiseitigen Ecken, die anderen aus den 
Polyedern mit vierseitigen Ecken und vierseitigen Flächen ableiten; 


2) Polyeder mit dreiseitigen Ecken, welche von einem a-Eck, 
einem d-Eck und einem c-Eck zusammengesetzt sind, wo a, b, ec 
gerade Zahlen sein müssen. 


Man hat (Il): 


und die einzige Auflösung: 


a=4. bean. c—12. 


Diese Polyeder haben e Ecken, 5 Flächen, worunter 2 Vier- 


ecke, E Sechsecke und 5 Zwölfecke, und £ Kanten, und lassen 


sich leicht aus den Polyedern mit echeneiigen Ecken und drei- 
seitigen Flächen ableiten. 


3) Polyeder mit vierseitigen Ecken, deren jede von zwei 
a-Ecken und zwei 5-Ecken begränzt ist. 


Man hat (I): 

$ 
und die einzige Auflösung: 
a=s, b=6. 


2 
Diese Polyeder haben e Ecken, ?2e Kanten, dreiseitige, 5 
sechsseitige Flächen, und lassen sich ebenfalls leicht aus den 
Polyedern ableiten, welche nur sechsseitige Ecken haben. 


4) Polyeder mit vierseitigen Ecken, welche von einem a-Eck, 
zwei 5-Ecken und einem c-Eck begränzt sind, wo 5 gerade sein 
muss. 

Man hat: 


Theil XL, 


LS) 
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2,1 
as 


und die einzige Auflösung: 
a8, Bed c>t 
Diese Polyeder haben e Ecken, 2e Kanten, ; dreiseitige, 5 vier- 


lseitige, 5 sechsseitige Flächen, und lassen sich ebenfalls aus Po- 


yedern mit nur sechsseitigen Ecken ableiten. 


5) Polyeder mit fünfseitigen Ecken, welche von 4 a-Ecken 
und einem d-Eck begränzt sind. 


Man hat: 


und die einzige Lösung: 
a=3, db=b. 


Die Realität solcher Polyeder zu ‘constatiren,, ist ‚mir bis jetzt i 
noch nicht gelungen. 


6) Polyeder mit fünfseitigen Ecken, welche von 3 a-Ecken 
und 2 5-Ecken begränzt sind. a 
Man hat: 


und die einzige Auflösung: 
a= >; b=4. 

. de . I) 

Polyeder dieser Art, welche e Ecken, > Kanten, e dreiseitige 
e . .j*. .. ® 

und , vierseitige Flächen haben, lassen sich ohne Schwierigkeit 
aus Polyedern mit nur sechsseitigen Ecken ableiten, wenn, man 
an jeder Ecke 2 Gränzdreiecke zu einem Viereck werden lässt. 


Andere Polyeder von der vorausgesetzten Beschaffenheit sind 
unter den einfach durchbrochenen nicht möglich. 

Dem Satze Ill. lässt sich der folgende, wie jener für alle 
Polyeder gültige Satz zur Seite stellen, der'sich fast ebenso wie 
jener beweisen lässt: | 

IV. Wenn alle Flächen eines Polyeders auf gleiche Weise 
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von « a-seitigen, ß d-seitigen, 'y c-seitigen Ecken’ umgeben 'sind, 
und eine der Zahlen a, b, ce, 2.B. a, ungerade ist, so muss eine 
der Zahlen @&—1, ß, y mindestens zwei betragen. 


Man hat ferner für «Polyeder dieser Art für die Grössen a, 
b,c,«, ß, y dieselbe Relation II. wie bei den vörher betrachte- 
ten Polyedern, so dass jedem möglichen Polyeder, dessen sämmt- 
liche Ecken von « a-Ecken, ß 6-Ecken, y c-Ecken begränzt 
sind, ein mögliches Polyeder entspricht, von dessen sämmtlichen 
Flächen jede « a-Ecken, ß 5-Ecken, y c-Ecken anliegt. 


3. 


Soll.ein m-fach durchbrochenes Polyeder nur x-seitige 
oder mehr als x-seitige Ecken haben, so ist: 


f=k—e+2(l—m), 


1 Ki 
( 3% Ss ze 
Nun ist 
| 2% Zi3f; 
und: 
3f=3k—3e+hl—m), 
also: 
9k 2 3k—3e +6(1— m), 
mithin 


07 k-3e+6(1—m), 


oder, da Ep: 


02% 3. +61—m), 


oder endlich: 


S e(2— 6) 


u 


Sei nun 27, so hätte man m 75 


rel 
* 


"Es ist aber leicht einzusehen, dass diess nicht möglich ist, 
wenn zugleich in jedem Eckpunkte mindestens 7 Flächen zusam- 


2* 


r / 
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mentreflen sollen. : Damit ist aber bewiesen, dass kein ‚Po- 
Iyeder möglich ist, dessen sämmtliche Ecken ‚sieben 
oder mehr Seiten haben. 


Ebenso lässt sich nachweisen, dass auch kein Polye- 
der möglich ist, dessen Gränzflächen alle sieben. oder 
mehr Seiten haben. 


4. 

Herr Dr. Baltzer schliesst von den Polyedern, für welche 
er den Euler’schen Satz als gültig annimmt, nur solche als 
„uneigentliche Polyeder“ aus, die entstehen, „wenn man 
Polyeder so zusammenstellt, dass weder eine Fläche des einen 
von einer Ecke des anderen, noch eine Ecke des einen von einer 
Ecke des anderen gedeckt wird.“ Es ist mir zwar nicht ganz 
klar, was für Polyeder dazu gehören, oder nicht dazu gehören; 
so viel scheint mir aber sicher, dass die von Herrn Dr. Baltzer 
selbst dazu gezählten Sterndodekaeder, von denen das eine von 
zwölf Sternfünfecken (oder besser von fünf mal zwölf gleich- 
schenkligen Dreiecken) begränzt ist, die zwölf fünfseitige Ecken 
bilden, und das andere von zwölf gemeinen Fünfecken (oder ei- 
gentlich auch von fünf mal zwölf Dreiecken), welche zwölf kör- 
perliche Sternfünfecke bilden, durchaus nicht unter jene Definition 
passen wollen, obgleich sie allerdings, als Dodekaeder betrachtet, 
dem Euler’schen Satze nicht entsprechen, da sie, als Dodekae- 
der betrachtet, 30 Kanten haben. 


Nun gehören diese beiden Sterndodekaeder, welche nach 
Herrn Dr. Baltzer nur „uneigentliche Polyeder“ sein sollen 
(was sie aber „eigentlich“ seien, darauf bleibt Herr Doctor 
Baltzer die Antwort schuldig), aber auch in keine der Klassen 
von Polyedern, welche ich in meiner letzten Abhandlung den 
Euler’schen gegenübergestellt habe. Es möchte daher scheinen, 
als gehörten sie in eine ganz aparte, auch von mir übersehene 
Klasse von Polyedern. 


Bei meiner Untersuchung über die verschiedenen Arten von 
Polyedern hatte ich jedoch, als sich von selbst verstehend, vor- 
ausgesetzt, dass jede vollständig begränzte Ebene an einem Po- 
Iyeder als eine besondere Gränzligur (Fläche) angesehen werde, 
auch dann, wenn etwa mehrere derselben Theile @iner und der- 
selben Ebene sein und etwa ein sogenanntes Sternpolygon bilden 
sollten, und dass jede zweien. Gränzlguren -gemeinschaftliche 
Seite, welche immer die Scheitel zweier. Ecken verbindet, als 
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eine besondere Kante angesehen werde, auch dann, wenn etwa 
mehrere solcher Kanten eine einzige Gerade bilden sollten. 

Unter dieser Voraussetzung erweisen sich aber jene beiden 
Sterndodekaeder nicht etwa als „uneigentliche Polyeder“, son- 
dern als „uneigentliche Dodekaeder‘“ und ‚eigentliche Pentakis- 
dodekaeder‘‘ mit 60 dreiseitigen Flächen, welche bei dem einen 
20 dreiseitige und 12 zehnseitige, bei dem anderen 20 sechsseitige 
und 12 fünfseitige Ecken bilden, so dass also dem Euler’schen 
Satze Genüge geschieht. 

Ich bin ferner von. der Auffassung ausgegangen, dass ein 
Polyeder „ein von allen Seiten durch Ebenen begränzter Raum“ 
sei, und nicht etwa „eine aus ebenen Polygonen zusammenge- 
setzte Fläche.‘“ Diess halte ich für nöthig zu erklären; denn 
bei der letzteren Auffassung könnte man leicht auch von Polye- 
dern reden, die sich selbst schneiden, wie man von Poly- 
gonen, „deren Perimeter sich selbst schneidet‘ eigentlich sagen 
müsste, dass sie selbst sich schneiden; denn wo davon die 
Rede ist, versteht man unter dem Polygone und seinem Perimeter 
ein und dasselbe. 


HEN. 


integration der. Differentialgleichung 
zyN —yrd +ma?y = 0 () 
Von 


Herrn Simon Spitzer, 


Professor an‘ der Handels- Akademie in Wien. 


Die Integration der Gleichung (l), in welcher r eine ganze 
positive Zahl und m eine beliebige constante Zahl bedeutet, ist 
sehr: leicht. ° Differenzirt man nämlich ‚die Gleichung. (l) einmal, 
so erhält man: 
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zyc#) +ma?y' + 2mey =0, | 
oder einfacher: ‚ ya 
! yerrHdEmzy' + my =. ui l2) 


Die Gleichung (2) lässt sich nach der Laplace’schen Methöde 
integriren, und man erhält mittelst derselben: 


(3) | 
e k us 
— Ken ue ir C. Dr + Czetzu2 +.... + Crpie "MH du, 


woselbst 
GC 31 023%. 3’ 
willkührliche Constanten, und 
kr; kasar.., kryı 
die r+1 Wurzeln der Slhyiauhr, 
AH —=—m (4) 


bedeuten. Damit aber das in (3) stehende y der Gleichung (1) 
Genüge leiste, muss zwischen den r+1 Constanten C,, O3, ... Or+1 
eine gewisse Relation bestehen, und die wollen wir nun aufsuchen. 
Setzen wir zu dem Zwecke in (1) für y den Werth: 


y=SC Ju 1 Er Fr (5) 


so erhält man: 


r+1 
a 
SC f Tech (raw — ku + mur)du=0, (6) 


10) 


und diess soll identisch stattfinden. Nun ist: 


f ang he ai M en -/( So er ar 
„tr 


TU kur— ME & 
=". ur Rn ee BAZZ 7 (1 urt)du, 


folglich hat man; 


JH war? 
& ne 
f IRB En aan Eh Br Pi TH d—urtl)du 
0) 


zye) — ye—d) +m22Yy —0. 23 
und die Gleichung (6) geht über in: 
| „H | 


sc/” BRRT TH (kauen — kur — N + "Eurt)du=0 hd 
0 


Vermöge der Gleichung (4) ist aber 


er 


k’ 
und durch diess reducirt sich die Gleichung (7) auf: 


r+1 
[es Yr u 
sc/ Be r+ (kr-lur + du == 0 R (8) 


0 


Nun ist wieder: 


. N 
fe u Er rg, -/% RR ae A 
. k2 
1 


\ kur k 
9 Surf + | we” rH du: 
folglich hat man: 
r+1 +1 
© ku _ mE m Fe ie 
K e r+1 lu=—gtf jpwe + du; 
h) () 


und die Gleichung (8) geht durch diess über in: 


„ri 
TH (ferlyr + zau)du —0. (9) * 


kus— 


& 
-stozj+se/ 
0 


Vermöge der Gleichung (4) ist: 


folglich geht (9) über in: 


s] @]=0. 


was auch so geschrieben werden kann: 


€ (#3 
tar. +0. (10) 


kt. 
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Es genügt also das in (3) stehende y der Gleichung (1), wenn 
zwischen den r +1 willkührlichen Constanten C,, Ca; ...., Cr 
die in (10) aufgestellte Relation statt findet. 


So ist z. B. das Integral der Gleichung: 
zy" —y' +ma?y =0 (il) 


von folgender Form: 
en aa 
Y + ue 3 (C, ekıuxr 4 C,etzur + C,eksur) du; (12) 
0) 


woselbst %k, , kg, k, die.drei Wurzeln der Gleichung 
k3=—m 


sind, und C,, C,, C, willkührliche Constanten bedeuten, zwischen 
denen bloss folgende Relation besteht: 


RE 7 5 
traten: 


die einfacher auch so geschrieben werden kann: 
Ckı + Ooka + Cykz —0. 
Es lässt sich auch die Gleichung integriren: 
ay" —y! = damy; | (13) 


denn führt man in selbe eine neue Variable &E ein, mittelst der 
Substitution 


zun+1 = &2, 
So erhält man, da 
‚mtl "lay 
y- D) LT de’ 
n hun. ze N, ‚2y 
Ye m ER ge 


ist, folgende Gleichung: 


—l 


(m4 12m 3 + (m + 1)(m 3). ® 2 U= = Aarys' 


welche, wenn mann statt x seinen Werth in & einführt, die Ge- 
stalt annimmt: 
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ati men 
welche Gleichung nun leicht zu integriren ist. 


Differenzirt man die Gleichung (13), so kommt man auf. die 
Gleichung: 
Yy— Art :cy' ty), (14) 


welche somit ebenfalls zu den integrirbaren gehört. 


IV. 


Integration der Differenzengleichung 
Anflz+rn) + An-ıf(lc+rn —r)+ Xn-efle+rn — A) +... \ a) / 
+ Äf@tr) + Afle) =0, 
in welcher X, I.» Äı_2> ---, X], X, ganze al- 
'gebraische Functionen von x sind, und r eine ganze 
positive Zahl bezeichnet. 


Von 


Herrn Simon Spitzer, 


Professor an der Handels - Akademie in Wien. 


{ ch habe im 32sten Theile des Archivs, Seite 334, eine neue 
Integrations-Methode für Differenzengleichungen mitgetheilt. Nach 
dieser Methode lässt sich auch die Gleichung (1) behandeln. Es 
lässt sich aber die Gleichung (1) auch einfacher integriren, und 
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zwar dadurch, dass man statt z eine neue Variable & einführt, 
mittelst der Substitution 


ze rE. 
Bezeichnet man das Resultat dieser Substitution in 
A: Aue a, An 
respective mit | 
Ens En-1, En-25 ...., 815 503 
so erhält man: 
Enftr&+ rn) + En-ıflrö+ rn —r) + Sn-eflr& tn —2r) +... 
..t+äfesErn)t+Hofrd) 0. 


Setzt man nun hierein 


fr)= FÜ). 


so erhält man: 
&F(Ee+n) +5 FE+rR N) tif tn—d)+.... 
.... +5 F&E+D+5F% =(, 


welche Gleichung einfacher als die vorgelegte ist. 
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V. 


Ueber die Anwendung der Formeln der sphärischen 
Trigonometrie auf die eiliptischen Functionen. 


Von 


Herrn Doctor Otto Böklen 


za Sulz a. N. im Königreich Würtemberg. 


Wir bezeichnen mit 9, w und © drei Amplituden, welche der 
Gleichung für die Addition der elliptischen Integrale erster Art: 


F(k, 9) + F(k, y) = F(k, 0), 
oder: der elliptischen Integrale zweiter Art: 
E(k, g)+E(k, y)=E(k, o) + k2sin psin ysin o 


entsprechen, so sind diese Amplituden durch nachstehende Glei- 
chungen verbunden: 


cosp = cos wcosy + sinpsinyV 1—A2sin2y, 
cos» — 608.0 cosp + sin osingYV 1— A2sinA), 
cos» — cospcosy — sinpsinyY 1— A2sin2o. 


Wir führen nun drei Hülfswinkel ein, ®, %, 2, welche durch 
diese Werthe gegeben sind: 


cso® = NI1-Asin?y, 
1) 3 )\cs#= NI-—-12sin®), 
cos —= N 1- Asin?o: 
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so haben wir für die Amplituden 9, v und @ folgende Glei- 
chungen: 

| cosp = cosweosy + sinpsinycos®, 

2) cosYyp = coswcosp+tsinosinpcosP, 

| c0os® = cospcosYy + singpsinycos2. 


Man übersieht nun sogleich, dass, wenng, %, o die 
Seiten eines sphärischen Dreiecks sind, die einge- 
führten Hülfswinkel ®, #, 2 die Winkel dieses sphä- 
rischen Dreiecks sind; und zwar liegen die Seiten 9, 
v, @ der Reihe nach den Winkeln ®, F, 2 gegenüber. 


Aus 1) findet man: 
.,‚sn® = ksing, 
3) sin #= ksiny, 
sin & = ksino; 
also: 
sinp:siny:sin® = sin P:sin P:sin 2. 


Die Sinus der Amplituden verhalten sich wie die 
Sinus der ihnen entsprechenden Hülfswinkel; was mit 
dem Fundamentalsatz der sphärischen T'rigonometrie überein- 
stimmt: Die Sinus der Seiten verhalten sich wie die Sinus der 
Gegenwinkel. 


Wir führen nun zur Abkürzung folgende Bezeichnung ein: 
4) s=,p+Yy+o), S=z,P+F+2); 
so ist: 
s-9=4-p4+Yto), S-O=4-0+ W748), 
s-y=4p-Y+o), S-P=XD—-7+9, 
s-oa=p+Yy-0); S-AZXO+ TER), 
Ferner sei: | 
V sin ssin (s—p) sin (s— y)sin6—o)=i, 


)) m  —  . — —  — — . — 

N — cos Scos (S— ®) cos (S— P) cos (S—2)—=J; 
(geometrisch betrachtet, ist 2i der Inhalt des Parallelepipeds, des- 
sen Kanten die drei Kugelhalbmesser sind, welche nach den 
Ecken unseres sphärischen Dreiecks gehen; 2J ist der Inhalt 
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des Parallelepipeds, dessen Kanten die drei Kugelhalbmesser 
sind; welche nach den Ecken seines Polardreiecks gehen); so 
haben wir mit Benützung der Grundgleichungen der sphärischen 
Trigonometrie folgende kleine Formeln- Sammlung, welche auf die 
Amplituden der elliptischen Integrale und der von uns eingeführ- 
ten Hülfswinkel sich bezieht: 


6) 
sinssin (s —9) Ke LE EEDNIÜRENT 
cr an sinpsino Sl Aue sinysin @ R 
; sin ssin (s—Yy) R ne sin (s— p)sin (s—o), 
cs; f= (Ele Sinedshl mes? sin; == sinpsin ® , 
a nn), le VEISDEHEN 
singpsin y sing sin y 
7) 
rs P)cos(S— 8) [0)) ER —cos Scos(S—®), 
co8Ip = SnFsnn > 39” sin Psin 2 
? ‚cos(S—® eos (S- D)cos(S—LR) OT —cosScos(S—#), 
IT -—Y  — sin®sin® le zz sin ®Psin 2 


a Zr N — cos —cos Scos(S— 8) 
ug ya on sin Dsin # le iz  sin®sn® 


Der Modulus % ist durch folgende Gleichungen gegeben: 


8) 
sin® sn® sin 
k= — Be 
sın @ sın vd sin © 
%i sin ®sin Fein _J, 
— Sinpsimysino — 2J er 
9) 


4Ji = sinpsinysin osin Dsin Psin 2; 
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sins — 7zc0s 1D8cos4PcosiQ, 
2 


10) 
‚sin(—Y) = Zsin 3Dcos}PsintL, 
E ZUR u 
sin (s— o) = 7, sin PD sin4P cos}; 
' cosS = — 2ksin3psindvsindo, 
cos(S— PD) — 2ksintipcostiwcosto, 
il) 
cos(S— F) = 2kcostipsinhb)cosiw, 
cos (S— 2) = 2kcostipcosivsinio; 
e 
Pi Fee 
12) 
J 


cotgz9 cotg au) cotgza = Cos2S: 
Die Zahl solcher Formeln lässt sich mit Benützung der be- 


kannten Gleichungen der sphärischen Trigonometrie noch sehr ver- 
mehren. 


Aus jeder Gleichung für das sphärische Dreieck lässt sich 
eine andere ableiten mit Hülfe des Polardreiecks, indem man Win- 
kel und Seiten gegenseitig vertauscht und dafür die Supplemente 
(Ergänzungen zu 180°) setzt. Hieraus schliesst man: 


Jeder Gleichung zwischen den Amplituden 9,%, o_ 
der elliptischen Integrale und ihren Hülfswinkeln &, 
P, 2 entspricht eine andere, indem man Anplituden 
und Hülfswinkel gegenseitig vertauscht und dafür die 
Supplemente setzt. Also erhalten wir aus 2): 


cos® = — cos FeosL +sin Psin2 cosp, 
15) cos F=— cos Dcos2 + sin Dsin 2 cosy, 
\ cos —=— cos Deos P + sin Ösin Fecoso. 


Die dritte Hauptgleichung der sphärischen Trigonometrie lie- 
fert uns folgende weiteren Formeln: 


/ 
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cotgpsin y— cotg Dsind — cosypcos2.—U, 

cotgsysinp —cotg Psin 2 — cospcosL:—=0, 

cotgyp sino — cotg ®sin P—cosweos?—=(, 
Bi cotg osing—cotg Lsin P—cospcosF—=0, 
cotspsiny—cotg Psin B—coswcos® =, 


cotg &sin a — cotg sin D—cosypeos® —0. 


Hieran schliessen sich noch die Gauss’schen Gleichungen 
und die Neper’schen Analogien: | 


/ + % po+W D— gp+WV 
cos 5) cos 757 cos 3 de a1, 2 
er DE RT 
c085 c0s5 cos N) sıny 
15) 
sin ur = Ara, nn sin? 
a erh .0o h 
\ c0SZ C0SZ cos or sın5z 
ö—% o+ ER Tr 9—14 
cos tus 2 SIR te 
AR RE ren 
D-+ PT oo ? D+WT 0. 
. }ees775 85 sin —5 5 
16) 
_ O+% — BD — 
cos le tg 1 sin ? 5) Y tg —5 = 
2.4 2 ee Ei 
ai 85 sin —, 85 


Aus der Gleichung 


„sing:sind —=sin P:sin P 


folgt: 
AR 2 ie Ah 
1m) wer 
BET N Oi 


Um die Anwendung unserer Formeln zu zeigen, wollen wir 
einige hierher bezügliche Aufgaben lösen: 


Es seien drei Amplituden gegeben, man soll den 
zugehörigen Modulus k bestimmen. 
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Um diese Aufgabe zu lösen, könnte man eine der Amplituden- - 
Gleichungen nehmen, z. B. die erste: 


C08 P = 008 0cosYy +sinpsinyV 1 —A2sin?2p, | 


und aus derselben % durch die gegebenen Amplituden 9, %, w 
bestimmen. Allein für logarithmische Berechnung geeigneter ist 
offenbar die Formel 8): 
—"sinpsinvsin@ 

Es ist der Modulus A gegeben, eine Amplitude und 
die Summe oder Differenz der beiden anderen Ampli- 
tuden. Man soll jedesder letzteren bestimmen. 


Wenn die Grössen k, ® und g+W gegeben sind, so haben 
wirnach 8): 


sin 2 —=ksino, 


woraus sich 2 bestimmen lässt; nach 15) ist ferner: 


u) . 9+Y 

+ % Quiet O—E I 
cos 5) Bas Ere sn: . sr 9 cos 5) zZ COS a 
c0Sz sin D) 


Hieraus findet man ® und 7; und nach 8) ist: 
\ In: : IN 
sinp=7sin®, siny=7sin SP. 


Man könnte auch aus sin = ksino direct ie 2 bestimmen; 
es ist nämlich: 
e nn Re 
cos1Q2 — Y IE N 1a 
Ist aber g—w gegeben statt +9, so bringen wir nach 15) 
diese Formeln in Anwendung: 
9—Y . 9% 


\ O+E 2 COR . u Zu fe) OR RT 
sın 5) ee) . va wrgr. D* 
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VE 


Die allgemeinsten Gleichungen und Eigenschaften der 
kürzesten Linien auf den Klächen, besonders insofern 
dieselben die Grundlage der sphäroidischen Trigono- 
’ metrie bilden. 


Von 
dem Herausgeber. 


DIL, 


Wir gehen von der folgenden ganz einfachen geometrischen 
Aufgabe aus, auf die wir den Beweis der Fundamental-Eigen- 
schaft der kürzesten Linie, welche dann unmittelbar zu den allge- 
meinen Gleichungen dieser Linie‘ führt, hauptsächlich gründen 
werden: 


Aufgabe. 


Im Raume seien zwei Punkte und eine Ebene ge- 
geben; man soll in dieser Ebene einen Punkt bestim- 
men, welcher in derselben eine solche Lage hat, dass 
er von den beiden gegebenen Punkten gleich weit ent- 
fernt ist, und dass die Summe seiner Entfernungen 
von den beiden gegebenen Punkten ein Minimum ist. 


Auflösung. 


Die beiden gegebenen Punkte wollen wir durch A und B und 
die. gegebene Ebene durch E bezeichnen. Weil der gesuchte 
Punkt, der durch M bezeichnet werden mag, von den beiden 
gegebenen Punkten A und B gleich weit entfernt sein soll, so 
ist zuvörderst klar, dass dieser Punkt in der Ebene liegen muss, 
welche auf der die beiden Punkte A und B verbindenden. Gera- 

Theil XL, 3 
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den in deren Mitte senkrecht steht, welche Ebene wir der Kürze 
wegen durch E’ bezeichnen wollen. Da nun aber der gesuchte 
Punkt M in der gegebenen Ebene # liegen soll, so muss er ein 
Punkt der Durchschnittslinie der Ebenen & und E’ sein, welche 
Durchschnittslinie durch L bezeichnet werden mag. Ich behaupte 
nun, dass in Folge der Eigenschaft des Punktes M, dass die 
Summe MA -+ MB seiner Entfernungen MA und MB von den 
beiden Punkten A und 2 ein Minimum sein soll, dieser Punkt 
der Punkt sein muss, in welchem die Linie L von der durch die 
beiden Punkte A und 5 senkrecht gegen die Ebene E gelegten 
Ebene, welche wir durch £” bezeichnen wollen, geschnitten wird. 
Um dies zu beweisen, sei M’ ein beliebiger anderer Punkt der 
Geraden L. Man denke sichMWMA=MB md MA=MB gezo- 
gen. Weil die Ebene E’ auf der in der Ebene E” liegenden Ge- 
raden AB senkrecht steht, so steht die Ebene Z£’ auf der Ebene 
E" senkrecht; nach der Construction steht aber auch die Ebene 
E auf der Ebene E” senkrecht; also steht die Durchschnittslinie 
L der Ebenen E und E’ auf der Ebene E”, folglich auch auf 
den beiden in der Ebene Z” liegenden, in dem Punkte M der 
Geraden L sich schneidenden, einander gleichen Geraden MA 
und MB senkrecht. Folglich sind die beiden Dreiecke AMM' ' 
und BMM' bei M rechtwinklig, daher 


MA<M'A, MB<M'B 
also 
MA+MB<M'A+MB, ce 


und demnach offenbar M der Punkt in der gegebenen Ebene E, 
welcher von den beiden gegebenen Punkten A und B gleich weit 
entfernt ist, und für welchen die Summe seiner Entfernungen von 
diesen beiden Punkten ein Minimum ist, wie behauptet wurde. 


Hieraus ergiebt sich unmittelbar der folgende 


Lehrsatz. 


Wenn A und B zwei beliebige Punkte im Raume 
sind und E eine beliebige Ebene ist, und man legt 
durch den Mittelpunkt C der Geraden AB eine auf AB 
senkrecht stehende Ebene £', durch die Gerade AB 
aber eine auf der Ebene E senkrecht stehende Ebene; 
so ist der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt M 
der drei Ebenen E, E', E" derjenige Punkt der Ebene 
E, welcher in dieser Ebene eine solche Lage hat, 
dass er von den beiden Punkten Aund DB gleich weit 
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entfernt ist, und dass die Summe MA+MB seiner bei- 
den einander gleichen Entfernungen MA und MB von 
den Punkten A und B ein Minimum ist. 


Als Umkehrung dieses Satzes gilt nun aber auch der folgende 


Lehrsatz. 


Wenn A und B zwei beliebige Punkte im Raume 
sind und E eine beliebige Ebene ist, und der Punkt M 
in der Ebene E eine solche Lage hat, dass er von den 
beiden Punkten A und B gleich weit entfernt ist, und 
dass die Summe MA-+MB seiner beiden gleichen Ent- 
fernungen MA und MB von den Punkten A und B ein 
Minimum ist; so ist der Punkt M der gemeinschaft- 
liche Durchschnittspunkt der Ebene E und zweier 
Ebenen E’ und E”, von denen die erste E’ in dem Mit- 
telpunkte C der Geraden AB auf dieser Geraden senk- 
recht steht, die zweite E” durch die Gerade AB senk- 
recht gegen die Ebene & gelegt ist. 


Beweis. 


Weil nach der Voraussetzung der in der Ebene E liegende 
Punkt M von den Punkten A und DB gleich weit entfernt ist, so 
muss dieser Punkt M ofienbar nothwendig in der in dem Mittel- 
punkte C der Geraden AB auf dieser Geraden senkrecht stehen- 
den Ebene E’, also in der Durchschnittslinie der Ebenen E und 
E' liegen, da ja aus der Gleichung MA= MB auf der Stelle 
folgt, dass die Linie MÜ auf der Geraden AD senkrecht steht, 
folglich,-— und mit ihr natürlich auch der Punkt M, — in der 
Ebene E’ liegt. Läge nun aber der Punkt M nicht auch in der 
Ebene E”, und wäre also nicht der gemeinschaltliche Durch- 
schnittspunkt der drei Ebenen E, E', E”, so sei M’ dieser ge- 
meinschaftliche Durchschnittspunkt; dann wäre nach dem vorher- 
gehenden Satze 


M'A+M'B< MA+MB, 


folglich MA+ MB kein Minimum, wie doch vorausgesetzt wurde. 


%. 2. 


Zwei beliebige Punkte auf einer beliebigen Fläche wollen wir 
uns jetzt durch die Kürzeste zwischen diesen :beiden Punkten 


3*+ 
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auf der Fläche mit einander verbunden denken; so ist zuvörderst 
klar, dass auch jeder Theil dieser Kürzesten die Kürzeste zwi- 
schen seinen Endpunkten auf, der. Fläche sein muss, weil ja, 
wenn es zwischen diesen Endpunkten eine kürzere Linie auf der 
Fläche als den in Rede stehenden Theil geben sollte, es natür- 
lich auch zwischen den beiden ersten Punkten eine kürzere Linie 
anf der Fläche geben würde als die Linie, welche wir als die 
Kürzeste auf der Fläche zwischen den beiden in Rede stehenden 
Punkten voraussetzten, was ungereimt ist. 


Ist jetzt M ein beliebiger Punkt in der, zwei gegebene Punkte 
auf einer Fläche mit einander verbindenden Kürzesten auf dieser 
Fläche, so denke man sich, dass in diesem Punkte zwei einan- 
der gleiche Elemente MA und MB dieser Kürzesten mit einan- 
der zusammenstossen ; dann muss nach dem vorhergehenden Princip 
der Punkt M unter allen auf der Fläche liegenden, von A und 
B gleich ‚weit entfernten Punkten derjenige sein, für welchen 
MA+ MB ein Minimum ist. Denkt man sich aber die Fläche 
in der unmittelbarsten Nähe des Punktes M durch ihre Be- 
rührungsebene in diesem Punkte ersetzt oder repräsentirt, so ist 
klar, dass auch in dieser Berührungsebene der Punkt M eine 
solche Lage haben muss, dass MA+MB ein Minimum ist, wo- 
raus sich nach den im vorhergehenden Paragraphen bewiesenen 
Sätzen von selbst ergiebt, dass die Ebene AMB auf der Berüh- 
rungsebene der Fläche in dem Punkte M, welcher ein ganz be- 
liebiger Punkt der Kürzesten ist, senkrecht stehen muss. Weil 
nun aber nach den Lehren der höheren Geometrie durch die 
Ebene AMB bekanntlich die Osculations- Ebene der Kürzesten 
in dem Punkte M repräsentirt wird; so ergiebt sich aus den vor- 
hergehenden Betrachtungen unmittelbar die folgende Fundamental- 
Eigenschaft einer jeden Kürzesten auf einer beliebigen Fläche: 


In jedem Punkte einer Kürzesten auf einer Fläche 
steht die Osculations-Ebene der Kürzesten in diesem 
Punkte auf der Berührungs-Ebene der Fläche iu dem- 
selben Punkte senkrecht *). 


”) M. s. Archiv. Thl. XXX. S. 376. Ir. VII. 


Da die Haupt-Normale einer beliebigen Curve im Raume bekannt- 
lich die Durchschnittslinie der Normal-Ebene mit der Osculations-Ebene 
in diesem Punkte ist, und weil die Normal-Ehene offenbar auch immer 
auf der Berührungs- Ebene der Fläche, auf welcher die Curve liegend 
gedacht wird, senkrecht steht; so kann man auch sagen, dass in 
jedem Punkte einer auf einer Fläche gezogenen Kürzesten 
die Haupt-Normale dieser Kürzesten auf der Berührungs- 
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Auf diese wichtige Eigenschaft aller Kürzesten auf den Flä- 
chen, in der zugleich der Grund liegt, aus welchem man die Kür- 
zesten auch geodätische Curven genannt hat, lässt sich nun mit 
Hülfe der höheren Geometrie ohne Weiteres die Entwickelung 
der allgemeinen Gleichungen dieser merkwürdigen Linien grün- 
den, wie wir in den folgenden Paragraphen sehen werden. 


Br 


Die Gleichung der Fläche, auf welcher wir uns die Kürzeste, 
die wir jetzt im Allgemeinen betrachten wollen, gezogen denken, 
sei, wenn r, n, 3 die veränderlichen oder laufenden Coordinaten 
bezeichnen: 


ee ER El} 


Ein beliebiger Punkt der Kürzesten sei (xyz), dessen Coor- 
dinaten also, weil die Kürzeste auf der durch die Gleichung 1) 
charakterisirten Fläche liegt, auch der Gleichung: 


BEIN. se, YADESO 


genügen müssen; insofern wir aber f(x, Yy,z) bloss als eine 
Function der drei als unabhängige veränderliche Grössen ange- 
sehenen Coordinaten xy, z betrachten, wollen wir im Folgen- 
den immer 


Denn. ur fe, y8i) 
setzen. Unter diesen Voraussetzungen ist die Gleichung der 
Berührungsebene unserer Fläche in dem Punkte (zz) bekanntlich *): 


Ö 
Mlrialil ya ke + „0 )+,0-9)=0, 


wo natürlich 


Ebene der Fläche in diesem Punkte, oder auf dieser Fläche 
selbst, senkrecht stehen muss. Da ferner bekanntlich der Krüm- 
mungs- Mittelpunkt einer Curve für einen gewissen Punkt derselben 
immer in der diesem Pimnkte entsprechenden Haupt-Normale liegt; so 
kann man auch sagen, dass in jedem Punkte einer anf einer 
Fläche gezogenen Kürzesten der Krümmungs-Halbmesser 
dieser Kürzesten aufder Berührungs-Ebene der Flächeiin 
diesem Punkte, oder auf dieser Fläche selbst, senkrecht 
stehen muss. Alles dieses sind nur verschiedene Ausdrücke eines und 
desselben Satzes. 
*) Archiv. Thl. XXX. S. 425. Nr. 61). 


38 Grunert: Die allgemeinsten Gleichungen und Eigenschaften 


du Ou Bu 2 

dr’ öyr dz | 7 
partielle Differentialquotienten sind. Die Gleichung der Oscula- 
tions-Ebene der Kürzesten in dem Punkte (xyz) ist aber *), wenn 
wir uns &, %, z als Functionen der einen beliebigen veränder- 
lichen Grösse p denken, was bekanntlich verstattet ist, weil 
=, y, z als Coordinaten eines Punktes einer Curve durch zwei 
Gleichungen mit einander verbunden gedacht werden müssen: 


Oy 0% 02 0% 
5) . . . . a 2 la 


92 Or 0x ) 0- y) fl =O 

Op 092 dp üp? un; BAR Mara 

02 02y 0y 02x 

a 
Weil nun nach $. 2. die durch die Gleichungen 4) und 5) charak- 
terisirten Ebenen in jedem Punkte (xyz) der Kürzesten auf ein- 
ander senkrecht stehen müssen; so sind nach den Lehren der 
analytischen Geometrie die Coordinaten x, y, z eines jeden Punk- 
tes der Kürzesten der Gleichung: 

OU (DIN Rate Ur 009 

02.\0p 092 dp dp? 


02 (Op dp? dp dp? 
unterworfen. Da aber die Kürzeste auf der durch die Gleichung 1) 
charakterisirten Fläche liest, so sind die Coordinaten =, y, z eines 
jeden ihrer Punkte auch der Gleichung 2) oder nach 3) der Gleichung 
u=0 unterworfen, und als allgemeine Gleichungen der Kürzesten 
erhalten wir also die beiden Gleichungen : 


/ 
Ä 


5205 


ou föy Or =) 
O2 \0p Op?” Op’ o 


Oi tar ou fdz Or 0x a a; 
Fa a a) (= 
' ou fx y 0y 02x 


02. \öp dp? dp dg? 


*%) Archiv. Thl. XXX. S. 381. Nr. 21). 


der kürzesten Linien auf den Flächen. 39 


Weil jedoch bekanntlich *) 
ou 0x du öy | Ou © 2 
or tr IE 7 ar) Bu 
ist, so kann man die Gleichungen der Kürzesten im Allgemeinen 


auch unter der Form: - 


du 0x , du Oy , Ou © _9 


O2 Op Oy Op" ip” 


4 er; 7 Oz Or 0x =) 0 
dy \öp Op? Op. dp? 
| a 0x 42.55) 
02 \0p O9? dp dp? 
darstellen. 


Zu besonderen Zwecken wird man der zweiten dieser beiden 
Gleichungen die Form: 
Zu 0 du Oyıyda 
I on ur By "0p3 941092) 39 
ou 02x. du 62z\0y 
r(% "pr dry? op 
02 Op? Ay Op2) dp | 


ı 
= 


oder die Form: 
j du dr du äy\\ tz 
er A de) 
: (fu dr Mu E\Ay| _ 
+ ee li = 
du dy du Ba) 8% 
02 dp Oy' dp) dp? 
geben. 


$. 4. 


Aus den beiden Gleichungen 7) erhalten wir, wenn @ einen 
gewissen Factor bezeichnet: 


*) Archiv. Theil XXX. 8.418. 
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du Op (dp "dp?" dp’ ögpE dp 'ög® 


= ren Oo 


: dy für 92 | Oy 02y | 02 DReN 
10) ou Op \öp dp? " dp ar dp ' dp? 


IT 


ie 02080, 09,09 "Prome 
du, 0) OP KURT Op Tr DR opt 


Ber . oy \ 
1% IE ( Nie (G Sa r$ x 7 
Nun ist aber, wie sogleich erhellet: 
oy Es Or, 9y 0y,0: 0%\. 4 

he Ör +) + (6 HL l= (5 at det) 


also kann man die drei vorstehenden Gleichungen auch auf fol- 
sende Art ausdrücken: 


O2 (02 Oz, 0y 0 , &% =.) = 


ll + HOTe 1 
2) +) Hau 

el) te) + »)] 
TOOL OHE 

rel [(% 5) au a 1 
ZOO DMK 


Bezeichnet s den von einem Hallkbiedn bestimmten Anfangs- 
punkte an gerechneten, bei dem Punkte (zyz) sich endigenden 
Bogen unserer Kürzesten, so ist nach den Lehren der höheren 
Geometrie bekanntlich in völliger Allgemeinheit: N 


0s \? __fo&N\? oy\? 02\° 
DE DEI IE 37 


/ 
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also: 


BETOKOWORELE 


was nach 11) zu den folgenden Gleichungen führt: 


a6). 9 0 Or a) 
op Op Op? dyp?\dp) %’ 
du „.S$oy Os 02% O2y fös 
Sa ne 09? 3) < 
du (öz ös m = =) 

x 


Nimmt man aber, was. offenbar verstattet ist, den Bogen s 
selbst als unabhängige veränderliche Grösse an, und setzt dem- 
zufolge 9=s, so ist: 


also nach 14): 


ou 02r Bu 
ea! 68’ mn 
Aus jedem der vorhergehenden Systeme. dreier Gleichungen 
kann man den Factor @ eliminiren, wodurch man u. A. aus den 
Gleichungen 14) die folgenden Gleichungen erhält: 


16) 


dx (dp ge pt ö 3 By er 
du Oz 0%s  0%z 05 fufoy 02  02y Os 

dy \öp ' dp? 920) 7 02 \dp öp? dp2'0p) 
ou (& 025 022 =) du füx 0% 022 0s 


DD Ba 0) BO De 


oder nach einer anderen Anordnung: 
17) 
dur dy du Oa\ 0% ou Ody Du O%aN\ 08 
oz dp dy Op) dIp2T \dr 092 Ay op?) dp 
oy 09 0209) dp? oy dp? 02 092) Op’ 
Zu da üu Be) Es (du Dre du Zee) 
9 xp) 092 09% dr O9) dp 


% 
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Aus den Gleichungen 15) ergeben sich die drei folgenden 
Gleichungen: 


Re OR Er 


Nach 16) hat man die Proportionen: 


ou ‚ou ‚ou 
19) . . . . . . . D dr y N; 
dw DB6 Or ds äy Dis ORy ds dr Os At 6 
de dd de dd dp po’ 
und aus 18) ergeben sich die Proportionen: 
0 ou ‚Ou,ou 62x ‚O?y 0% 
ea aan; 0x Oy Oz 05205? Er 


8.5. 


Aus den beiden Gleichungen: 


du Ox du Oy |, du m 

0x PTBETTE a one Op 
ou 0%. du y\ox 
Oy Op?" 2 dp?) dp 
Du, ala, Pu Da 09 
0z 092 0x2 092) Ip 
ou ry du Da) Oz 

az 30% 7,9y "d08) 39 


folgt, wenn @ wieder einen gewissen Factor bezeichnet: 


>) 
0x _„50u fou &2y du 02x 022 Qu. 0% 
BE = 02'092 yo 3) u) 
Sou fOu 022 Qu Br) 02y ou 02x 
(82 \0y dp? 82 09% a 


Hi N of ou nn ou 0% Be ou 0°y 
Ode 92 dp dry? )—z öy Op? 2 )E 


der kürzesten Linien auf den Flächen. 


oder: 
ou fOu 02x | Oü 02y du 6% 
j dx (da O8 N dy 092 dr" 098 
6 
SEHEN 
ou en Pr, du O’y ‚OU Or 
29) dy Oy\or' dp? ! dy Op% "dr Op? 


Kid ne pn 
\dz 02 a 


Ion) 


Nun ist aber FR \ 
Bu ‚BR, du 22y | du Dr 
A oy 092 dz Op? 
0?u ) + (2 2 ne 
022 \0p +72 Op 

Fu ey Pu ng 
Ay dt ae dr 
welche Gleichung auch auf folgende Art: 
du Dr du Dy Du Di 
da at 
Du dr | Du üy, Du di | 
022" op öyda Ip! dr dy, Op 
u du Ö%u dy | Druvde\dy | 
Dt tr ip 
ou 07°. uw OyN 0u EN 0 


Dada dt Dyie d F 3 ) 
also offenbar auf folgende Art: 
du De du ö2y du 0% 
0x 09? " Ay’ dp? " Oz 0p? 
2 0 fdu\ 92,9 fou 0 fdu\ % 
Op (0x) "Op "Op u) "Op" Op\ 02/ Op 


"*) Archiv. Theil XXX. S. 418. Nr, XV. 


"+ 


ih 


) ’ 
] 


\ 


| 
} 


dx 
Op 


45 
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dargestellt werden kann, so dass also nach 21): 


| BI@)+@* ey 


PT ige 8 du a 
0x Ip \dx at 5 vi Op | +5 n Op. 


n z 1 * u) +) ] 


9 Ka +2 (u) &y | 2 (dw) 8 
op \0 7 0y) Op Z 02/ 09_. 


Be 210) © +) 


ae ME. 
Op\0 ot Op \0y/ Op " Op \ 02/09 


Multiplieirt man diese drei Gleichungen nach der Reihe mit 
da, Ay, ‚de 
Op’ op’ dp 
und addirt sie dann zu einander, so erhält man, weil: bekanntlich 


ou 0x |, Ou üy du © 


02 Op" Oy' Op 2 Op 


2. +) 


ist, die Gleichung: 


R 0x Orr , Oy O2y | 02 0% 
= (0 (2) + ) X ar, 2127) 
also: 
07. 02x , Oy 02y | d2 0% 
EEE et te) 
Pelien | . 


0% 02 
GROR 


Multiplieirt man die drei Gleichungen 23) nach der Reihe mit 


(u), 20), 2 (@) 
Op 2): op \0y/' Op \0: 


45 


der kürzesten Linien auf den. Flächen. 


L) 


3(2)7 se. (fl 2.24 (8 der. ie 

ne) a, ma_. \n/ eo ng GR 

Be. (ey +08. > ars. ze\ or 

za Ing) 0 - fg \n0/ Q R07% ed 
I 


En Ewa ZT NUR ZT NE 


‚60 = 60 , zug, (ho\ be | abe. (=0 m‘ 5) (2 ) (@ 
6 u. + u 
23 ne/o fizo \ne/ ro (mo) as? .Amo 13 F (ne | 


:osje 


fio\ &g R bo (2 bo .20 + (02 bo, HR = &g | 
eE a ah e ng ne) a not ne 


=) =) zo\ &g „se. fho\ &e | zse. /zeN\ Se 
or. % WAT 18 nt n/a tz \me a 


ag ei 2 +28: hg ey. zoN\ bo 
ze \nd/ oa ho \nı od we \ne/ e 


:Sungs1ajn) aIp uew JjEyaD 08 ‘aopueurs nz uuep 9Is Julpp® pun 
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Setzt man nun die beiden so eben entwickelten Ausdrücke 


von Go einander gleich, so erhält man die folgende wichtige 
Gleichung: | N 
| 24) 
0 (du\ 02x | 9 fdu\ ödy 9 =) 087% 
ACHT ARTE ou Bor? 3% a | 
0 (du\ 0x 0 10277 
op \0x ot 7 55 1,(%)- 


jf 
ee 
| 


ou © 5) ou 0 =) ou 6 = 


4.009 0x oy Op \dy 02 dp \öz ER 
N. Op op? dp dp? 


SROLO) 


Wir wollen der Kürze wegen: 


3 (du) da 8 (du dy , d (u Bi 
op\02/ op "op\oy) op!" Op \0z/ dp’ 


35) a=(4.) +5) + 5) 
(0) +) +) 


setzen; dann ist: 
BP_ 8 (u\ rd (du &y Du 
0 op dr) "092" Op \dy/ "dp: " dOp\ 92) "dp? 
0? (cu\ 0x , 02 (Ou\ dy , 02 Ydu\ &% 


P- 


202) Sp öp8 
09 __ ou 0) %) ou 
Ode op \dr 
OR __,(d2 Dz ,dy &y 
pp 0% } dp ön 


Gleichung: 


c ”) 
I 


9y) dp" dp? 8:)" dp’ 
ou 09 du x 
+ AB 


RL 3); 
en 4 


findet nun aber, welches ein besonders wichtiger Fall ist, 


ee una 
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DufluN Dre Day, (du 0 
dp \0x det 04) 992 "dp \02/"0p% 
_ 8 (du\ a, 8? (du\ dy., 8? (u) de 
— 0) dt N) de Fe 3) 


%) ... 


Statt, so kann man nach dem Vorhergehenden die Gleichung 24) 
offenbar auf folgende Art schreiben: 


1r0P°..1 00. 1.0R 


3 EEE at ee Ah 
Aus dieser Gleichung folgt aber: 
a. op E 1 oR 
also: 
rr8.PQ.u le oR 0 
PQ 0» R öp 
oder: 
0.PQ oR 
und folglich auch: 
0.PQ oR 
hin 0 
IR? A); 


also nach den Lehren der Differentialrechnung: 


2 


woraus unmittelbar, wenn € eine Constante bezeichnet, 


P 
RC 


folgt, oder nach. dem Obigen: 
29) 


O%E +(5) + uaKLE ou 0. 0 fou\ Oy 8 fou\ Or} 
oy Op\0=) "Op ' en % Et 02) 0‘ 


DR 
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natürlich immer nur unter der durch die Gleichung 26) ausge- 
sprochenen Voraussetzung, unter welcher also .die Gleichung 29) 
als ein erstes Integral der allgemeinen Gleichung 24) zu betrach- 
ten ist. 


Für Flächen des zweiten Grades ist die Gleichung 26) jeder- 
zeit erfüllt. In diesem Falle ist nämlich: 


u= Ar?+ By? + C2?+Dxy+Eyz+ F:2 +G2 + Hy+Jz+K, 


also: 
| D F:+G 
Pe z2+Dy+Fz+G; 
ud 7, 2By+Ez+H 
dy + y+E:+H, 
ou 
z, = FerEy+2C:4J; 
also: 
8 (du) Der, du Dry, D (duN 
Op\0x/ 09? 4 0y) "092 er 02) dp? 
ER dy 02x 
— BAG + DE HI 
0x oy oz, 02y 
+(D; A dr 
oy 022 
+ SHE H ICH) 
und: 


2 (du\ da, D° (Bu ay | > (du 2 
092 (02) "Op " Op2\dy) "dp " Op? \ 92) "dp 


02y 022 0 
er Op 


der kürzesten Linien auf den Flächen. 


folglich in der That: 


9 (du\ x , 0 (Ou\ y , 9 (Ou\ 0%. 
9 0) N) ri) 
02 (Ou\ 0x 02 (du\ Oy, 02 fou\ 0 


— 5 (ia) a + age 0y) pre 6) dp’ 


wie es die Gleichung 26) verlangt. 


8. 6. 


Aus den Gleichungen der Kürzesten wollen wir jetzt 


02 
Op " 


ganz eliminiren. 


ou Or Ou 0y Qu 0% 
also: 
‚ou 0% ou x  0u 0% 
d daR 6 de DE Dy üge® 
und folglich: 
ou fg, Er 0, 9 
02 \0p 092 dp’ dp? | 
_ Qu _ u dy (du öy , du De\ 02y 
09 92 0909? oy Op " 02 "OpJ/ dp?’ 
ouldz Oz 0x 0% 
dz (59 Tr) 
Pur OR du 6x du 0z\ 022 , du dr Oy. 
aber bekanntlich: 
du dx , ou Oy , du dr 
FENIET TEEN lg Fra ® 
also: 
du dy ‚du de __ du de 
yo ai Or üp’ 
du du ‚du De __ du äy, 
02 Op "2 0 dy op’ 
daher nach dem Obigen: 
- Theil XL. 


nd 


8% 
09? 


Zu dem Ende setzen wir: 


49 
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ou fOy Oz O2 0% )= “then u/dz Oy Oy 2) 
02 \öp dp? dp dp) 77T %, +5 Op dp? dp" Op2)’ 
ou (Oz Or x 3) = "an + ou für O2y  y 7) 
02: \00 Op? 9p'6 67 Op dp dp Op) 
Für die Kürzeste ist nun nach der zweiten der Gleichungen 7), 


Ö 
wenn man diese Gleichung mit > multiplieirt: 


ou Oufoy 0% Oz ORı 2 ou ou fdz x 9x ) 


02" dr (dp dp Op pe) Fön" dr (ip pe dp dp? 


3) (2-2 02% Bi 5) 
Op Op? öp dp)? 
also nach dem Worhergehenden offenbar: 


du du , „du de 
dr 


ou\”  YGu\” , Ydu\?? 0x 92y Oy 02x 
IE DEI OHR 


oder: 
() + nv) + 3): 02 02y Oy 0%x 
Er a) 
ee 
ey dp dx dp 
Es ist aber bekanntlich *): 


02u 021 (52) 4 0? =) 
022 =) +3 Ya 


u 02 0y | „u Oy & Pe 02, 02 


o20y Op TEE Sulle 7:30: 1Sri) 3 
NL ah, 
folglich$ wenn man mit (%) multiplieirt, und 
Bud: (Bu dr, du dy 
2 Om Nor dp" Ay dp 


setzt: 


*) Archiv. Theil XXX. 8. 418. 
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IE FOOT AO) 
3) "\) daR op 

02u (ou a. ou ) (&) ou dm Oy 
4er Op ty" Op "dady Op dp 


ou f ru °Y 4 O?u =) (3 02 Aa oy 
02 (0y0z öp ! d20& 89) \9x "09 u "op 


also, wie leicht erhellet: 
Fr td) re 80 


ie Bi (any, 2 he de zu ie u ia 
Pu N "922 02 pi de" 2 Oydz dy O2 Om0zyop op 


=) -} duN? O2u , (du\? u „0u ou ah =) 


ur Du, (u)? Du du du Du} au)", 
+} 02 5) Er wi y 02 Oydz) dp 
ferner ist, wie man Beleich übersieht: 
30) 

Ou\? ou „ou du O2u 
0 Sou, =) ie 0) er 0x0z 
REr 52 SEE =) £ 

o2 

ou\? ou gu ou 0?u 

8 <Cöu, fu’? __\0y/ '%? I ay 0 "Oyoz 


20 02° 3, A 9) 


du du u du ou u ou u u 
9 Sdu, du dur dw oy Ge dx 02 Oyoz Oy 02 Owoz, 
a Nele 


02 #02 dr yy 7 A 2) (5) 2% 


(5) .o—} 1 Wake =) 9 yöw, ei] =) 
\ 02 TENBR: 0? 0x % dan \0% Op 

+ du\? un 2) >): u ‚ou =] 0x Oy 

02 Bug! - de Öy$ öp Op 


OETIORIEIORKGR 
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und man hat folglich nach dem Obigen für die Kürzeste afenbar 
die folgende Gleichung: | 


3) 
en; N ) ur: ") + 2) 02 0%  Oy 0% \ 
02 op Op? Si) | 
$ du 0x du dy 
oy op wi 


G(du\? u ou ou FR 
(E) met SB »L5(&@) K&) ) 1° 


ou\ ? ei ou ,0u Ouy}ox dy 
HE ES Mer 
Mh 8) ördy! 2) (6) Fe 02 dx Ba: Op ap 


+3(2 ’ at +(&) 2 =, (5) % 32) 


durch ‚welche, in Verbindung mit der Gleichung a=0, die Kür- 
zeste vollständig charakterisirt wird. 


Wenn die Gleichung a=0 unter der Form- 
:=fl@,y) oder z—f(z,y)—=0 


gegeben ist, so ist 


u=z— f(x, y) 


zu setzen, und es ist folglich: 


ou s _Gıfle, Y) _ Örz 


0x Pi 7 
ou dyflz, y) Öyz 
1. Oy ua vd Die 
a ls 

u N Ode A vory 


Tr me an 
Du, -. Ogyaz 10477 Hu un: 
0204 Day dal  ° Oydz ° 
also nach 30): 
9 Cou, ou ‚ou du 0 Sou, 2) = 
li >) \ Sa 2 Bi ai= 0 el: 


folglich wird die Gleichung 31) der Kürzesten: 


der kürzesten Linien auf den Flächen. 53 


En oy 02x | 
EEE | 

REDET SW ERHEN ECAW IE 

oy op Or Op/? 9x2\0p ey Op’ FB 0y? a (e n) 
Setzt man aber, was natürlich verstattet ist, o=x, also 
0x _ 7 x 
Op .’. 092 
so geht die vorstehende IE in die Gleichung: 


14) . I a 


Oyz 022 Oy\ 60222 | „Ozy?r Oy  Oyrzfoy\®? 
Foy T da da) 0 dar tr" drdy änt ye (N s 


über. 


—05 


8 


Nach diesen allgemeinen Entwickelungen wollen wir jetzt zu 
der besonderen Betrachtung der Rotationsflächen übergehen. 

Wenn wir die Axe der 53 als Drehungsaxe annehmen und Z 
eine Function von z bezeichnet, so kann man sich im vorliegen- 
den Falle die Gleichung v=0 immer auf die Form: 


34) . . „ 2Z=a?+y? ode 2? +y — Z2=0 
gebracht denken, und kann also: 
Ben reg — ZZ 
setzen; folglich ist: ? 
ou ou ou 0 
ee — Br 5 A 
9, = 28 Er ee 2Z >> 


Nach 10) ist nun offenbar im Allgemeinen: 
zig +90" de8 ängloz 
DOG) 


Du 0 du Re du Be Du ly du Deu ii 
__d2"dp2 dy Op? Ay op? O2 Op? 2’ dp? BEIRTE 


Mm Oy ou dx — du du dy Du dm Du 


02 Op yo Oy’tp 2’ dp 62 Op da dp 
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also im vorliegenden Falle: 
0x 02x, dy Oy 9 0% 20 >} 


2 Op A OO 258 KIT 


SHORLONE Er 


Nun ist aber, wie man sogleich übersieht: 


Or. 090. 0 Day er 


Kanye RORIARTETAMTET, 
op * \0p \2 


NE 


also: 


0x 02% oy 0%y Fi 027 II oy 
TE 52 Top: Ip? (= N) + + ne =) £ 


SROKO) vo BRORG) 


ferner ist, wie man leicht findet: 


so dass man also nach dem Vorhergehenden für Rotationsflächen 


die folgende Gleichung der Kürzesten hat: 


AUOBONOR TE 2} 


1 


at RT 04 
G “) +(& Eh | a dp 
also: 


a u N.) @ 10% / 
NO 


folglich auch: 


\ (a Ta} NG ) + (2) + a) | 
NT ee 


SE n 


en 
en 


» . 
> der kürzesten Linien auf den Flächen 


also nach der Differentialrechnung 


BMOR| IHOHOFM 


27, 16 


woraus unmittelbar 
04 
NDR )+ co] +) 
r = Gonst., 


2 u 


also auch, wenn C eine Constante bezeichnet 
oy 0x 
ee 


PRO KORTo) 


35) . a Er 


folst. 
Aus der Gleichung 
22 + 9y? — Z2 


wenn man der Kürze wegen 


ergiebt sich, w 
U OR 
Rp 
setzt: 
0y 07 ER 0Z 07 ra 07 
2 FR ER 
also: 
02 0x 
1:7 ehr bee 
öy a ZZ E a BE 
Ip y 
und folglich : 
= 02 0x 
ı Penn. 2 2 ER 7, an 
ıZZ (x un, De Er 
2 Y ? 


29 0x FE, 


ap Sp (elyn © 


| s: 
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or\? 0z\? ‚02 or 
= 35) + (25) Me ap" 
Op Op Op 


or 0x 
AM nk 
RZ SHCOELCIE: RT: a) 
a 1 u : 
Daher hat man nach 38) die folgende Gleichung: 
02 0r 
(27.72 
Z2(2Z 3 Z 


= 02 (Z2 29) 1%) + (2) Jez% a Ze}, 


welche man leicht auf die Form: 


2rZ' TEN 


=) zn, Or __e*tz2(l + 2'2) — 22) — 2?Z?Z'2 n). 
in, dp Z2 (0? — Z2) Op 


oder, wenn man auf bekannte Weise die Grösse auf der linken 
Seite des Gleichheitszeichens zu einem vollkommenen Quadrate 
ergänzt, nach einigen leichten Transformationen auf die Form: 


u =) 
39 09 Z 89) _C?A+Z%) >1 
) #2 "20-2 \% 


bringt, welche Gleichung also für alle Rotationsflächen gilt. 


Setzt man nun aber 


a0) 3. We VER E 
so ist: 
und 

FF rz; 
also: 


‚ &@— Z?= Z2(v—]); 


folglich nach 39): 


OvN\? 
=) c?1+Z2%) =) 
»—-1 “ Z2(C?2— Z2) \0p 
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oder: 


2) 
89) _ C@A+Z% 
ZB CH 5): 


Aus dieser Gleichung erhellet unmittelbar, dass 1— v2 und 
— C? immer gleiche Vorzeichen haben müssen. Weil 
22 — Zw, ea? + 
ist: so ist: 
x? 
== 224 y2 


PRRE 


also 1— v2, und daher nach dem Obigen auch Z2—C? positiv. 
Folglich ist: 


Ov, RT 
9 _1,CNI+Z® % 
NI-v2 — ZN 22-62 9p 
also: 
DET TEN EEZR (dry „Cv1+2Z2 & 
vVi-2 “— ZN 2-0 c? Ip 2 IIND GC % 
oder: 
[p: 
4) ce „rt a 


vwi_®2 "ZN R- 


in welcher Gleichung, weil Z und Z’ Funetionen von z allein 
sind, die veränderlichen Grössen gesondert sind, die Integration 
dieser Gleichung also auf blosse Quadraturen zurückgeführt ist. 


Auf die Form 41) hat Euler die Gleichung gebracht in der 
Methodus inveniendi lineas Maximi Minimive proprie- 
tate gaudentes. Lausannae et Genevae. 1744. pag. 141. 


g. 8. 


Für Rotationsflächen kann man auch setzen: 


422)... . z=rc089, y=rsinpg, z=f(r); 


4* 
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0x ‚or } 
a 
00177 ir .ör 
an ae 
02  0z Or \ 
OO mA, .- 
folglich : 
oy OL. 
BT 


und: 


+) + (55 ar =r +14 [FO 32): 


also nach 37): 


r2 


Ve aa 
243 1-L[f/(r)]2 (5) 
Vr ro (7 
woraus man, wenn man auf beiden Seiten quadrirt, nach einigen 


Reductionen leicht die Gleichung: 
ey r2 72 (0? 


9) TR TER 
oder: 
Pag al ach 
IH) On 08’ 
‚ also: 
ip _ , CA IH/oR 
I), ur nm hs ee 
oder: 
N DETRTLOT, 


erhält, wo wieder die veränderlichen Grössen gesondert sind. 


. 9. 


Endlich kann man über den Fall der Rotations-Flächen auch 
noch das Folgende bemerken. 


Man setze: 


85) . . z2=fla?+y?) oder <— fa? +y)=0, 
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also: 
u=2:—f(2?+y?), 
und folglich: 
ou far ty?) __% 


PT VBRE Pt 2 
ou. fa? ty?) _ ww, 
| ee a og 
aber: 
a A 2) %_9 Ky2 La: 
er y”)> dy yf'(2?+y°) > 
also: 


0 ' 
5, af), 7 (@?+y?). 


Nun ist aber nach 18): 


du 02y Ou 0x 


Bag ae 


also nach dem Vorhergehenden oflenbar: 


Er 02x 


N A A Er —y33—=0 
oder: 
dx 0y u; Oy 0x un 
un tn "Ds! T Var ös Os =U 
folglich : | 
dy 0x 
aan) Ä 
08 0 X 
oder: 


Y 
FFACH Fink BF 


oy 0x 
8.10: ® 


Wir wollen jetzt das allgemeine dreiaxige Ellipsoid, dessen 
Gleichung 
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0%. 2 SE 


ist, besonders betrachten. 


In diesem Falle müssen wir also 


RE u=(*) +6). +6) 1 


setzen; auch soll im Folgenden, was bekanntlich verstattet ist: 


O0) z=acospcosy, y=bsinpcosy, z=esiny 
gesetzt werden. 


Hieraus ergiebt sich sogleich: 


— oo — 


51) ou = Yun 2sinpcosy 
oyTb b 
ou _ 122 Zainaui 
02.” cc? c 
und: | 
mu 2, u 2 2. 
022 a’ 2 0 2’ 
52) 


02u 02u 02u 
a  - 


Aus 5l) folgt unmittelbar: 
LT EN ENENN 
+ ) +2) >12) IOEIOE 
—_ „$feospeosy\? a): (Er 


Ferner ist: 


”) u 82 8siny? 


02J 9a2 act 7 ade? ° 


=) A 
02) "Only 
OuN\? O?u__ 82 8sinw?, 
02) Qy2 2 De’ 
und: 
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m) 5 ° ee =) = (% 2 Ru —u ou ou _ ou ” 02u 
PR7 "2 an: 02 0202” \02J 922 
82?  Scosp2cosy? 
ET Tre 


2 TR ei] 
02) '\0y/ "02102 0x y_ 
_ du iu Bu du du ru _ du du, Deu 
92 'dy 92? 0m" 02 Oyde Öy dr Oabe 


ou du O?u Sry Ssing@ cos p cos y? 


e — a2b2c? abe? ; 
ou\* ö 4 =) ]- We ou ou gu = ”) o2u 
oy 0y Oz Oydz \0y/ "022 
82 8sinp?cosy?, 
ps Da Wi 
also: 


ou\? 02u du\* 9 g9u, fou\?- 
SET (RE. Bu y\’ 
NO EJON ET EI E 
8 N 8 i 
= 2 (cos 92cosw? + siny?) = Pop (1—sin 2cos y?), 
(%)- 02u +()- ( E ‚ou 2 
02/ ddy ! & 0x" Oy 


Szy __Ssinpcosgpcos y? 
— a2h2c2 7 abc? } 


IEOBALSON 
Bes +): Habln (@): 


Re) 8 
= 2% (sin 92 cos? +sio y?) = op) (1— cos p2cos %?). 


Folglich wird im vorliegenden Falle die Gleichung 31), wenn 
man das dortige 9=x setzt: 
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) IOE 10% + ()) u 2 
(A ( 


oder: 


55) 


BOHOHOHAL- 


{9° 2 WI: oy oy? 
r (B- a? at tr» 62) - = 72 rl ! 


wozu natürlich noch die Gleichung 


BB) N I A (2) +() +(@)=1 


kommt. 

‚Zu einer anderen Gleichung, welche als das erste Integral der 
vorstehenden Gleichung 55) zu betrachten ist, führt die Gleichung 29). 
Setzt man nämlich das dortige = x, so ist nach 51): 


2; = )=% 
Op\02/"02\02/” a2’ 


ö Bei ö JE 2 0y 
op \dy 02 \0y) 72'902 


.G »)=; IE 2 &, 
Op dr dr 


0 (Ou\ 82 , 9 fou\ Oy , © fOuN © 


Op \ 00) Op" Op \0y/ dp "dp: dp 


„gl .,1 /0y z\2r- 
N 7 =): $ 


folglich nach 29): 
57) 


IOMONOBLU. +2) ta), 
1) +) | 
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wo. statt 30 in 29) hier C geschrieben worden ist. Zu dieser 
Gleichung kommen natürlich noch die beiden Gleichungen: 


a ar pe 7.9 
58) (2) +(2) + (2) Zt Zahn: rar - =0; 


deren zweite sich aus der bekannten allgemeinen Gleichung 


u „8x Can a ou %_yg 
ox dp FIR DLEFa 


unmittelbar ergiebt. 
Nach 50) ist nun aber auch: 


0x 
Een pcosw + cos Pr. Y), 


07 b(cosp cos y — sin psiny an), 
n= c on: 


also,’ wie man leicht mittelst 51) findet: 


du dx Ou Oy 


öy dp dx’ dm 


2 a D 2 = . = a b Oo 
2coswicosy(z sing +, 0080?) sing cospsiny(; — u 


Ferner ist: 
02 


dp? 

R a Ara Oi Orp\? 0 02 
= — alcospcos!’—2sin en teospeosu(5,) -Hcosop sına Ip2" 
02y 
Op? 

: a in AI 11 
= —bisinpgceosb +2cospsiny Pr +sing cosu(5r) taingsigngzal 
also, wie man leicht findet: 


dx 8%, du’ 0% 
Er: Rah: 5 — —abicosw24 (1-4 sin?) (7 „) Heinweoswnhı 


Es ist aber: 
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(1 — sin 92 cos?) (sin gcos ) + cos p sin a 2» 2 
Ba} RAN. . op 27 e 6 
— 2singcospcosy?(sinpeosyp+cososinYy d.9)(Cospeosy—singpsiny) do 
+ (1— cos 92 cos?) (cos p cos y— sin p sin Do 
— (singcosı» +cospsinW' FIR (cos pcos y— sing sin ao 
Op Op 
l h RL) De Qw 
—cosy?| sinp(einpeoayct epstpflny a) TE0s pi CoHp EEE 
2 2 
— cos y? + sinw? () — cosyp*t=sinw?}ceosw? -F (5) }» 


und wir haben also, wie man leicht findet, nach 31) die folgende 
Gleichung: 


( cosp?cosı? +7 sin 9? cosw?+ E ‚2 sin v) 
BY? 907 O2 
x 108 y2+1+sinyY (57) reinen Al 
— cosy cos (Fein 92 + nc0s 9?) + sin pcos veiny (5) 
fh) p- 
xtcosy2+ (57) 1) 


99) 


oder: 


6 Oy 
os? — G- -) d— 
„sine V 5 sin gcospcosw dp 


+ ah IR} +Zcosq®)eosy2 + © Hror a + sin wa) () 


a ©) 
(5-5) sin peosgeosu dp 
2 
+ eos} (sin? + Zeosg®) eosu2 + %-Ceiny2l 50. 


Für das Rotations-Ellipsoid ist, wenn die Drehungsaxe die 
Axe der z ist, a=b; also nach 59): 


60) 
(2) sinweosue + sinuteosy2+(2) -A+sinvy1(SE) 


+ cosplcosy2+ ( A} . sin ya, = vn 
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BEE N. eos (5 resp 


+ (2) sinwieosu2 4 A+sinyd (3) + sin) cos er, 
RNE 09 Yet. 


Setzt man: 


aN\? a?— ce? 
62) . . . . . 2— :) te gs 
so ist: 
; 2 
cosb? + () (1-H sinw2) —=2+:22(1l4siny2), 
cos ya (l ) siny®—1+ esin w2; 
also: 


N sinyeos +2 (5 Y Heosy r 


+22sinatcos%w? + (1+ siny2) (+) +sin cos ud — {1} 


Für die Kugel ist e=(, also: 


$ oyp\? O2 
1 N ARE sin ycosw242siny (57) Bean 
Weil / 
Osiny oY  0?siny ı O2, 
das — N a: Tape =-siny(z iR EOS Unna: 
also ° 


2 2 2 
3sina (5) + 02 2 oe — ?sinu (5) + cos Bi \ 


ist, so ist für die Kugel auch: 


sin) cosyw? + Bein (52) = 0, 
also: 
65) sinwcos* + 3siny (Se =) + chain — ng 0. 
Es ist auch, wie man leicht findet: 
U ee 1 u Z = 02» 3: (32) 
Oo’ Ta 02 (y 3 i 
Theil XL, 5 
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also für die Kugel nach 64): 


3 2 
66) . . 2siny + sinycosy® (52) - syn. 


Leicht erhält man nach dem Obigen: 


2.) 2 000 a una 
= „(ein Con. +,c0os pelnaE nl, 


pP \02) a2’ p 
5 ne 2 = ; (eos cos y— sin gsi), 
8 (u _ 2: 2,8, | 
Op Dee BR zog 
also: 
2 (=) 22,2 (A) dr 2 @) 3 
Op (02) dp " Op \ay/ "op "op\0z/ "dp 
Em > (sin peosy +eosgpsinw zn)? 
ER 0 
+?2(cospcosw—sinpsinY 99) 
3) 
J al _* 
| +2cosy (& | 
— 2ıcosu2+ (2%) ; 
und folglich nach 29): | 1 
67) 


We Ca (a eo ir 


a? (singcosy 4 cosgsiny pn Ya 


+ b2(cospcosw — sinp nz)» | 


\ + e?cosy? (%) 


wo statt 4C in 29) hier € geschrieben, worden ist. 


Für die Kugel, wenn nämlich a=5b =c ist, führen die Glei- 
chungen 57) und 67) beide auf die Gleichung Cat—1. 
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$. 11. 


Die Gleichung der Berührungsebene einer Fläche, in dem 
Punkte (zyz) ist bekanntlich: 


u ou ou 
12) ee, an—l, 
‘ i 
und die Gleichungen der Berührenden einer Curve in dem Punkte 
(zyz) sind: 
I Een 
69) . . ® . 0x uni öy Oz ) 
Op Op Op 


Die Gleichungen der durch den Anfang der Coordinaten mit der 
Berührenden in dem Punkte (xyz) parallel gelegten Geraden sind 


en. Zon 


op pP Op 


Bezeichnen wir das von dem Anfange der Coordinaten auf die 
Berührungsebene in dem Punkte (zyz) gefällte Perpendikel durch 
P, so ist nach den Lehren der analytischen Geometrie 


‚ou ou , Du 
(@5,.+43,+:7,° 
ID Are 


Kom) fall 


Ist nun die Fläche ein Ellipsoid, so ist nach dem vorhergehen 
den Paragraphen bekanntlich: 


du 22 Ou__2y ou _2%, 
ga ya’ ae 


also: 


ou ou ou 


ou _ ie): 2) n; En 
7,ty2, tr? 7,2 a + b F :) AN 
IROHOBKER 


folglich nach Ben j 
72) 


AHA ROR 


*) Archiv. Thl. XXX. S. 425. Nr. 61) und S. 367. Nr. 3) 
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Bezeichnen wir den Durchschnittspunkt der durch den Anfang 
der Coordinaten oder den Mittelpunkt des Ellipsoids parallel mit 
der Berührenden der Kürzesten in dem Punkte (xyz) gelegten Ge- 
raden mit dem Ellipsoid durch (XYZ); so hat man zur Bestim- 
mung der Coordinaten X, F, Z die folgenden Gleichungen: 


I E AN? EN ZN? u "S 
eye (=) ji (5) ill mw 
op Op Op 


aus denen sich leicht: 


73) et G=+4 m. 
R =) + (22) +2 (5) 
also: 
/ = 
Ä=ft- Fe 
h a) (2) 
Fr = ö v4 c? 
2 
Ta) Zn pBne —, 
| an Dr .(@ =) 
va = Op ie; He 


ee | 


ergiebt. Bezeichnen wir nun ferner den nach dem Punkte (XYZ) 
gezogenen Halbmesser des Ellipsoids durch R, so ist 


R=NX2+ 7? }+Z2, 


also: 

76). Rz 2%. En 3 
= Op rt Aa ad 

oder 


Tre (+) LIOR- ON ir ) 
| I 


ee 
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Bekanntlich ist aber 


ee: © 


also nach 76): 


Eee 
folglich: | 
OR ORO} 
Weil bei dem Ellipsoid: 
a 12, u? mu 
da a’ 2 Re er 


02u 02u 02u 
a re 


TOR, WWROUE; 7 Oz“ 
Er U RR Ar ih 


are you iz 0% dy 
tet and ) +6) +) =0 
oder, wenn man s für 9 setzt: 

zda,yWYy, x: &% 

Ba dee 


zeug Day, 2 0% x) ey\° at 02 
EZ 15) +2(5) = 


PO Dur TB 7 7 etz ös 


- Für die Kürzeste kann man aber nach 18) oder 2. wenn @’ 
einen gewissen Factor bezeichnet: 


02 ‚ou u: 
a a vor} 
5 Yy 5, u ’ 
Pe De je 
027 WO Sn 2 
Eu Ur 


*) Archiv. Thl. XXX. S. 418. 
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setzen, und es ist folglich nach der oben stehenden Gleichung 
und nach 72) und 77): } 


IG' P-? + R-=0, 


woraus: 

| pP? 
TB). BEA AN IT . Me 
folgt. 


Bezeichnen wir den Krümmungshalbmesser der Kürzesten in 
dem Punkte (zyz) durch 4, so ist bekanntlich *): 


IOHORMOEM 
ET 02\2) ( /022\° 2250 (2) WILACHEN 
1) © EN 
2. DES Der 0y 029 1702 10% 
X 0s '9s? + os 052 ) 


OROLOLOE I 


EraywrasyN +( =) + (el i 02r 4 oy 02y ri 02 022\? 
0s? 0s? 0s? "02 "05052 " Öös 6) 
Nach dem Vorhergehenden ist aber: | 


0x 02x oy 02y 02 0% Ou 02 du Oy Qu % 


tete et ae 


) DROL 


= 46" Pp-2, 


oder, weil 


1S 


=0 


und 


also nach dem Obigen: 


PN ta VENEN 
4@'? P-? 7 4@'? 
und folglich: 
P? 
79) . . . . . . ° 4? — —_. „2 . 


*%) Archiv. Thl. XXX. S. 401. Nr. 41). 
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' Vergleicht man nun die Gleichungen 78) und 79) mit einander, 
so erhält man: 


El. a2 Pe R?= Pi 
oder die stetige Proportion 
rn. 2 00 P:;R=kR:N 
Weil | 
ER aPy task Tf . oR 
Fr Te N 


ist, so ist nach 72) und 77): 
su \m/02 Andy „bz' 0: 
Os 04 05 bed" ct os 
LSOR EL. nu 0y Oyı, A dzE 027. 
Ri Satire 
also nach dem Obigen: 
oR 20a, y. di iu 
Ve Y a 22.02 
2 os 26 at Ba ta:) 
und folglich nach 78): 


„oR . P?2/(xz 9x, 4% Oy 2 N) 


LES lg 57 1 Wer Ye: Fels 7 So ra pr SE 


Daher haben wir die beiden folgenden Gleichungen : 


dp Er da a oy ar da 

me P(aatkntan) 
OR zd2,y %y 02\, 
Ey - Plastunata 3); 


aus denen durch Addition die Gleichung: 
op oR 


PaaEHR- Dir au 
oder 
. oR 
also 
0.PR 0, 
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und folglich, wenn € eine gewisse Constante bezeichnet, die 
merkwürdige Gleichung: ' 


folgt. 
Weil nach 72) und 77): 


NOW WG) 
Bawer € 26) 


ist, so ist nach 82): 


85) 


Y GB) +3) +6) N EO) +2) )=7 


oder: 
84 


[IOROHOLTOLORF ALL. 


Weil nach 80) 


R:? 
ist, so ist nach 82): 
C? 
BD) LEER Er N= 7» P% = 0? 


Wenn A,4,4; ein auf der Oberfläche des Ellipsoids von Kür- 
zesten eingeschlossenes Dreieck ist, die von dem Mittelpunkte 
. des Ellipsoids auf dessen Berührungsebenen in A,, A,, Az gefäll- 

ten Perpendikel respective durch P,, P,, P;, und die Krüm- 
mungshalbmesser \ 


in A, von ar durch Eu 
| 13 

A AyAs PR 
br) 2 P}] A, Ar >>) Yo, E) 
LE) As > Ası Ban 
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bezeichnet werden, so ist nach 85): 


Ba AE ee 
1 1 
Y, _ 6? % Ca £ 
37 p,3’ 217 p3?’ 
2 


also offenbar: 


5). ee Kia Yias Yaı = Kıs Haı Hao- j 


Os\? 2 
Wenn man die Gleichung 84) mit (2) oder (5) multipli- 


eirt, so erhält man die Rn: - 


++ Y ) a) +2)! 
Ware +) + ale) $ 


Wir wollen nun wieder setzen: 


88)... z=acospeosv, y=bsinpcosy, z=csiny; 


also 5 er 
= — a(singcos! + cos psindz). 
89), 4.4 = b (eos peosıy — sinpsindnn), 
f) 
== eco y. 
und: 


= — «lcosgpsiny + sin pcosy 3), 
0) : } 6) 
0)... 3, = bleinpsinw — cos peosy ro 


iz ccosiıb; 
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folglich: 
=). (2) le a)': (mens)? (dereoas) N 
und, wie man leicht findet: 
(0) +) ta) rl) 
IDELOESE BvR > 


Also haben wir .nach 87) die beiden folgenden Gleichungen: 
91) 


(erst). (FE) - 1 ”) a v4 ( 


ös 
— ('? 73 


COS PCos ) een) + ER sp? p\? 
(et Takıre re) 
= ('2 =): 


Die erste dieser beiden Gleichungen stimmt mit der Gleichung en 
ganz überein. 


6) 


Für das Rotations-Ellipsoid, wenn die Drehungsaxe als Axe 
der z angenommen und folglich a=b gesetzt wird, werden diese 
beiden Gleichungen: 

92) 


CN HE) Hear) 1-05). 
EIN nl) =) 


Nach 47) ist für das Rotations-Ellipsoid, wenn C eine Con- 
stante bezeichnet, die natürlich nicht mit der im vorhergehenden 
Paragraphen eben so bezeichneten Constante verwechselt wer- 
den darf: 


9 0x 
1,9570 


: | eg ar, 
also, wenn man auf beiden Seiten mit Ann multiplicirt: 
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PR 0x ös 
Me 250 Id Crs: 
aus 88) und 89) ergiebt sich aber leicht allgemein: 


PR. 
Top 


also für das Rotations-Ellipsoid: 


4 = ab cosw?;s 


2 von — a?cosy?, 
und‘ folglich nach dem Obigen: 
3, .. c” —= a?coswW?, end 
also 
9%) Op C os 


On — a?cosy2 Ip 
Wegen der zweiten der Gleichungen 92) ist folglich: 


(>) +) 14 seo y? (5) en c'2 =) » 
eo no} 


also: 


5) 
()'- Nee 
PT cr _ sec y> SE Ca 


a* 3 cos y*’— Fre 3) Re = 


Einfachere Formeln erhält man auf folgende Art. Nach 95) ist: 


Os 
a cosyt— C? ) 


und nach 89) ist für das Rotations-Ellipsoid: 


EEE) mern) 
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also: 


atcosy? = C?|a2cos y2 + (a?siny? + c2cosıy?) (5) | 


und folglich: 


at cos ay4 (2) = (?ja?siny? + c? cosap? + a2cos w2 (7) ! 
oder: 


2 Pi) 2 ec? a? f%) 2 
er () langer) a (R)", 


woraus sogleich: 


a? 
96) . . . . > (% and a? . Par Hr ir 


G2°05 v? —1 


folgt. Verbindet man diese Gleichung mit der zweiten der Glei- 
chungen 9), so erhält man: 


a? 
Zztangy? +1 
Os\? a2c? cz “Ts 
UT LAN - (5 ig COSU rela 
308 v7 —1 
oder : 
a? a? 
“ ds\2 „sv (Gtangy® +1) 
a a ee 


(3 c0s w2—1 
Mit diesen Formeln wollen wir die Formeln 95) vergleichen, 


um zugleich ein Kriterium für die Richtigkeit unserer Rechnungen 
zu haben. 


Es ist, wie'man sogleich übersieht: 


c'? cosy\? /sinWw\? Ga» u. 1 
cos 23 (er) Ho) j= rates 


und 


also nach der zweiten der Gleichungen 95) offenbar: 


a? 
& OR atang +1 | 
2) ME FE 
Y R aa — rt Z)eosu2—1 | 
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welche Gleichung, mit der Gleichung 96) verglichen, zu der Re- 
lation 
c? 1 1 a? 


a Ga are = a 
also: 
IE RER? RELÄFR (ie 2) C*® 
c? a _ © 
führt. 


Nach der ersten der Gleichungen 95) ist: 


zwar KH 


sin w\?2 
a ?) Fan ! 
also nach 99): 


cosp\” sina»\? 
ge i “= In )+ = | 
oy re) 2 _02 Aa) 
a? cos? (3 tangy? + ) 


a? 
ec? 


Cc? ’ 
mE secYy 


Gzeosyi (5 tang vw? + 1) 
> te 


Da cos y— 


was ganz mit der Formel 98) übereinstimmt. 


g.13. 


Die Gleichung der Berührungsebene der Fläche . in dem 
Punkte (zyz) ist bekanntlich: 


d e ö | 
Ts 94,0 N+z,6-9=0. 


Die Gleichungen einer beliebigen durch den Punkt (xyz) geleg- 
ten Geraden seien: 


cos$ı c087 — cos 


Soll’diese Gerade in der Berührungsebene liegen, so muss 
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on an eoss+ rg 5; oe 

sein. Wenn aber Be diese Gerade die Axe der 3 ehnsi- 
den soll, so muss gleichzeitig r—=0, 9=0 sein, was nach dem 
Vorhergehenden unmittelbar zu der Gleichung: 


——— u 


— ’ 
cos& cosn cos& cos 


oder: ycos&$—xzcosn—=0 führt. Also ist, wenn @ einen ge- 
wissen Factor bezeichnet: 
101) 
Dre. & 
cos = > csy=6Gyn> cst=— (aeg): 
folglich, weil cos5? + RER, ist: 


102 eh er a 
“  Nern() +@: (& ) Han yo 


oder, wie man leicht findet: 


103) 
1 
KorToroRorz= 
also: \ 
104) 
ra 
a — nn, 
cos Verrmie "+(& „ 3) s- RO 
Net) € y O2 
ou, 0u 
cost= en 
Verne) + 2) +(% ‚dor (ame mu 


Liegt nun auf der Fläche. eine beliebige Curve, so sind die 
Gleichungen der Berührenden dieser Curve in dem Punkte (xyz), 
wenn:@; wie gewöhnlich bei solchen allgemeinen Betrachtungen, 
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eine beliebige veränderliche Grösse bezeichnet, von welcher 
x, y, z abhängig gedacht werden: 


Irene... PM} 


und es ist bekanntlich: 


du \ dr, du Ay, du dr \y 
PER TTS 

Bezeichnen wir. die 180° nicht übersteigenden Winkel, welche 
eine der beiden Richtungen dieser Berührenden mit den positiven 
Theilen der Coordinatenaxen einschliesst, durch 8’, n', &'; so ist, 


wenn G’ einen gewissen Factor bezeichnet: 
02 


107)...008:' = 0 EL cs Ä 


also, weil cos&’?-+ cos MI + nahe ==, 1’ ist: 


108) 0. ara Frau 


en 


Taranoh 


2” 


VOR ToR0) 
MT TORTG) 


Wenn nun » den 180° nicht übersteigenden Winkel bezeich- 
net, welche die durch die Winkel €, n, & und &', m, & bestimm- 
ten Richtungen der beiden ‚vorher betrachteten Geraden mit ein 
ander einschliessen, so ist bekanntlich: 


und folglich: 


/ 


109)....% cosn=H4+ 


cos» cos&cos&' + cosncosn' + cosscos?', 
also nach 101) und 107): 


ou, 0 
0 u nn 
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oder: 


Ba BEE Ey 02 du ou Du, 0z 


Di ee 
also nach 103) und 108): 


JENES, ee 
0x 02 ou du, ou dr 
(52 Sylt YES tt 
rn ME Ze u Me ZZ 
IOE OROR 
Op | 


ern E) +) +) Fe) 


Es ist aber auch: 
sin o@—=1— (cos&cos$' + cosncosn’ + cos&cos£')? 
= (cos&? + cosn? + cos&?) (cos&’? + cosn’? + cos£'2) 
— (cos&cos& + cosncosn' +cos&cos &')?, 

also nach einer bekannten arithmetischen Transformation: 

sina®= (cos&cosn'—cosncos$')? 

+(cosncos&' — cos &cosn')? 

+(cos&cos &' — cos Ecos')2, 


und folglich nach 101) und 107): 


A ar ou ou, © 
sin 02 = 6?G'? Pr eat 72 


ou Oz du 0x 
\ +27 iii ri Em 
oder: 5 
u 
a EerYy =; 3) 
Be du 0 | du 
sin? = GN + [art tt .- ai 
En ou 0% dx du 
+ Sr 0x er, 3 yr dr Op + (age u? Pl 
du 02 du Oz Bu dy 


Nach 106). ist: DE 00 er ” also offenbar: 
62 Oy Qu __ dx, du du, Ou 0 
War Zu (a Fat Eu ur 

07 dx ou ox ou ou 0x 


ea TepplDe (5 5 I mar 
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folglich nach dem Ds wie man sogleich übersieht: 


nee 


also nach 103) und ass 


1.1 ee a na 
. 2; Gerre) le) ou 
, -yD (5) )) 4 =) 


Ä Fan (: 2) 4 Sr “ T We 
<a (3) +2) + 3) I- eu —yaneh 


wo man das obere oder untere Zeichen zu nehmen hat, jenach- 
dem die Grösse 

RR. 0x 

a Fön 


positiv oder negativ ist, weil @ zwischen 0 und 180° liegt. 


Für Rotationsflächen ist nach $. 9.: 


ou ou 
3, = 2af (a2 +99), m —2yf'(2?+y2); 


also: 
du Buy 
Ta Ida. 
und folglich nach 111): 
' „2 SALE 
112) LE a u EEE 
EI HEIORTE I 
oder: 
RZ] Ti 
Mare. u, sno—=- ENTE &r 


Vern(E)' = 


wo man immer das obere oder untere Zeichen zu nehmen hat, 
jenachdem die Grüsse 
0 0x 
25 Ir 
positiv oder negativ ist. 
Theil XL. e 6 
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Setzt man 9=s, so wird für Rotations- Flächen: 


a 
ET ee 0 
| Va?+ıy 


wo man das obere oder untere Zeichen zu nehmen hat, jenach- 
dem die Grösse 


„09 02 

2 -ya, 
positiv oder negativ ist. 

$. 14. 


Das Vorhergehende wollen wir nun auf das Ellipsoid, ins- 
besondere auf das Rotations-Bllipsoid, immer für die Axe der z 
als Drehungsaxe, anwenden. . 

Für das Ellipsoid überhaupt ist nach 3 11., wenn P seine 
bekannte Bedeutung hat: 


DRORORLOROEOF IE 
ou ou 4.78 
1-2 (ae) 

also: 


SOROBCH => 


= ei uarry) (5 > 3) P?a?y?}; 
folglich nach 111): 


und 


115) 
159 0x 
Bi = yon 

sino—+t ENT a 

I er na 

oder: 

Bf 0% 
FYrs 
116) sino— _ 2 


Verin=G -). le Y. 
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das obere oder untere Zeichen genommen, jenachdem die Grösse 


positiv oder negativ ist. 


Setzt man nun aber: 
117) z=acospeosy, y=bsinpcosy, <=csiny; 
so ist nach $. 12. 


0x 
N 2212 
x dm Dar ab cos”, 


also: 
ab cos y? 


sin 0 = en ei a EEE 


oder, wenn man den Bogen s, was offenbar verstattet ist, sich 
immer so genommen denkt, dass p und s gleichzeitig zunehmen 
und abnehmen: 


118) 


ab ja nedeisN nabeosyrhn 


a a 
EN: (atm(4—n) Prey: 


Für das Rotations-Ellipsoid, welches wir jetzt allein betrach- 
ten wollen, ist also: 


119)... 


2 2 
! a2cos 
Buzrır ni... sinao= Rh 


NFHP 


Ist nun die auf dem Ellipsoid angenommene Curve eine Kür- 
zeste, so ist bekanntlich nach 47): 


en 0x öy 0s 0x 0s ös 
a Daher Ir in ip 


folglich : 
PR OX\ ös 


—— 


ap Fdp  öp 


\. 


also nach dem Vorhergehenden: 


By IN RC “= ; 
daher nach 120): 
122) = 


sino— N+yp 
Es ist aber nach 117) für das Rotations-Ellipsoid: 
6* 
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x2 + y?= a? cosy?, 
also, insofern bekanntlich % immer zwischen — 909 and + 90° 
genommen wird: 


Va?r+y2 zZ AC0sSV, 
und folglich nach 122): 
BZ) WERNE. 200 acosysino=(, 


wobei wir bemerken wollen ,- dass die Constante C stets positiv 
ist, weil '» zwischen —90° und +090°, & zwischen 0 und 180° 
liegt, so dass also cosy und sin® stets positive Grössen sind. 
Aus der Gleichung 123) folgt 
y A a? } h ß 
cosYy T Ssnh tangwı = m°ino —1; 


also: 
| Pe NEE 
VBA RU ANERNUE tangy =4 @ o®—1; 


indem man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem 
positiv oder negativ ist. Durch Differentiation nach & folgt aus‘ 
der Gleichung 123): 


COSYWCOSw sin vsina =, 


also 
On) 
129) 2." 2.510 5 Sl See u > cotwcotow, 
und daher nach 124) r 
ou cot 
126) 1 N I men 1; 


das obere oder untere Zeichen genonmen, jenachdem % positiv 
oder negativ ist. 


Nach 96) und dem Vorhergehenden ist: 


I } 
ON? Le. Pr sina ei. Or 
>) = >): (%  eoseco®—] 2)" 


also, wenn man 
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setzt, wie man mittelst leichter Rechnung findet: 


2 
Sn ed 
op\? _C? 2) er 
> 


0o/ cot w? "do 
und folglich nach 126): 
2 v2 
a f. 
EN TREE Ar RR 2 
sin ® e e? cosec © 
do) a2 , 0? : 
a Aa 2 
gs" N) 1 1 2 cosec © 
also: 
‚2 = 
dp l— e? cosec w? 
l —— cosec wo? 
ä 


wo die Bestimmung wegen des Vorzeichens nachher gegeben 
werden wird. 


Nach 121) And 123) ist: 


also: 


2 
1——— e?cosec w? 


2 
08 ar Br ea 
y2 


Li Fr cosec 2 


wo in den Formeln 128) und 129) die oberen und unteren, Zeichen 
auf einander zu beziehen sind. 


Wie nun aber in diesen beiden Formeln die Zeichen zu neh- 
men sind, kann auf folgende Art ermittelt werden, wozu jedoch 
noch die folgende Annahme nöthig ist. Wir wollen nämlich den 
zwischen O0 und 180° liegenden Winkel » von jetzt an immer so 
nehmen, dass derselbe, von dem durch den Punkt (pw) gelegten 
Meridiane des Rotations-Ellipsoids an gerechnet, nach der Seite 
hin, nach welcher die Winkel p von O bis 360° gezählt werden, 
und, von der Kürzesten an gerechnet, nach der Seite der positi- 
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ven % hin liegt; dann erhellet durch eine sehr einfache Betrach- 
tung, dass 0 und os, welche nach dem Öbigen bekanntlich immer 
gleiche Vorzeichen haben, mit dw gleiches oder ungleiches Vor- 
zeichen haben, jenachdem © < 90° oder @>90® ist. Nach der 
Yo . Bi 7 

Gleichung 125) ist positiv oder negativ, jenachdem cot' und 
cot® gleiche oder ungleiche Vorzeichen haben. Alles dieses 
vorausgesetzt, unterscheide man nun die folgenden Fälle: 


I. % positiv, coty positiv. 


RR 2 
1. »<W°, cotw positiv; er positiv; Oyp und Oo haben 
gleiche Vorzeichen; Op und ds haben mit Ow gleiche Vorzeichen; 
{ 1) ost! 
0p und Os haben mit dw gleiche Vorzeichen; — und 2 sind 
20 00 
positiv. 
2 [0 . oy . d 
. @>90°, cotw negativ; Ep negativ; Oy und 0@ haben un- 
gleiche Vorzeichen; dp und Os haben mit dw ungleiche Vorzei- 
3 Os \ 
chen; dp und Os haben mit 8» gleiche Vorzeichen; ? und — 
: ln) 00 


sind positiv. 
ll. % negativ, cot negativ. 


l. © <90°%, coto positiv; negativ; &y und O@w haben un- 
gleiche Vorzeichen; Op und Os haben mit Oy gleiche Vorzeichen; 
öp und Os haben mit do ungleiche Vorzeichen; = und 2 sind 
negativ. 

- 2. @>U0°, cotw negativ; n positiv; Op und 0@ haben 
gleiche Vorzeichen; Op und Os haben mit dı ungleiche Vorzei- 
ös 


Ze t 13 ! 6) 
chen; dp und ds haben mit do ungleiche Vorzeichen; nn und PR 


sind negativ. 


; 2 Ö 08 9 04 
Im Allgemeinen sind also ar und En positiv oder negativ, 


Jenachdem ıb positiv oder negativ ist, und man hat also in den 
Formeln 128) und 129) die oberen oder unteren Vorzeichen zu 
nehmen, jenachdem % positiv oder negativ ist. 


Nach 128), 126), 129) haben wir also die folgenden Formeln; 


/ 
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: ‚’ Ü? 
R 1—e? — cosec w? 
0) a 
+ GEHRE, 
1 — — cosec w? 
a 
a ZN - coto 
—_— u nn 2 
13°: . . o Era 
j Ger 
2 
a 2 
ds jr C 1—e 75 c0sec @ 
an m-E re lo —— 
WR) — sin@ C2 4 
\ 1 — — cosec @ 
a 


wo stets die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen sind, je- 
nachdem ı positiv oder negativ ist; mit derselben Bestimmung 
wegen der Vorzeichen kann man diese Formeln, weil Ü© bekannt- 
lich positiv ist, auch auf folgende Art schreiben: | 


2 
1—e?— cosec w? 
' dp a? 
3 iz C? R i 
1 — => cosec 
a 
oO “ Ccoso 
ale... 00 C? 5 
asın w2 1:3 cosec @ 
p3 
1—-e2 — cosec w? 
DR 0? a? ne: 
0» sin o? ' 2 
\ 1— 25 cosee wo? 


Anmerkung. 


Rücksiehtlich der Gleichung 122) ist noch zu bemerken, *dass 
dieselbe für Rotations-Flächen im Allgemeinen gilt, und auch zu 
einem bemerkenswerthen Satze von diesen Flächen überhaupt 
führt. Nach 114) ist nämlich für Rotations - Flächen überhaupt: 


Oysaı „GE 

2a I 
sno—-+t a 
N 2? }+y2 


wenn man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem 
die Grösse 
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positiv oder negativ ist. Ist nun aber die betrachtete Curve eine 
Kürzeste auf der Fläche, so ist nach 47): 


also: 
sın 0 = Mi 
VW x? i y? 


indem man das öbere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem C 
positiv oder negativ ist. Bezeichnen wir nun den Halbmesser des 
Parallelkreises der Fläche in dem Punkte der Kürzesten, welchem 
der Winkel » entspricht, durch r, so ist offenbar r = Varr+y8, 
also nach dem Vorstehenden: 

1322) ..... smo=4 ‚ Tsnao=-+0G3 
immer mit derselben Bestimmung wegen des Vorzeichens wie 


vorher. Sind nun überhaupt für zwei beliebige Punkte der Kür- 
zesten r,, @p und r,. w; die Werthe von r, @; so ist: 


nwsno=+tl, nsno —=4+(; 


die oberen oder unteren Zeichen genommen, jenachdem C positiv 
oder negativ ist; also ist: ’ 


135). . . ra T9Sin @, = rjSin @].- 


Wenn A,4,4, ein von Kürzesten gebildetes Dreieck auf un- 
serer Rotations-Fläche ist, so wollen wir die Halbmesser der Pa- 
rallelkreise auf dieser Fläche in Av; Ar: respective durch r,, 
rt], Tr, bezeichnen; ferner sollen die 1800 nicht übersteigenden 
Winkel, welche die Kürzeste Aodı mit den Meridianen in a; 
A, einschliesst, durch @g, @j0; die 180% nicht übersteigenden 
Winkel, welche die Kürzeste A, A, mit den Meridianen in A), A, 
einschliesst, durch @,2, @g3,; die 1800 nicht übersteigenden Win- 
kel, welche die Kürzeste AaA, mit den Meridianen in Ay, 4A 
einschliesst, durch @39, @gg bezeichnet werden; dann ist nach 135): 


ro SIN @y = Tr] Sin 9; 
r, Sin @9 = rz Sin 09, , 


Tr, SIN O9 = TySIN @gg; 
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welches durch Multiplication auf beiden Seiten zu der bemerkens- 
werthen, für alle Rotations-Flächen geltenden Gleichung: 


134) BE nr sin Qg1 sin 9,25in 890 = sin 010 sin 091 sin 892 


führt. 
$. 15. 


Wenn‘ wir zwei zusammengehörende bestimmte, und insofern 
als constant zu betrachtende Werthe von ®, y durch wg, Y, be- 
zeichnen; so haben wir nach 123) die folgenden Gleichungen: 


155) . . . asin@geosy, = C, asinwcosy=C; 
aus denen sich unmittelbar die Gleichung: 


136) . . . . » . SIn@yCosY, = Sin Wcosı 


ergiebt. 
Führt man für das bekanntlich positive C den Ausdruck 
C= asinw,C0sYy 
in die Gleichungen 130) ein, so werden dieselben: 


137) 


* (Eee 02 — e?sin 1 002 cos po? 
?_ ö 


sin o@— sin @g2cos Yo? 


Od SIn@gCosYocotn 

nn E en 9 

00 Y sin © — sin 092 cosyg? 

os „sin @gCOSYo vr 02 — e? sin @y2C0s Yy2. 
Do nEre sin »? sin 0 — sin @y2cosyg2 


in denen man die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen hat, 
jenachdem % positiv oder negativ ist. 


Wegen der Gleichung 136) ist aber: 
sin 0 — sin @92c08 Yo? 


Er 2 
„1 e0s Y 


SR 2 2 2 
= SIn @,” cos,“ tang ı 
cos? ” “ 


= sin 09? cosUby 
also: 


Y sin @®— sin @g2cos Yo = Htsinwgcosyytangy, 


u, 
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\ 


indem man das obere oder untere Zeichen pimmt, jenachdem 
positiv oder negativ ist; ferner ist: i ( 
1—e2cosw? 
nn. in aun ine 2 R 
sin o— e?sin 9? cos — sin @92 c08 Yy2 ——————— g— 
o c08%y N) Yo Cosa. ° 
und folglich nach dem Vorhergehenden: 
sin 0 — e?sin og2cosyy? I —e?cosy? 
sin »—sinoy2cosV% —  siny? 
also: 
sin o — e?sin @g2 C0s Yy2 N 1- e2cosy? 
TEE DEREEATLENNE NT NEE EU u eu - 77 Tao oe" 
sin 0 — Sin @gCc0sYWg? sinYy - 
indem man das obere. oder untere Zeichen nimmt, jenachdem % 


positiv oder negativ ist. Daher hat man nach 137) die folgenden, 
sar keine Zweideutigkeit wegen des Zeichens lassenden Formeln: 


op N 1- e?cosw?2 


00 sin 4 
AN 
1: 3 KERRMER — — $ 
39) 7 cot wcotw 


Os sin @y COS %Yy Na 


\ — a . . 1 — e2cos 2, 
77) sin »2sin % Y 


$. 16. Ä 


Die im Vorhergehenden entwickelten Formeln können durch 
Einführung gewisser Hülfsgrössen noch in einer sehr bemerkens- 
werthen Weise transformirt werden, welche wir jetzt entwickeln 
wollen, und zwar, ohne, wie es sonst zu geschehen pflegt *), uns 
an geometrische Betrachtungen anzuschliessen, nach rein analy- 
tischer Methode, wobei wir, was wohl zu, beachten ist, immer 
die Gleichung 136), nämlich die Gleichung 


sin 0, C0SY, = Sin @ COS W 


als erfüllt oder bestehend voraussetzen. 


Unter dieser Voraussetzung lässt sich die Grösse P immer 
so bestimmen, dass den beiden Gleichungen: 


7, do = siny cos P—cos w cosypsin P, 


139) . 


"U sind =sinwygcosP + cos @ycos Yosin P 


*) M. 5. Archiv. "Thl. XXIE 8. 9. 
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zugleich genügt wird, wie auf folgende Art gezeigt werden kann 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch gewöhnliche algebrai- 
sche Elimination sogleich: nk 


cos ©, SiNYyCOSYy + COS sind cosW 
er RR a Aa 


t cos — \ ” . 
Jah COS @y COS WysinY + COS @ Sin gcos Yp” 
40) 
np sin w2 — sin dg” 
sinP= — — 7 3 
RR COS @,COSYgSIN Y + C0s@sinYg cos Ww” 


‚oder, wenn wir der Kürze wegen: 


COS @pSINYyCOSYPg + COS @Sin Ay cos %y 


WiR= i 
COS @g COS Wy sin Yp + cos wsin Yy cos" 
141) 
. . 2 
U sin y® — sin Yo 
\ COS ©, COS Yy Sin Y + COS @SINYg COSY 
setzen: 

12)... 2.0.2. eosP=U, snp=Ü". 


Es ist nun: 


(coswgpsinYygcosYp +cosm sin) cos y)?+(sin 2—sinbg2)- 
(cos @p CcoS by Sin p + cos @ sin ıdy cos Yy)? 


U2+- U°= 


2 


und der Zähler dieses Ausdrucks ist: 


(cos @, Sin d, cos y + cos @ sin ycos ı)2 + (sinyw2— sin Yg2)? 
231. (sin ya — sinyg2)? 
+ C0s @5?sin yg2 c08 Yg> + cos m? sin y2cos y? 
— C0S @92 C08 yg2 sin v2 — cos 2 sin Ygrcosy? 
+ (cos @9 cos Yy sinv +4 c0S@sin y, cos y)? 
em (at w2— sin wg2) (sin v?— sin yg?—C0S @y7 cos bo2+cos @2cos y?) 
+ (cos @p cos YySiIn y + cos wsinyy,cosy)? 
— (siny2—sin yg2)(cos Yy>— cos y?— CoS @92C0syy2 + cos w2cos v2) 
+ (cos @, C0S %y Sin Y + cos @sinYy cos Y)? 
—  (siny2— sin yg2)(sin @y? cos Yy? — sin @2.cos Y?) 


+ (cos @,cosYysiny + cos @sin %y COS vw)? 


— (cos @pcos YpsinY + cosw@sin Yyycosy)%, 
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wegen der oben als erfüllt oder bestehend vorausgesetzten Glei- 
chung 136); also: 


U24 UR—1, 


woraus sich unmittelbar ergiebt, dass P immer so bestimmt wer- 
den kann, dass den beiden Gleichungen 142) oder 140) zugleich 
genügt wird. Auch ist es verstattet, P als positiv anzunehmen, und 
sich nur zwischen den Gränzen 0 und 2x verändern zu lassen, 
wenn man sich bei der Bestimmung von / nur an die folgenden 
Regeln hält: 
ß U U' 

positiv positiv 0<P<Hn 

negativ positiv. Ir <P<n 

negativ negativ n<P<in 

positiv negativ un <P<Pn. 

Zur Bestimmung von P kann man sich jedoch Formeln ent- 
wickeln, welche bei dieser Bestimmung eine grössere Bequem- 
lichkeit wie die Formeln 140) gewähren. Aus der ersten dieser 
beiden Formeln ergiebt sich nämlich leicht: 


l+cosP=2cos}P2 


(c0S 09 COS Yy + COSwWcos Yy)(siny + sin Y,) 
COS @,C0S %y Sin Y + COS @ sin Yy cos Y 


1— cos P= 2sin 4P? 


(cos ©, COS), — COS @CosYy)(sin y — sin Yo) , 
7 608 @pC0Ss YysinY + Ccoswsiny,cosy 


also nach sehr bekannten Zerlegungen: H 
143) 


(cos @p cos yy + cos wcosv)sinz(y + vo) Cosaly— vo) 


ı Pr — 
[#) = 
a Tata COS @9 COS Yosin y + COS © SIN W, COS y 
_(c0$ @, COS Yg — COS @ COS y) C0SH(y + vo) sing(u — Bo): 
Bin PR =, I en er re 
3 


COS @9 COS YyFINn Y + COS@SiNn Y,Cos u 
Nach der zweiten der Gleichungen 140) ist: 
144) 


2sin 3(y + vo) e0s3(y + yo) Sin 3(y—wo) COS Hy yo) 


sin$Pcos3P = 
J a COS @, cos yYysinYy + cos @sin VoCosYy 
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Aus diesen Gleichungen folgt durch Division: 
145) 


t ıp2 — C08 @9 COS yg — 605 @ cos y ‚tang 4y— yo) 
ns COS @9CO8 yg + COS WCOS y tangi(y + vw.) 


® 


und: 

E05 Fyolaiy hy — yo) 
ANE3T —T Cos @,CosYy + Cos.wcosy 
146) . 


tangıp— 208 Docos Par SUR DE PAR. 
aNS2" 7 Isinälp+ Yo.) cost(y— Yo) 


Nun ist aber nach 136): 


sin @yCOSYg 
Den rn 

sin @ 
also, wie man leicht findet: 


sin (w + @9) cos vo, 


COS @9,C0OSYy + C0S COS v— rege 


sin sin (o — 9) cos Yo, 


COS @n COS yw, — COS WCOSY — 
0 Yo 27 sin® 


folglich nach 145) und 146): 


sin(@— @9) tangz(v — yo) 


ol = 
14)... sang Er sin (o-+. 00) tang (vw + vo) 
und: 
2sin @ cos Hy + yo) sin Hy — vo) 
ı 2 ee N RR III N EA 
a Bier sin (@-+ ©@y)C0S %y 2 
148) 
ET ek 


2sin@sinz(y + vo) cos 3(y— Yo) 


Weil 0O<4P<xa ist, so wird mittelst der beiden letzten For- 
meln ‚P ohne alle Zweideutigkeit bestimmt. 


In ähnlicher Weise kann man die Grösse @ immer so be: 
stimmen, dass den beiden Gleichungen: 


cos 0, = coswcosQ + sinwosinysin®, 
149). 


c0S® = C0S 0, cos Q — sin @ySin y, Sin Q 


zugleich genügt wird. Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 


- 
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/ Q sin @9, C0S @, Sin yo + SIN © COS @ sin y 
cos an Te Te a ET ne N 
sin @,C0S @SInYy 4 SIN 0 COS @, SIN Y 


150) 


inQ COS @97— cos 0? 
sin Tee ee WET T Te UT re 
\ sin @, COS@SIn Yg, + SIN@COS ©, SIN Y 


- 


oder, wenn wir der Kürze wegen: 


sin @, COS @p Sin yy + Sin @Cos wsin % 


V . . . ’ 9 
sIN @g COS @ sing + SIN @COS @,SIN 
151) 
- COS @g- — C0S W? 
\ "sin @, cos@sinY, + Sin cos @gSINn y 
setzen: 
152)..-....22 2 OO FT EDEN 
Es ist nun 
(sINn®,COSW,SIN sin» cos osinw)?H(C0osw,2—C0SW?2)? 
v2 V? — 0 vBrlyo y f) 
ET Ep MrTechtız Said ae Be „ 


(sin @y cos @siny,-+ Sin @Cos @, sin y)? 


a 


und der Zähler dieses Ausdrucks ist: 


(sin 9, cos ©, Sin‘, + sin cos @ sin w)?+ (cos @y2— cos w2)? 
= (cos@— cos w)? 
+ sin @g? cos @g-sin dg2 + sin @® cos @?sin w2 
— sin ©, c0s @? sin )y2 — sin @2cos wg sin %? 
+ (sin @,cos @siny,4 Sin @cos @, sin ı))? 
= (0085 @—-C0S @)?(cos 9” — C0s 02 ++ sin @y?sin dy2 — sin @2sin 1b?) 
+ (sin ©, cos o@sin du, + Sin cos ©, sin ı)? 
= (c0s@9 — cos oa) (sin @®— sin @9? + sin @g2 sin dg? — sin @2 sin 2) 
+ (sin @,cos @sin Yu + Sin @cos @ysin y)? 
= (cos 09 — cos w2)(sin cos? — sin @92 cos Wy2) 
+ (sin @9 C0S @sindg + sin @cos a, Sin w)? 
= (sin @,eos »sinYg, + Sin 0 cos @, sin), 
wegen der Gleichung 136); also: 
y2yV®=1, 


woraus sich ergiebt, dass @ immer so bestimmt werden kann, - 
dass den beiden Gleichungen 152) zugleich genügt wird. Auch 
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ist es verstattet, @ als positiv anzunehmen, und sich nur zwischen 
den Gränzen 0 und 2x verändern zu lassen, wenn man sich an 
die folgenden Regeln hält: 


V Se i 
positiv positiv 0O<Qa<Htn 
negativ positiv 37 <Q<a 
negativ negativ n<QS<;n 
positiv negativ In <Q<?2m. 
Formeln, die eine leichtere Berechnung von @ gestatten, er- 


geben sich auf folgende Art. Es ist nach der ersten der Glei- 
chungen 150): 


(sin o, sin do + sin osin‘)(cos®+ C0S@9) 
sin @gcos osinYy +sinwceos@ysinyp "' 


l1+cos@ =2cos}Q@® = 


(sin @, sin dy — sin @ sin) (COS © — COS@n), 
sin 0, C0s @sin 1b, + sin @ cos @y Sin Y 


1—cosQ = 2sin!Q? = 


also nach bekannten Zerlegungen: 


153) 
BER (sin @, sin, + sin osinY)cos3(@, + ®) cos4(o, — ®) 
re sin @, cos »sin dy + sin cos @y sin Y 
) sin @9 sin Yy — sin osinYp)sinz(@g + @ sinz(@g — @® 
sin}Q2 — at osin Yo y)sinz(@, + ®)sinz(@g I 


sin 0, CoS osinYd, + sin @ cos @ysin Y 
Nach der zweiten der Gleichungen 150) ist: 


154) 


2 sin 4(0,-+%) cos 3(0, +) sinz(@y —@)c0s 3(@0 —@) 
sin @, cos @sin dy + Sin COS @y Sin V 


sin4Qcos4Q = — 


® 


Aus diesen Gleichungen folgt durch Division: 
155) 


sin @p Sin Yy — Sin osin 


102 — ı H EBEN 
tang 0° = sin@,gsinyg + ET Fo )tang ala, — 0) 
und: 

- Isint(o, + o)sind(o, — @ 
9 sin@,sin vg + sin osinp 
156) 
sin @, sin d, — sin osin 
taug 1Q 0 7) Y 


 2eos4(w, + @)cosz(@, — 0) 
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mittelst welcher zwei letzten Formeln das zwischen 0 und x lie- 
gende 4Q, also auch &, ohne alle Zweideutigkeit bestimmt wird. 
Auf ähnliche Art wie oben gestatten diese Formeln aber noch 
die folgende Umgestaltung. Es ist nämlich nach 136): 


, sin @, cos U 
ino—n 2) 


cosYy 
also: 
sin @9 Sin“, + sin osin ı) — sin 09 nn + nal, 
sin @, Sin dy — sin osinYy — un m). 
folglich: 
157) 
sin 
a A 2 fee sin ar + n tang3(@, + @,)tang (0 — 0) 
und 
2cosysiny(o, + ®)sin (wo, — w) 
1 nn il DT TO 3 VE EEE BA 
ie simoosnWoty)  ° 
158) 
taneiQ = sin @, Sin (Ya — %) 


2cosYy cos4(o, +0) cost(oy — @) 
Wir haben jetzt also das folgende System von Formeln: 
, SIN@,COSY, = SINWCOSY; 
siny, = sin cos P—cosweosypsinP, 
159) (COS. = 605 Wcos Q+sinwsinvsin ®; 
siny = sinwgcos P+coswycosWbysinP, 
| 


C0S@ — C0S @, cos A — sinaysinY „sind. 


Wie P und & zu bestimmen sind. erhellet aus dem Obigen; 
beide Grössen liegen nach den obigen Bestimmungen zwischen 
0 und 2x. 


Aus den vorstehenden Gleichungen lassen sich verschiedene 
Relationen ableiten, von denen wir jedoch, als für das Folgende 
von Bedeutung, nur auf einige aufmerksam machen wollen, die 
jetzt entwickelt werden sollen. 


Aus der zweiten und dritten der Gleichungen 159) erhält man, 
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wenn man dieselben mit cos P und cos@ multiplieirt, sogleich die 
Gleichungen: 


siny—sinyycosP= (sinvsinP-+coswcoswcos P)sinP, 
C08 @— C0S@, C0oSQ = — (coswsin W — sin osinY cos Q) sin Q; 
also nach der vierten und fünften der Gleichungen 159): 
San c0OS@,C0sY, = sinysinP+coswcoswcosP, 
sin @8SinY, = cos asin Q —sinwsinycosQ. ‘ 


Ganz auf ähnliche Art erhält man aus der vierten und fünf- 
ten der Gleichungen 159), wenn man dieselben mit cos/P und 
cos@ multiplieirt, die Gleichungen: | 


sinyy—sinycosP = — (cos », cos Yu cos P—siny,sinP)sin?, 
COS —C0OSwcosQ@ = (sin w@ysinY, cos @ ++ cos oysin Q)sin®; 
also nach der zweiten und dritten der Gleichungen 159): 
C0OS@COSY —= C0S @y C0SsYy cos P—siny,sinP, 
or sin o sin y — sin @,SinY,cosQ + coswysin®. 
$. 17. 


Durch Differentiation der ersten, vierten, fünften der Glei- 
chungen 159) erhalten wir: 


sin osin yo = cos @cos avow, 
cosYOYV — (coswycos Y, cos P— sinyysin P)oP, 
sin 000 —= (sin @gsinYy cos Q+cosa,sin Q)IQ; 
also nach 16]): 


sin osinboYy) —= coswcosıydn, 


AG2El ...0. ©; O&v=coswoP, 
do = sin vOR. 
Hieraus ergiebt sich sogleich: 
163)... - BE... .sina0P = cosy0Q; 
ferner: 


ah Ib = cot m cot ydm = coswdP = cotweosydQ, 
dm — tang wtangyıy = sinyoQ = sinwtangwoP. 
Theil XL, 7 
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‚Wendet man diese Gleichungen auf die Gleichungen 138) an, 
so erhält man die beiden folgenden Systeme von Gleichungen: 


‚SIN. 99 COS Yy = SINWCosYp, 


LEN au 
ya! e?cosw2.0P, 
Oz ein do COS Yo Ay — gEcosw2.dP 
sin @ cos % | 


und: 
sSIN@gCOSY, = SIN@COSY, 


0p= N1- e2cosw2.0Q, 


| 
sin @,C0S%y 
08 =a—n a N 1—e?cosy2.0Q; 


folglich, wegen der ersten Gleichung: in diesen »beiden Systemen: 


sin @gCOSY, = SINWCosYy, 


165). . . RT NT Reos. dp, 


cos w? 


os—=aN 1— e2cosw2.oP: 
und: 


[ sINn@yCOSY, = SINWCOSV, 


166) Bar! | Op = N 1 e?cosw2.0Q, 
x cos y? gun 
J Os = an BT NV 1-— e2cosw2.0Q. 


Man bestimme nun zwei Hülfswinkel: x; ©, so, dass den bei- 
den Gleichungen: 


u 


SINAHCOSU, = SINYy; 
COSUpCOSYg = COS WgCOSYy | 


genügt wird, wozu sich aus diesen Gleichungen uumittelbar die 
Formeln: 


tangv, 
taugen , 
168) COS @y 
SINY,  COS@,COS 
C0SY = an na )e OO DOROEEED 


sin%wo —  COSW 


ergeben, und. nur ‚die Frage entsteht, ob die Bestimmung von _% 
jederzeit möglich ist, was vur dann der Fall sein ‚wird. wenn 
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(> \2— 
sin ug 
ist. Es ist aber: 


tang Yo? 
PER : Erarons we 608 00 erens sin Yo? hd 
+tanga, tangıg“ sinYg?-+ cos wu? Cos%g2 
1+ 80,2 
also 
; 2 
= Rn sin by? + cos @92 cos Yy = 1— sin @g2C0S Wy2 > 


| h4 2 
. - sin ; ie a 
woraus sich ergiebt, dass (re) nie grösser als die Einheit 
0 


sein kann, wie es erforderlich ist, wenn die Bestimmung von v9 
jederzeit möglich sein soll. 


Weil nun nach 159): 
siny = siny, cos P+ cos cos %y sin P 
ist, so ist nach 167): 


sn y= cosvysin(u+ P), 
also: 
cosy? = 1—cosvy2 sin (u, + P)? 
und 


1— e2cos v2? =1— 02 +e2cosvy2sin (un+FP)? 
az \ 
—(1—-ed)}l+ TH c08 v9 sin (up +P)?} 


2 2_92 
a an - aa cos v9 sin (uy+ P)?} 


a 


oder, wenn ‚wir 
PP 


setzen: 
b2 
Ii-ecosW?= Pi 1 + 2cosvy2sin (wu + P)2}. 
| Also ist nach 165): 
sin @,C0SY, = SIN@cosıy, 


V1+2cos vo-sin (un + P)? 
1— cosvp2sin (wo + P)? 


ı 05 —= IN 14 cosvo2sin (ug+ P)?.OP; 


woraus man zugleich übersieht, dass p und s mit P, welches nach 


170) !oöp = ° sin @9COSYy oP; 


7* 


/ 
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dem Obigen immer zwischen 0 und 2 ept} stets gleichzeitig 
zunehmen und abnehmen. 


Für 9= 9, = Yo, ist nach 140): 
esP=+1, snP/=(0; also P=0; 


und rechnet man nun 9 und s von dem Punkte (oo) als Anfang 
an, so ergeben sich aus 170) unmittelbar die folgenden Formeln: 


171) 
sin @g COS Yy = SIN @COSY, 
Dr PN 1+22cosvo2sin (ug + P)? 
9 = 2 sinaneoswo f_ I eosonzsin(a F PET oP, 


0 


P Biria 
.= of N 1+22cosvg2sin (ug + P)?- OP; 
0 


wo nun Alles auf blosse Quadraturen zurückgeführt ist*). 


m 


Schlussbemerkung. 


Es ist keineswegs meine Absicht gewesen, indieser Abhand- 
lung die Theorie der kürzesten oder geodätischen Linien zu 
erschöpfen; vielmehr habe ich, wie auch die Ueberschrift aus- 
drücklich besagt, für jetzt nur die Gleichungen in mehrfach eigen- 
thümlicher Weise und vollständiger als dies bis jetzt geschehen, 
entwickeln wollen, welche hauptsächlich der sphäroidischen Trigo- 
nometrie zu Grunde liegen, und bitte die Abhandlung namentlich 
aus diesem Gesichtspunkte zu betrachten und zu beurtheilen. Es 
sind aber in neuerer Zeit noch so viele höchst merkwürdige allge- 
meine und speciellere geometrische Eigenschaften der geodätischen 
Curven entdeckt worden, wobei namentlich auch deren Verhältniss 
zu den Krümmungslinien besonders zur Sprache kommen muss, 
dass ich es mir zur besonderen Aufgabe machen werde, diese 
Eigenschaften, nach gewissen Kategorien geordnet, in besonderen 
Abhandlungen, welche sich der vorliegenden und meinen früheren, 
die Flächen überhaupt und die Curven auf den Flächen, insbeson- 
dere die Krümmungslinien, betreffenden Abhandlungen anschliessen 
und in denselben ihre Grundlage finden werden, einer eingehenden 
Behandlung zu unterwerfen. 


*) Diese schon früher (Thl. XXU. S. 100) von mir gegebenen Formeln 
habe ich hier in ihren Grundlagen weiter und vollständiger entwickelt, 
was wohl durch die grosse Wichtigkeit derselben gerechtfertigt erscheinen 
dürfte. er 
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viıI. 


Zur Integration linearer "Differentialgleichungen; die 
Riccati’sche Gleichung. 


Von 
Herrn Professor Eugen Lommel 
in Schwyz. 


$.1. Construction derjenigen linearen Differen- 
tialgleichung, welcher 


de A | "eu — a1, — BPP—1.dv = ıR.J (1.) 


v 


als partikuläres Integral genügt. 


Durch Differentiation der vorstehenden Gleichung nach z er- 
halten wir zunächst: 


(2.) 


J- za, pP er yo —a)u At. P)r-1. dv 


„vı 


ar Wa) HA J; 


(3.) 
Fe zh f je e2v 92. (v—o)u1.(v—B)P1.do+2A24-1.J, +MA-1)2?2.J 


= AI t+2MAANT, + MA—1)24-2.J. 


Löst man diese drei Gleichungen nach J, J, und Ja auf) so 
ergibt sich: 
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Je, (4.) 
ea e — Azi1.y, (5.) 
a 
KEIN, = — Az rl, 3 +AA+1).292. 2. (6.) 


Addirt man nun die Gleichungen (4.) und (6.), nachdem die 
erstere mit — (ev +Pu), die letztere dagegen mit a +» multipli- 
cirt worden ist, so erhält man: 


(7.) | Ä 
vl hr ev (u +v)o— (vr + Bu) (vo — aut. (8 — ByP—1, do 


d 
—= (u +v):—%., = — Alu -hv).27-1 y— (av + Bu)z*.y. 
Berücksichtigt man aber, dass 
[u +9)? — (av + Bu)] — R-1.(0 — B)P-1.do = d|(e—a)“.(e — Br] 


ist, so’ hat man nach der Methode der theilweisen Integration: 


(8.) 


P h e|(a + v)p — (av + Bu)] (e— au! .(v— Br—1, do 


= Ex =. @ Br 1: f "er  — o)4 .(e—B)r .dv. 


Sind nun «# und v positive Zahlen, so kann man % =e und 
v5, = setzen; alsdann verschwindet zur Rechten das vom Inte- 
gral-Zeichen befreite Glied, und die Gleichung (7.) erscheint, wenn 
man den jetzt aus ($8.) sich ergebenden Werth des Integrals dort 
einführt, in der folgenden Form: 


(9.) 


Jos ev. (D— a)". (v — B)P.dv 


[04 


Ps 


d | 
= — (u+v)-7-1, 7 + Alu + v)z 72.4 + (av + Bu)aA-1 :Y. 


Addirt man ferner zur unveränderten Gleichung (6.) die Glei- 
chungen (4.) und (5.), erstere mit aß, letztere mit — (@+ß) mul- 
tiplicirend, so erhält man: | 
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(10.) 
| B 
ya ev (y — a)" .(v — B)P. dv 


hrik 12 — A271 et B)2—* at MiA+ 12-2. 


+ Mo + B)27 1.4 + aßz—?.y. 


Die Werthe zur Rechten in den Gleichungen (9.) und (10.), 
einander gleich gesetzt, liefern endlich, nachdem man noch mit 
z*+2 multiplieirt und nach Differentialquotienten von. y geordnet 
hat, die verlangte lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


(11.) 


d? d 
2.74 lu +7 W:—(@+B)2]- = 


+RAF Tuer) FARB — ar—Bu)z + aßr2]y = 0. 
So lange u und v positiv sind, wird derselben durch das par- 


‚tikuläre Integral 


NZ + ezr(y — a)u—1,(v — B)P—1.dv (12.) 


& 


genügt. 


Denkt man sich in der Gleichung (18.) 4, u‘, v’ an die Stelle 
von A, u, v gesetzt, so wird die neue Gleichung durch das Integral 


| yarf { ezv(v — a). — PB)” ti. do (13:) 


& 


erfüllt, wenn‘ nur w‘- und: v‘ positiv ‚gedacht‘ werden. Die neue 
Gleichung. wird aber mit der (11.) identisch, wenn man die Grös- 
sen A,'u‘, v’ aus den Gleichungen 


“tv = utvVv— 24, 
1a 4 B)— av" — Bu’ = Ma+B) — av — Bu, 
var — wW—-v) =Mı+I— u) 
bestimmt. Man findet (ausser Y=A, w=u,vV’ =»): 
“"=A+l-u—v, 
u" 1—-v, 


v=1-—u. 


- 
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Substituirt man diese Werthe in die Gleichung (13.), so bat 
man als zweites partikuläres Integral der Differentialgleichung (11.) 
das folgende: 


yızaz eh fi P er — 0). — B)-#. dv. (14.) 


a 


Dasselbe gilt für alle Werthe von # und v, welche zwischen 
—» und +1 liegen, weil für diese u’ und » stets positiv sind. 


Wenn daher x und v beide positiv und kleiner als 
1 sind, so ist: 


(15) 
er Cr [Tor ap. BP-1.ch 


174 


+ 02.2! H-u, eh 2. (vo). ( — PB) .do 


& 


das vollständige Integralder Differentialgleichungi((ll].). 


$. 2. Für u-Fv=]1 wird das zweite partikuläre Integral (14.) 
mit dem ersten (12.) identisch, und die Gleichung (15.) kann jetzt 
nicht mehr das vollständige Integral der Differentialgleichung (11.) 
liefern. Alsdann wird ihr aber, ausser durch (12.), auch noch 
durch das partikuläre Integral | 


(16.) 
977 af } er — JH. (W— Byr—1, log [zw — a)(v — B)]-dv = »*.F 


@ 


genügt. Um dies nachzuweisen, construiren wir zu diesem Inte- 
gral die entsprechende Differentialgleichung und vergleichen die- 
selbe mit der obigen (11.). Man findet aber aus (16.) durch Dit- 
ferentiiren nach z: 


(17.) 
d 4 
T = 2A, P, +AA-1Y 4 A-ı,)J, 
und 
(18.) 
d?y 


12 Par. Y Ha DR-2. 742274. +1), J, 


wo zur Abkürzung 
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” & 


Y, statt "A ; ev .v.( — a)&1.(v — B)Pr—1.log [z( —e) (v — B)]adv 
und | 
Y, statt F i ev .v2.(v — a)u1.(v — B)r—-1.log [z(e — a) (v — PB)] dv 


gesetzt worden, während J und J, die nämliche Bedeutung, ha- 
ben wie im vorigen Paragraphen. Löst man jetzt die Gleichun- 
gen (16.) bis (18.) nach Y, Y, und F, auf, so erhält man: 


2 (19.) 

ar yoga — 771.) (20.) 

ı = "da :«Y :J; . 
(21.) 


2, 
Re er Mzi-1, = +44 1272. y—-a1J +272.J. 


Nun werde die Gleichung (19.) mit — («av + Pu), die Gleichung 
(20.) dagegen mit «+» multiplieirt, und zu ihrer Summe beider- 
seits noch 2J;,— («+ Pß)J hinzugezählt, so kommt: 


(22.) 
a : ev ‚[(u+v)o— (ev +Bu)] (d—a)u1.(v—P)r—1.log[z(—a)(v — B)].dv 


& 
Ü 


+f "ra P).(-)e-1.(pB)P-t.dn 
.,,49 Be 
= (u+4v)z 7, Mu tm) Yy 
— (+ Bu). y +2 —(a+ I (ut). 
Nun ist aber 
[(e + v)v— (av + Bu)]. — Ju 1. — PPPt. log [z(» — a)(v —P)] dv 
+ ®— aß) w—a)"-1.(0—P)r-1.do 
=d((®— eo)". (oe — BP log[z® — «) w — P)]). 


Wendet man daher in (22.) zur Linken die Methode der 
theilweisen Integration an, so erhält man nach Einführung der 
Grenzen: | 
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a A (23.) 
3 | 
fr ev(v — a)%.(v— B).log[z(v — a) (v —P) dv 


144 d 
—= —(u+v)z-, — + Mu + v)272.y +(v + Bu)z A y— a1. J, 
++ BEI + mE2J. 


Das nämliche Integral geht aber auch hervor, wenn man die 
Gleichung (19,.) mit «aß, die (20.) dagegen mit —(« +ß) multipli- 
eirt, und ihre Summe zur unveränderten (21.) hinzuzählt. Man hat 
demnach für eine und dieselbe Grösse zwei Ausdrücke gefunden» 
welche, einander gleichgesetzt, die folgende Differentialgleichung 
geben: 


(24.) 
121 
2. TI 4 [ur 2: — (a4 922]. 
+[AR +1— a — v) + (Aa + P) — av —Bu)z+ aß2?]y = an .J 


Da diese Gleichung für a+v = 1 mit der‘ Gleichung (11.) 
identisch wird, so ist hiermit bewiesen, dass in diesem Falle die 
Gleichung (16.) als: partikuläres. Integral unserer Differentialglei- 
ehung (11.) genügt. Man kann daher, wenn utv=l ist, und 


w und v beide positiv sind, für die Gleiehung (11.) das 


vollständige Integral 
(25.) 


e] 
y= Gar fr er(p — a)ul,(w — Byr—1 .do 


a 


+6z. Y i ee .( — @)#T! .(w--P)Pt.log[z(v — a) (vr —P)] dv 


angeben. 


$. 3. Wenn u positiv ganz und gleich m-+1 und ebenso v 
positiv ganz und gleich n+1 ist, so liefert ja der baden 
Grenzwerthe des Integrals 


ß 
yarf e” .(v — a)” .(v— B)rdo 


ein partikuläres Integral der Gleichung (11.). 


Bezeichnet nämlich ‚p(v): eine beliebige -Function von »; so 


ist bekanntlich: 
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ur? r (a) (v9) 
fe. po(v)dv —e.S | 1)«, Zu . (26.) 


wenn unter @%(v) der ate. Differentialquotient von @ nach. v ‚ver- 
standen. wird, und das Summenzeichen: S vor. dem 'eingeklammer- 
ten. Ausdruck ‚andeutet, dass: in denselben ‚statt des deutschen 
Buchstaben « Null, und jede positive ganze, Zahl nach und nach 
einzusetzen und schliesslich die Summe aller so entstandenen 
Glieder zu nehmen sei. Nun ist im obigen Falle 


Pl) = (o—a)m. (u - Br, 


Setzen wir in diesen Ausdruck v+ A an die Stelle von v und 
entwickeln nach Potenzen von A, so ist g®(v) nichts anderes als 
der noch mit #! multiplicirte Coefficient von A? in dieser Entwik- 
kelung. Man findet aber durch Anwendung des binomischen 
Lehrsatzes: 


. @erbm.o— + hr 
t b un —1 Bien 
es "women |. sl (Br. | 


1 rd a 


N) TREE ‚(v—o)m—, (v— Br. hbt: I: 


Demnach ist: 


poM(v) = 8 = möl-!,.nel 1. —o)m-I.(v— Bi | 
b+re=e, 


wo die untergesetzte Gleichung b+e= # ausdrückt, dass statt b 
und € nur solche positiv ganze (oder Null-) Werthe gesetzt wer- 
den dürfen, welche # zur Summe geben. 


% 
Setzt man nun hierin & an’ die Stelle von v, so verschwinden 
alle Glieder der Summe mit. Ausnahme desjenigen, für welches 
b—=m und folglich e=«a— m ist, und man erhält: 


Inaı-m|—1 
Pe) = ir le Amtnne, 


Da € nicht negativ werden kann, so darf « in dieser Formel 
nur solche Werthe annehmen, welche gleich oder grösser als m 
sind... Wir können daher in derselben m+« an die Stelle von « 
setzen, und. dem neuen a. wieder, wie früher, Null und jeden po- 
sitiven ganzen Werth beigelegt denken. Die so umgestaltete Formel 


" 
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RN. 
plm+a)(v) — (— ir. mie nz: (B— ayr—a (27.) 


liefert uns, für o=a«, alle Differentialquotienten von 9, vom mten 
an bis zum (m+n)ten; alle Differentialquotienten nämlich von einer 


niedrigeren als der mten Ordnung verschwinden für v=a, 


während diejenigen von einer höheren als der (m+n)ten Ordnung 
ohnedies Null sind. 


Setzt man diesen Werth von g(m+t)(v) in den Ausdruck zur 
Rechten der Gleichung (26.) ein, nachdem man daselbst ebenfalls 
a mit m+a- und v mit & vertauscht hat, so ergibt sich der untere 
“6renzwerth des Integrals (12), wenn der constante Faktor 
(—hrtr.(8— ao)" als unwesentlich weggelassen wird, in folgender 
Gestalt: 


! ı— 
ya e0z, Ss (mt a)imeı E man |. (28.) 


Dieser Ausdruck soll nun, wenn man ihn in die Differential- 
gleichung (11.) an die Stelle von y substituirt, diese Gleichung 
identisch machen. Um dies nachzuweisen, bezeichnen wir die 
Summe in vorstehendem Ausdruck der Kürze halber mit &, und 
finden aus 


Yı = eu,2 


die Differentialquotienten 


Re 
und 
2 
ae: on BER: P>y + Dueaz , 2' + a2eaz, 2, 


wo 2’ und 2” die erste und zweite Ableitung der Summe Z 
nach z vorstellen. Diese Ausdrücke, in die Differentialgleichung 
(11.) substituirt, bringen dieselbe auf die Form: 


(29.) 
222” — (B— 0)222%' + (m +n +2 — A) —(B — o)(m— + 1)z 
+4A—l—-m—n)2—0. 


Führt man hier in den Ausdruck zur Linken statt &, 2’ und 
2" die obige Summe aus (28.) und ihre Ableitungen ein, so nimmt 
derselbe, unter ein einziges Summenzeichen gebracht, zunächst 
die folgende Gestalt an: 


2 . 
Bu ee en 
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A—u—a—-D)A—m— a— Yrimaeml, 
— (B—e) (A— m— 4— 1)24-m-« 
+(m+n+2— 24) (a —m—a— 1)? -m-aQ1} I 
— (Bo) (m 14 oma | 
\+AaA—1—m— n)zi-mna-1 / 


(m+a)!In 1 
N er 


Diese Summe lässt sich leicht in die beiden folgenden zerlegen: 


Intl- 
As ehe + Da): mean | 


(m + 6) Ina 1-2 I 
+s a!(B— 3 — oja-ı .h.2 1: 


von denen die erstere offenbar auch so: 


(m+a + l)!n«tı I—ı se 2 
2 ern alle 2 


geschrieben werden kann. Sondert man jetzt von der zweiten 
Summe das erste Glied dadurch ab, dass man zuerst 0 und dann 
«+1 .an die Stelle von @ setzt, so wird dieselbe, weil eben jenes 
erste Glied ‘Null ist: 


merurtrnet en, 
TIT(B. (Ba) 2% | - 


Sie ist demnach der ersten Summe gleich und entgegenge- 
setzt, und der Ausdruck zur Linken in (29.) ist wirklich der Null 
gleich. Der Eingangs des gegenwärtigen Paragraphen ausgespro- 
chene Satz ist somit für den untern Grenzwerth des Integrals (12.) 
erwiesen. Der Beweis für den obern Grenzwerth ist dadurch 
aber ebenfalls geliefert, indem derselbe aus dem Vorigen hervor- 
geht, wenn man nur durchweg « mit f und m mit n vertauscht. 


+S 


Sind daher u und »v beide positiv ganz und resp. 
gleich m+I1 und gleich n+1l, so genügt der Differen- 
tialgleichung (11.) folgendes allgemeine Integral: 


(30.) 
(m +a)m iin! 
y=Cıe=.S nr a] 
& n (n + ar I-1.mel-ı Bea 
+ C,.eß s| -v u EZ ı]. 


Sind dagegen u und v beide negativ ganz und be- 
ziehlich gleich—n und gleich — m (wo m oder n oder beide 
zugleich auch Null sein können), so genügt jeder der Grenz- 
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werthe des Integrals (14.) für sich der Gleichung dl »), 
und ihr allgemeines Integral ist das folgende: 


(31.) 
E is (m gym |. nel ee we 
yz 68 2 Te „+ | 
4 e re (n +a)rI—1,.mal-ı 2 nn 
+02.e® sc 1%. et |. 


Der Beweis hierfür kann ganz in derselben Weise wie vor- 
her geführt werden. 


$. 4 Wenn man in der Gleichung (11.) A= 0 annimmt, und 
nachher mit z wegdividirt, so geht dieselbe über in die folgende: 


(32.) 


[ar v= wre]. l ee +[-w-pataße]. y=V. 


Es ist dies die nämliche Gleichung, welche Herr Spitzer in 
seinen frefllichen „Studien über die Integration linearer 
Differentialgleichungen“ so meisterhaft behandelt hat. Ihre 
Integrale ergeben sich, unter den nämlichen Bedingungen für 
« und v, aus den oben für die Gleichung (11.) aufgestellten, wenn 
man daselbst A ='0 setzt. | 


Sind daher u und v beide positiv und kleiner als 1, so gehst 
der Gleichung (32.) das allgemeine Integral: 


(33.) 
ß 
y— C, f er (vd — a)u—1l,.(v— Byr—1,dn 


& 


+0,. 1-0 ih ö er(v— a)? .(v—B)-4.dv: 


Wäre zugleich u+v= 1, so müsste als allgemeines Integral 
(34.) | 
2 ß 
y=L;, fi er (v — a)u1.(— B)r—1.dv 


& 


+6: f ; ev ,(v— a)H1,(— B)1.log[z(v —a) (v—ß)] . dv 


genommen: werden. 
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+» Sind ferner w'und v beide»positiv ganz und beziehlich "gleich 
mL und gleich » +1, so hat man 
' (85.) 


(m+a)@ | -Inal | 


U 33 C,.ee2:8 \ tree a)t.zmtat1 


| (n+a)rı-1.mel—1ı 
+ C, .eßz . s|- Tg mr 1 


als ällgemeines Integral. Wenn dagegen u und v beide negativ 
ganz und resp. gleich —n und gleich —m (oder auch Null) sind, 
so genügt: 


(36.) 
K ve ee 
u Se ZA EN USE Si u 
Br 
+ C,.eP “ s| -n. ET B- jr ee .2 |. 


Zu derselben Gleichung (32.) und ihren Integralen (33.) bis 
(36.) gelangt man auch, wenn man in (ll.) A=4a-+v—1 annimmt, 
und nachträglich w ‚dureh 1—v und v durch 1—u ersetzt. 


$. 5. Nun denke man sich in den Gleichungen (11.) und (32 ) 
unter z eine beliebige Funktion: von. 2, und setze demgemäss 


und 


— U 
—— 


wo die Ableitungen von y und z nach © durch Accente angedeu- 
tet sind. Jene Gleichungen gehen alsdann in die folgenden über: 


(Il.a) 
222’ y" + (u +v— 24)z2'?— (a + 8)222'? — 2%” ]y' 
+[aa- 1 — a—v)z'34 (Aa +) — av— Bu)zz'?+ 0ß222'?]y—0, 
(32.2.) 
ze’ y" + [(utv)z'? — (a4 B)22 222” ]y’ + (ot Bu)2' + 0ß22’2])y 0. 


„Es genügen denselben natürlich noch ‚die nämlichen Integrale, 
welche in den vorhergehenden Paragraphen für die Gleichungen 
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(11.) und (32.) angegeben worden sind, wenn nur auch'in den 
Integralen statt z die obenerwähnte Funktion von & gedacht wird*). 


Man kann nun die Gleichungen (11.a.) und (32.a.) vortheilhaft 
benutzen, um aus ihnen unzählige lineare Differentialgleichungen 
nicht blos zweiter, sondern auch höherer Ordnungen sammt ihren 
Integralen abzuleiten. Bezeichnet man nämlich, sowohl in (11.a.) 
als in (32.a.), die Coefficienten von 4", y' und yder Reihe nach 
mit Z,, Z, und! Z,, so dass jene Gleichungen jetzt in der Gestalt 


Zy”+Z,y + Zy = 0 ».(87.) 


erscheinen, und differentiirt diese Gleichung nmal nach x, so er- 
hält man nach dem bekannten Theorem des Leibnitz: 


(38.) 
2. Ey (0) de der, (m) az, a 
gar? 1\1)' Ze "dartıt en a 
dry n\ dZ, dry 
+ Z . dz"+1 ( > = 0. 


dr 
+ Zu. Tan 


ee 


Brieht nun diese Gleichung, für irgend eine bestimmte Funktion 


„dey 
z von z, mit Von ab, so setze man 


== Tom 3 (39.) 


man erhält alsdann eine lineare Differentialgleichung der (n+2—m)ten 
Ordnung in » sammt einem ihr genügenden Integral (39.), wenn 
nur in (39.) unter y das jedesmalige Integral der Gleichung (37.) 
verstanden wird. i 


*) Die Beziehungen zwischen den beiden Funktionen % und 2%, welche 
durch die Differentialgleichungen (11.a.) und (32...) und ihre Urglei- 
chungen ausgedrückt sind, bestehen natürlich fort, welche der beiden 
Funktionen man auch als Unbekannte ansehen mag. Ordnet man daher 
z. B. die Gleichung (32.a.) nach Differentialquotienten von 2, indem man 
3 als unbekannte, Y als beliebig gegebene Funktion von 2 betrachtet, 
so genügen der nichtlinearen Differentialgleichung 


ya’ +ylavt+ Pa — ep]? + y’[-a—v + (a+B)2]e'?— yYz' =0 
noch immer die Integrale des $.4., wenn in denselben unter % die näm- 
liche gegebene Funktion von Z verstanden wird. 
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"Wie nützlich aber dieses Verfahren für die Integration linearer 
Differentialgleichungen sei, möge aus den folgenden Beispielen 
erkannt werden. 


$. 6. Setzt man zuerst in Gleichung (Al) z=x, so dass 
Z,=32, 
Z = (utv Ar (a +B)a®, 
Z, = Mat lv) + (Ka+B) —ev— Bu)e + apa? 


wird, so ist die neue Gleichung von der ursprünglichen (11.) nicht 
- verschieden. Substituirt man aber ihre Coefficienten. Z,, Z, und 
D D 4 D 2) . ° . Ar 3y 
Z, in die Gleichung (38.), so bricht diese mit ——% ab, und man 
0 2 = « , da? } 
dn-27 Er 
gelangt, dan2 = w setzend, zur folgenden linearen Differential- 


gleichung vierter Ordnung: 
(40.) 
24 (ae Fv— 2 + 2n) = — (a + P)22]w” 
i AQR+1 3 1 AS Te Fe 
+((A— 20) (+ P)— av — Bu)e + apa? 
 +RlA—n + (e+ PB) — Bu + 20ßa]w' + aßr(n —1)w — 0, 


von welcher man jedesmal, unter den nämlichen Bedingungen für 
# und v, ein partikuläres Integral mit zwei willkührlichen Con- 
stanten findet, -wenn man das betreffende allgemeine Integral der 
Gleichung (11.) (a—2)mal nach & diflerentiirt. 


Für «= geht die Gleichung (40.) über in die folgende Glei- 
chung dritter Ordnung: 


(41.) 
20" + [u +9 — 244 20) 2 — Bx2] w” 
+RAF+1- av) tn +v-AR+n—D+BaA— u n)]o' 
i +PßnA—u—r+Dw=0, 
welcher z. B. in dem Falle, dass « und v gleichzeitig positiv und 


kleiner als 1 sind, nach Gleichung (15.) das folgende partikuläre 
‚Integral genügt: 


‚ o 
I an 


dn—ı [ GC. f ; 020 ,‚pu—l,(y—B)P—1, dv 1 


+ C,. Hu S ! er, v Y,(V—B)-A. dv 


Theil XL. Bin, 8 
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Führt man in dasselbe vermittelst der Gleichung »—= u die 
neue Veränderliche x ein, und nimmt die in beiden Gliedern sich 
ergebenden constanten Factoren mit in die willkürlichen Constan- 
ten hinein, so nimmt es die folgende etwas bequemere Gestalt an: 


(42.) 


_1 

vu= af eBux[ C, aH,ur 1. (l-u)P 14 OgarHmue, u.(1-u)-e]du. 
Natürlich kann-auch in den übrigen Fällen, in welchen oben 

das Integral der Differentialgleichung (11.) angegeben wurde, ein 

partikuläres Integral der Gleichung (41.) in derselben Weise ge- 

funden werden. 


Setzt man in (41.) auch noch 


A\=ntu—|l, 
so zieht sie sich auf die folgende Gleichung zweiter Ordnung zurück: 
(43.) 


220" +{w — u + )2— Par]w + — w)— Bin +1) 2]w = 0 


welche ebenfalls unter den nämlichen Bedingungen, wie die Glei- 
chung (11.), sich integriren lässt. Setzt man aber in (11.) Null 
statt @, x statt 2, w statt y, A, statt A, a, statt u und », statt », 
so dass sie jetzt die Gestalt 


(11'.) 
zw" +[(uı +77 —24,)2—Bx?]w'+]A, (A,+l-u; — rn )-Bln—h)r]w= 0 
annimmt, so coincidirt diese Gleichung mit der (43.), wenn man 
„=e 1 mtr, veenTe 


setzt. Der Gleichung (1l'), welche aus der Gleichung 
(11.) für «= 0 hervorgeht, entspricht daher dasallge- 
meine Integral: 
(44.) 
en 1 
Vz Yh erua] CO arte wu All — u) t+ 6er. u>(l-u)eldo, 
wenn nur A, negativ echt gebrochen und = au—J, ferner 
w positiv (unecht) gebrochen und =r+ta und », ne- 
sativ gebrochen und gleich —n+v gedacht wird. — 


Wenn dabei gleichzeitig a +v = 1 stattfindet, so gilt (nach (25. )) 
das folgende allgemeine Integral: 


die Riccati’sche @Gletchung. 115 
. (45.) 
1 \ * 
ne ze eßuz gute hunnt. (1 - uni. 1og[ eu (l—u)]. du. 


‚ Wäre ferner in der Gleichung (11’.) , =—1, u, positiv ganz 
und gleich +n und », absolut genommen eben so gross aber ne- 
gativ, nämlich gleich —n (also u=v=0), so hätte man zu der 
jetzigen Gleichung: 

n zw + @— Bzw —P(r+dw=0 (46.) 


aus (31.) das folgende scheinbar allgemeine Integral: 
dr h 
In [2°=1(C, + CgeP*)] , 
welches sich jedoch ersichtlich auf das blos partikuläre 


dr 
w= O3: mie" 1;ePe) (47.) 


zurückzieht. Das andere partikuläre Integral wäre dann noch 
mittelst der bekannten Methode der Variation der willkürlichen 
Constanten hinzuzufinden, 


Man setze endlich in den obigen Werthen von Z,, Z,, Z, 


Null statt A, so dass aus ihnen die Coefficienten der Gleichung 
(32.), nämlich: 


[4 


Base X, 
DR utv—(et+P)z, 
Zu, = — awavw— Pu+teoßz 


hervorgehen, und wende auf diese jetzt die Gleichung, (38.) an. 
Man kommt dadurch auf die folgende Gleichung dritter Ordnung: 


(48.) 


zw” +]utvt+n—(a+P)z]w” 
+ [— ev — Pu—n(a+P)+oßz]|w' +aßnw = 0 
deren Integrale aus denjenigen der Gleichung (32.) erhalten wer- 
den, wenn man dieselben (a—1)mal nach x differentiirt, übrigens 


aber die Bedingungen beibehält, welche in $. 4. für diese Integrale 
angegeben sind. 


Nimmt man auch noch e=0, so geht die vorige Gleichung 
in die folgende zweiter Ordnung über: 


zw" + (utvtn— Pa)w —Blutn)w— 0. (49.) 
8*+ 
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Diese ist ein spezieller Fall der Gleichung (32.) für Null statt 
« und n-+u statt u. ‚Ihr Integral wäre z. B. in dem Falle, dass 
« und v beide positiv und kleiner als eins sind, das folgende: 


. (50.) 
dr e 
w— Im fi eru2x[ O,. wu. I—u)P 14 Ort, u. (l—u)r].du. 


‚ 8. 7. Man nehme ferner z = x?, so ist nach (11.a.): 
Ze = 2°, 
Z, = 2[Au +9 — A) —1]22— 4(a+B)2°, 
= 844 +1— u — v)2?+8[Me + P) — ev — Pu]2?+8aßr?. 
Nun werde «= (0 gesetzt und mit 2x3 wegdividirt, so dass man - 
x? still TE 
[?(u+v—4)—1]2—2ß23 statt Z, 
und 
AA+l—u—v)+ABA—u)a2 statt Z, 


erhält; durch Anwendung der Gleichung (38.) auf diese letzteren“ 
Coeflicienten ergibt sich folgende lineare Differentialgleichung 
vierter Ordnung: 


5 (51.) 
20" + [u +v+n— 24) —1)2— 2B23]0” 
+ [Aut 2) +n—2) +44 1—u—v) +22 A—u)—3n)2?]w” 
+ 2Pn [Id A—u)—3(n—1)]2w' +2Pr(n ke. 1) [?a—u)—n +2]o=0, 


welcher in dem Falle z. B., dass u und v beide positiv und klei- 
ner als 1 sind, das partikuläre Integral mit zwei willkürlichen 
Constanten 


(52.) 
= 


dn—2 
de 


1 - 
yi eur? [ C RT a l—u)’-1 + Gar Aue l—u)r]du 


[8 
entspricht. 
Setzt man in (5l.) 2A—u)—r +2 =0, und ei A aus 


dieser Gleichung, so erhält man eine Gleichung dritter Ordnung 
sammt partikulärem Inaeree: 
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Wird in den obigen Coeffiecienten auch noch ıi=0 gesetzt, 
und nochmals mit x wegdividirt, so dass jetzt 


x statt Z, 


Uu+v)—1-2p2? statt Z, 
und 
—4ßuxr statt Z 


hervorgeht, so erhält man durch Anwendung der Gleichung (38.) 
die folgende Differentialgleichung dritter Ordnung: 


(53.) 
zw” +[2(u+v) +n—1—2B22]w’ —Aß(u + n)zw'—2ßn (2u+n— D)w=0O 
sammt einem partikulären Integral: 


(54.) 
de-ı 1 
v7 f eRus? C, ur -U1— u)? 14 0,22-2ut9)u>(l —u)-uldu. 


ar 
o 


Nimmt man in obigen Coefficienten auch noch u+v = 3, so 
können dieselben nochmals mit & wegdividirt werden, und man 
erhält: | | 

1 statt Z,, 
—2ßx statt 2; 
—4Bu statt Zu; 
welche Werthe, in Gleichung (38.) eingesetzt, zur folgenden Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung führen: 


w" = 2Bzw' + 2B Zu -+n)w. (55.) 
So lange » positiv und kleiner als 3 ist, genügt ihr das all- 
gemeine Integral: 
(56.) 


lei 
w— af er Gurt. uni Own. (1 —u)orldu. 


0 


$. 8. Von der Gleichung (32.a.) ausgehend, setzen wir z=x° 
und &—=0, und erhalten, nachdem noch mit 32% wegdividirt wor- 
den ist, die Coefficienten: 


Za =D, 
Z = (u H+vV) —2— IB}, 
Zu = - HPur?; 
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welche, nach Gleichung (38.) behandelt, die folgende Difierential- 

gleichung vierter Ordnung: 

| (57.) 

zw +[3(u+v) +n —2—3ß23]w”" —IP(u+n)a?w"—IBn(2u +n— 1) zw‘ 
—spn(n— I) Sur —-Yuv—O 


sammt einem partikulären Integral (für u Sn und v 5 = 
(58.) 


x . 
= m f ePuz[ O, ur 11 — u)” 14 C,23- 349) url — u) -t]du 


liefern. 


Nimmt man in den obigen Coefficienten auch noch u+4+v=?, 
so kann man dieselben nochmals mit & wegdividiren, und bekommt 


| statt Za; 
—IBza N Blatt 82, 
— pur statt Zo. 


Diese Werthe, in Gleichung (38.) substituirt, führen auf die 
Gleichung dritter Ordnung: 


w" —3ßar?w” + 38(3u + 2n)zw' +3BnBu+n—1)w, (59.) 
welcher der, zwei willkürliche Constanten enthaltende Ausdruck 
(60.) 


da—1 1 
en af erur[O, us. (i — u) 43 + C,xu3 5 (dl — u)-#]du 


(0) 
unter der Voraussetzung Genüge leistet, dass u positiv und klei- 


ner als 3 ist. — Die Gleichung (59.) ist aber dieselbe, welche 
Herr Spitzer im Archiv Thl. XXXVIll. S. 134. construirt hat. 


$. 9. Es werde, ebenfalls in Gleichung (32.a.), z= 24 «=. 
und ut+v==# gesetzt, so werden ihre Üoefficienten: 


Ze, = 1% 
zZ =—4ßa°, 
Z, = — 16 Bua2. 


Durch Substitution dieser Werthe in Gleichung (38.) resultirt 
die folgende Differentialgleichung vierter Ordnung: 
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(61.) 
w" — 4Badw“ +4B (du + 3n) &?w” + 4Prn (Bu + In — I)zw' 
| +4ßn (n— 1) (du tn— Yw, 


zu welcher 
(62.) 


n—2 1 , 
a f eßuzf C ur 1 — u)t+ Oyr. urmt. (1 — u)—"]du 


9 — dar? 
0 


‚als partikuläres Integral gehört, wenn nur u positiv und kleiner 
als { gedacht wird. 
$. 10. Gehen wir wiederum von der Gleichung (1l.a.) aus, und 
setzen in derselben z—.x-!, so werden ihre Coeffiecienten zunächst: 
Za um! — 1”? 3 
ZH= (utV—A—-9a>5— (+ Me", 
Z, = — A + 1 n)a-°— (Ka + B)—av - Bu)a —aßa-®. 
Nimmt man jetzt «= 0 und multiplieirt alle drei Ausdrücke 
mit — z7, so erscheint: 
23 statt Ze, 
Bz—(utv—2-2)2? statt Zı 
und 
BA—u) + MA +l—u—v)z statt Zoe. 
Wendet man auf diese Werthe die Gleichung (38.) an, so er- 
hält man die Differentialgleichung dritter Ordnung: 
(63.) ww“ +[Bx + (2A +2 430 — u — v)z?]w“ 
+ [B(n + R— u) + (n(44+3n + 1—2u —2v) + Ma +1 — u —v))e]w 
+ n[(n— 1) 2 A+n —u—v) + MA +1—u—v)jw = 0, 
und ein partikuläres Integral derselben: 
(64.) 
de-ı Ur 
f e* [G, 2 un -41-u)P 14 Gartr1ru(l-u)t]ldu. 


w=— dar 
Setzt man in den obigen Coefficienten Z,, Zı, Z, auch noch 
A=u, so lassen sich dieselben mit x wegdividiren, und es geht 
Taf HADl Er 
zZ, in BrAR+u—v)z 
und Z, in ul») 
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über. Aus diesen Werthen lässt sich durch unsere Methode die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


| | (65.) | 
zw" +|ß+(2n +2+ a —v)a]w 4 [r(a@ +14 av) +a(l—v)]w = 0 
ableiten, deren allgemeines Integral 


(66.) 
dr 4 Be y 1 1 y : 
wenig: e! [GO 278. wu Ju) 4 Gar) Su rlbenlee] du 
ist, wenn a und » beide positiv und kleiner als I gedacht werden. 


$. 11. Es werde ferner in (la) z— al gesetzt, so erhält | 
man: 


Za = iz, 
Z, = alutv -R+ De —1(a + ß), 
Zo=3hA+ 1 — u—n)a34 (dla + B) —au—Bv)a-i4 Laß 
Nimmt man jetzt e=—ß und v— # und multiplicirt alle drei 
Coefficienten mit 8x3, so kommt: 
4a? statt Z,, 
2a —A+ljz statt Z, 
und 
AA+l—2u)— pr statt Zu. 


Substituirt man nun diese Werthe statt £5; Zy und Z, in die 
Gleichung (38.), so ergibt sich folgende Gleichung dritter Ördnung: 
(67.) 

4220" + 2a — + 4n + 1]2w 
+ Pr u — At — 1) +iaA+1 — 24) — B?x]w' — np? = 0. 

Es’ genügt derselben, so lange u positiv echt gebrochen ist, 9 

das partikuläre Integral: 
(68.) 
da—ı ?’ 41 : 
= a) efwv2[O,x ‚(1 -u2)4—14 C,H), (u) u]. 
E\ 

Wird in den obigen Coefficienten auch noch A— 0 gesetzt, 

so kann man dieselben mit x wegdividiren; bedient man sich als- 


dann der so umgewandelten 'Coefficienten, 80 führt unsere Me- 
thode zu der Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
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Arw" +2 u tin + dw — Ru—0, (69.) 


welcher unter der Bedingung, dass g positiv und echt gebrochen 
ist, ; 


(70.) 
pe a + eBuve[C (1— u)e-14+C au. (1 — u2)-uld 
”— Jan 2 y jan 


zi 
als allgemeines Integral genügt. Für a—=% würde dasselbe je- 
doch auf ein partikuläres Integral zusammenschrumpfen; das all- 
gemeine Integral erhält man in diesem Fall, von der Formel (25.) 
ausgehend, in folgender Gestalt: 


dr +1 eßuv: 
w= Cı an ea [C,d4—ud)vz]ldu. (71. 
$. 12. Gehen wir unmittelbar von der Gleichung (32.a.) aus, 
indem wir daselbst z= x, e—=—ß und v=u setzen, und 
schliesslich mit — 82? wegmultiplieiren, so findet sich: 
Z, = 42°, 
zZ, =—2(2u —3)22, 


und daraus, mit Hilfe der Gleichung (38.), die folgende Difieren- 
tialgleichung dritter Ordnung: 


(72.) 
120" 22a -6n-3]20 + [n(2u-In)c+B2]oo42na-D2w-2n+ 1] 


Derselben genügt, unter der Bedingung eines positiv echt ge- 
brochenen u, der Ausdruck 


(73.) 


da-1 » +1 
ai f eNZTCA ui 4 Ozu-kl —u2)-e]du 


—1 


als partikuläres Integral. 


$. 13. Setzen wir endlieh in Gleichung (32.a.) z=logz, sokommt: 


log x 
Za = = B) 


log 
a2? 


ze 4). 


w+Pßu , «Blog 


LzE-— 
0 4029 23 
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Wählt man nun u=v=0, und dividirt sodann mit 2 — weg, 
so erhält man die Differentialgleichung: 
ay"— (+ B-Maytapy=0, (74.) 
welcher nach Formel (36.) Br allgemeine Integral 
y= Gac+ C,aß (75.) 


genügt. Setzt man, noch weiter spezialisirend, e+ß=1, also 
ß=1-—.ae, so hat man für die neue Gleichung: 


22y"+(l—o)ay = 0 (76.) 
das folgende allgemeine Integral: 
y= (2% + O,e!-e, (77.) 


Wollte man auf die Gleichung (74.) das Verfahren der Formel 
(38.) anwenden, so würde man zu keiner neuen Gleichung gelan- 
gen, indem die (74.) ihre Form beibehält, wie oft man sie auch 


differentiiren mag. 


$.14. DieRiccati’sche Gleichung. Setzt man in (32.a.) 
z—= x”, so ergibt sich: 


Za — mern, 
Zı = m[m(a +» — 1) +1] 229-2 — m2(a + B)z3m-2, 
Zo = — m? (av+ Pu)aIm 3 + uBaßztm-3, 


1 
Man wähle jetzt «= —ß.v— « und m=TZ Ph bleibt, 
wenn man auch noch durch mx?=-1 wegdividirt, nur oh 


1 statt Z,, 
0 statt Z, 
2 Inst 
—A=2u)2 .al-2u statt Z, 
übrig. Substituirt man diese a auzenten | in die Geiehiäing (32.2.), 
nachdem man noch 


j Em =k oder =; a 7’ (78.) 
und 
RD uf; 2 | 
P=1—2u° ode B= 543 (79.) 


gesetzt hat,.so erhält man die bekannte Riccati’sche Gleichung : 
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y=at.y, (80.) 
deren vollständiges Integral sich demnach aus Gleichung (33.) 
nach wenigen Umformungen wie folgt ergibt: 
(81.) 


k 


+1 Zw & k+4 
Yy El: e k+2 en 2k+4 +Ü al—u) 2k+4] du. 


Dieses Integral, in welchem 5 statt =*t? steht, gilt, so lange 
k 
uw oder „,—— IE +4 positiv und kleiner als I ist; dieses trifft aber zu: 


1) für jeden positiven Werth von % und 2) für jeden negativen 
Werth von % zwischen —4 und —». 


Macht man in die Riccati’sche Gleichung (80.) die Substitution 
s=att?, (82.) 
so geht sie über in die folgende: 


dy k+ldy_ 1 


se tar2 dE (rd .y=b, (83.) 


welche mit der Gleichung (69.) in $.11. übereinstimmt, so lange 
k+1 
kr2 P 

—_ _9 und k=—4, und man hat in diesem Falle das vollstän- 
dige Integral der Riccati'schen Gleichung nach Formel (70.) in 
folgender Gestalt: 


sitiv-und grösser als % ist. Diess findet Statt zwischen 


(84.) 


dr + 2uy S 
y= fs ek+2[C,(l — u2)u—1 + 0,.83#(1 —u2)-#]du. 

2) 

Dabei muss n als positiv ganze und u als positiv echt ge- 
brochene Zahl aus der Gleichung | 

k+]1 
ntu#t3=7,%9 (85.) 

bestimmt, und nach vollendeter Differentiation vermittelst der Glei- 
chung (82.) z an die Stelle von & zurückgeführt werden. 


Die Formel (84.) verliert jedoch ihre Geltung für u„=3%, d.h. 
wenn 


aa re (86.) 
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also gleich einer positiven ganzen Zahl wird; alsdann kann man 
aber das Integral der Formel (71.) entnehmen, und erhält: 
dr + ek+2 2 KO 
ER Kl TERN | En 
‚wenn nur n als positive ganze Zahl der Gleichung (36.) gemäss 
gewählt wird. 


Die Formel (84.) wird ferner unbrauchbar, wenn u in (85.) 

gleich Null ist, wenn also | | 
k+1 

gefunden wird, unter n wie bisher immer eine positive ganze Zahl 

verstanden. Findet man aber aus. (S8.) 


und setzt diesen Werth statt #in den Ausdruck Et welcher in 


(78.) mit u bezeichnet war, so ergibt sich, wenn man nachträg- 
lich statt » lieber n +1 schreibt, 


k 
IEYA =n+l. (89.) 


Das dortige u ist also in diesem Falle positiv ganz, und das 
Integral der Riccati’schen Gleichung ergibt sich in geschlossener 
Gestalt aus Formel (35.), wenn man daselbst «= ß=AnH+l, 

y 1 


m=n, undza=x ”H setzt, wie folgt: 


(90.) 


n+a+1 
(n + er II ,nelyg Fr 


1 Ex 
Be | da) 
9 le Sg, 


1 Bau © 
DER rTE| (na -U,maı-1,z 2n+1 
+ C,.e ( n+ )x . Ss 22, (2n +1) 
Dieses Integral gilt nicht nur, wenn n aus (89.) als positive 
ganze Zahl gefunden wird, sondern auch noch für n=0, d.h. 
fr —4A. 


e 1 . 
Nun setze man noch in Gleichung (83.) y = Eht2,y,, so geh 
sie über in die folgende: | 


- 
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| iR d2y , k+3 dyı l 


» ——— 


a 


BERN 7 k+3 
welche mit der Gleichung (69.) übereinstimmt, so lange . po- 


sitiv und grösser als $ ist, d.h. wenn % zwischen 0 und —2 liest. 


Man findet demnach zunächst y, aus Formel (70.) und daraus, 
1 


nachdem man vor dem Differentiationszeichen £X+2 nach Gleichung 
(82.) durch x ersetzt hat: - 


(92.) 


dr +1 2uy S 
a ef ek+2 TC, 1 — u)" t+ G,E3=u(l — u)" ]du. 
= 
—1 
Diese Formel gibt also das voliständige Integral der Riccati'- 
schen Gleichung, wenn % zwischen O und —2 liegt. Dabei muss 
aber n als positiv ganze und u als positiv gebrochene Zahl aus 
der Gleichung . 
k+3 
n+ut3=7,19 (93.) 
bestimmt, und nach vollendeier Differentiation vermittelst der 
Gleichung: | 
£ — ıkt? (82.) 


x an die Stelle von & zurückgeführt werden. Die Formel (92.) 
verliert jedoch ihre Brauchbarkeit, sobald aus (93.) » = 3 gefunden 
wird, wenn also 
k+3 
k+2 
eine positive ganze Zahl ist. Alsdann benutze man zur Auffin- 
‘dung von y, die Formel (71.); man erhält: 
Zuy 
Ed ua Hdu: 
y = Lı?- Im Nio2 og[C,(l —uy)väldu.  (95.) 


rer (94.) 


» 


Die Formel (92.) verliert ihre Geltung auch noch in den Fäl- 
len, wo : 

k+93 

nr 23 n-+2; 


Ia 


also u=0 sich ergibt. Dann ist aber 
2n —2 


n—3_ 


k=— 
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Wird dieser Werth in den Ausdruck gesetzt, welcher 


in (78.) mit u bezeichnet wurde, so findet man, wenn auch hier 
n durch n+1 ersetzt wird: m 
4 I: * 


Das u der Gleichung (78.) ist daher jetzt negativ ganz, und 
1 


man erhält, indem man e=— P==—(2n +1), m—=n und z= aA" 
in die Gleichung (36.) substituirt, das allgemeine Integral der Rie- 
cati'schen Gleichung in geschlossener Form: 


‚ (97.) 


n—A 


1 Zee 
Zufi | (nta)pr Ina, art | 
y=6G.e@rtd  .SL(—D*. 11° 129. (An 
1 


J n—a 
(nt) I—U,nal-ı, et | 
2. +1 


2n+1 


+ O,.e-an4Ve" NS 


Dieses Integral gilt nicht nur, wenn n als positive ganze Zahl 
aus (96.) sich bestimmt, sondern auch, wenn n=0, d.h. k=P0 ist. 


Es wäre somit die Riccati’sche Gleichung für jeden reellen 
Werth von % vollständig integrirt, mit Ausnahme des speziellen 
Falles, wo A=—2. Für diesen Werth wird aber die Riceati’sche 
Gleichung identisch mit der früher behandelten (76.), und geht 
aus dieser hervor, wenn man | 


Al—eo)e—=]1 
setzt und daraus 
e=3(1l4+95) 


bestimmt. Dieser Werth, in Formel (77.) eingeführt, liefert 
y= 6.9) + C,.z3a-vd) (98.) 
als vollständiges Integral der Gleichung 


ey" =y. (99.) 


ren ee 
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Ueber die zwischen den Seiten des in einen Kreis beschriebe- 
nen regulären Fünfecks, Sechsecks und Zehnecks Statt findende 


Relation. 


Von dem Herausgeber. 


Der Beweis des bekannten Satzes, dass die Differenz der 
Quadrate der Seiten des in einen Kreis beschriebenen regulären 
Fünfecks und Zehnecks dem Quadrate des Halbmessers des Krei- 
ses gleich ist, macht in der Elementar-Geometrie immer einige 
Schwierigkeit. Dadurch ist neuerlich Herr Rector Dr. Grebe in 
Cassel, indem er zugleich ganz zweckmässig den von ihm zu 
den schönsten Sätzen der Elementar-Geometrie gezählten Satz so 
ausdrückt: ‚‚Wenn in einen Kreis regelmässige Polygone von 
fünf, sechs und zehn Seiten beschrieben sind, so ist das Quadrat 
der Fünfecksseite so gross als die Quadrate der Sechsecksseite 
und der Zehnecksseite zusammengenommen‘ in 'einer zu dem 
funfzigjährigen Doctorjubiläum des hochverdienten Gerling 
in Marburg verfassten Gratulationsschrift *) veranlasst wor- 
den, den Satz in die Stereometrie, nämlich in die Lehre von den 
regulären Körpern zu verweisen, wo er sich allerdings auch ganz 
leicht und gewissermaassen von selbst ergiebt. So gerne ich 
auch das Verdienst der zugleich noch manche andere lehrreiche 


*) Bemerkung über einen Lehrsatz der Geometrie, dem 
Herrn Geheime Hofrath Dr. Chr. Ludw Gerling n.s.w. am 
21. Mai 1862, dem frohen Gedächtnisstage an die vor funf- 
zig Jahren erfolgte Doctor-Promotion. als Zeichen der 
Liebe und Verehrung gewidmet von Dr. E. W. Grebe, Ree- 
tor der Realschule in Cassel. Cassel, 1862, 4°. 
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Bemerkungen enthaltenden kleinen Schrift anzuerkennen bereit 
bin, so kann ich doch der vorstehenden Ansicht nicht ganz beistim- 
men, indem ich vielmehr der Meinung bin, dass man den ganzen 
Gegenstand überhaupt aus einem allgemeineren Gesichtspunkte 
auffassen sollte. Nach meiner Ansicht sollte man sich nämlich, 
ganz abgesehen von den regulären Vielecken, die allgemeinere 
Frage vorlegen: welchen Bedingungen zwei Sehnen eines 
Kreises, von denen die eine den einfachen, die andere 
den doppelten Bogen umspannt, unterworfen sind, 
wenn die Differenz ihrer Quadrate dem Quadrate des 
Halbmessers des Kreises gleich sein soll. Diese Frage 
wollen wir jetzt zu beantworten versuchen. ! 


Wir denken uns also eine Sehne in einem mit dem Halb- 
messer r beschriebenen Kreise, und bezeichnen dieselbe durch s. 
Dieser Sehne entsprechen zwei Bogen des Kreises, die einander 
zur ganzen Peripherie ergänzen. Bezeichnen wir nun die Sehne 
des halben entsprechenden Bogens im Allgemeinen durch Ss], So 
haben wir, wie aus Taf. I. Fig. 4. auf der Stelle erhellet, die fol- 
gende Gleichung: | 


m 


222.2. PeirkerVe, 


wo das obere Zeichen dem von der Sehne s umspannten Bogen, 
welcher kleiner als der Halbkreis ist, das untere dem von der 


Sehne s umapannten Bogen, welcher grösser als der Halbkreis’ 


ist, entspricht. Diese Gleichung bringt man durch Entwickelung 
des zweiten Qnadrats auf der rechten Seite des Gleichheitszei- 
chens leicht auf die Form: 


2) BE 0 s?=ı(r FV r?2— 452) 
oder: 
3) . . . 5 . +?r Nr? i2— 2? — 52, 


woraus sich BAR wenn man diese Gleichung quadrirt, sogleich 
die Gleichung: 


4) . ba 2 u 1 BZ = Ss — Ar?s,? + r?52 = N) 


ergiebt. 
Soll nun ®—s,?=r?, also s®?= s)?-+72 sein, so muss nach 
vorstehender Gleichung sein: | 
sı? ars 3r2s,? + r* = 0, 


also: 
5) 

Folglich ist: 
6) 

oder: 
7) 


oder: 


8) 
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(33 — 2r2s,2 + 17%) —r?s?=0, 


re; 


(3? + rs, — Tr?) (1? — rs, rd) = 0 


S entweder 3? +7, —r?=0, 


} 
oder  s?— rs —r?—=0; 


entweder ,?=r(r—Sı); 


ode s?=r(r+Ssı); 


s entweder r:, = sı:r —Sı: 


oder Tr: =S:r + Sı- 


Durch Auflösung der Gleichung 


in Bezug auf s, als unbekannte Grösse erhält man: 


se +rsı —r?=0 oder sy? +rs, =r? 


5 ze + ar (V5 + »), 


folglich, weil s, nicht negativ sein kann: 


- 


v5—1 
$ BT TE 


129 


Nach dem Obigen ist ®—=r? +52, also, wie man leicht findet: 


Aus der Gleichung 


ss? —rı -_r—=0 oder s?—rsı =r? 


erhält man, wenn man dieselbe wieder in Bezug auf s; als un- 
bekannte Grösse auflöst: 


s=tirw5+t), 


folglich, weil s, nicht negativ sein kann: 


Theil XL. 


s rl; 
ENT 
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und, weil ®=r? + sı? ist, wie man leicht findet: 


e_d5+v5 


r?. r 


ui 


Nehmen wir beide Fälle zusammen, so ist mit Beziehung der 
oberen und unteren Zeichen auf einander: 


5FV5 w5Fl 


5 v2, TI ga 


Dina, IN Aut 


Man überzeugt sich leicht, dass weder s, noch s; den Durch- 
messer 2r übersteigt, und dass also die beiden Sehnen s und 5; 
in den Kreis immer wirklich eingetragen werden können. 


Natürlich entsprechen die oberen und unteren Zeichen in den 
vorstehenden Formeln respective den Fällen: 
tr —r—=0 ud s?— rs, —-r—0, 
oder: 


s°=r(r—s}) und s?’=r(r+s), 
oder: 


rt: =$S:r—sı und 1 =Ss:r+$. 
Setzen wir: 


5—9V5 5—1 
Be 5 ve, 4 r 


so ist, wie man sogleich übersieht: 
s Br Tr, 5 < Tr; 


also nach dem Obigen: 


r<s<ıı, 1 <r. 


Setzen wir: 


„+95 v5+1 


wa en 


so ist, wie man eben so leicht übersieht: 

s>r, ı>r; 
also nach dem Obigen: } 
T<s<9r, r<s < 2r. 


Im ersten Falle ist: 


„(El 8, 


= 2 
2 2 i 
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also: 


2.92 v3 


2? — 1°= 5 


r2, 


und diese Grösse folglich positiv; im zweiten Falle dagegen ist: 


R eu) 234905 
:T TR 


3 
also: 


v5, 


2 —ı?= — in 


und diese Grösse folglich negativ. Wegen der Gleichung 3) ge- 
hört also die Sehne s,; im ersten Falle der Hälfte des kleineren, 
im zweiten Falle der Hälfte des grösseren der beiden von der 
Sehne s umspannten Bogen an. 


Wir wollen nun in beiden Fällen die Sehne s, durch Con- 
struetion bestinnmen, indem wir dieser Construction die beiden 
aus dem Obigen bekannten Proportionen: 


T:5 — 5:78} ’ 

ee 
zu Grunde legen. Zu dem Ende machen wir in Taf. I. Fig. 5. die 
Linie AC dem Halbmesser r gleich, errichten in A auf AC ein 
Perpendikel AO=!r, und beschreiben aus O als Mittelpunkt mit 
AO als Halbmesser einen Kreis, welcher von der durch C und 


O gelegten Geraden in den Punkten B und 3’ geschnitten wird; 
so ist 5 —=BC in Bezug auf die Proportion 


r:5]| = Sı,: 77191; 
und ss =B'C in Bezug auf die Proportion 
ua ek 


Man kann auch noch aus € als Mittelpunkt mit den Halbmessern 
BC und B’C Kreise beschreiben, von denen die gehörig über 
C hinaus verlängerte AC in D und D’ geschnitten wird, wo 
dann auch ss = CD in Bezug auf die Proportion 


Tr: =5:7751> 


und ss —=CD' in Bezug auf die Proportion 
T:5, = $Sı :r+Sj 


ist. Dies kann mittelst bekannter Sätze von dem Kreise und den 
Proportionen sehr leicht auf folgende Art bewiesen werden. 
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Es ist nach einer bekannten Eigenschaft des Kreises: | 
BC: AC= AC:B'C; 
also: 


BC: AC— BC= AC: BC 40, 


BC: AC—-BC=AC: BC, 
10:5 BC_S BC.S AC-BC 
FR AC-CD 


EN 


a8: 


? cD"rtcD': 


oder 
AC:CD= CD: AD; 
ferner: 
AC+ BC:AC= 4C+B'C:B'C, 
B'C :4C=4C+B'C:B'C, 
m BC_SBCKACH+BC 
AUT en =} co't acıcn 
oder 
AC:CD' = CD':AD!'; 
womit offenbar die obigen Behauptungen vollständig bewiesen sind. 
Wir wollen jetzt annehmen, dass in Taf, I. Fig. 6. der Punkt 
D in dem Halbmesser AC des beschriebenen Kreises nach dem 
Vorhergehenden so bestimmt sei, dass 
AC:CD=CD:AD 
ist, und wollen dann s =CD=AB als Sehne in den Kreis ein- 
tragen, worauf wir BC und BD ziehen. Weil nun 
AC:CD=CD:AD, 
also 
AC:AB= AB:AD 
ist, so sind die Dreiecke ABC und ABD ähnlich, und es ist 
folglich das zweite eben so wie das erste gleichschenklig, also 


AB=BD=CD, woraus, wenn wir den Winkel ACB am Mit- 
telpunkte des Kreises durch z bezeichnen, auf der Stelle folgt, dass 


Z£BAC=LABC= LADB= 2%. 


und dass folglich 5x — 180°, also 236°, nämlich der zehnte 
Theil von 360° ist. Also ist AB, und daher auch s), die Seite 
des in den Kreis beschriebenen regulären Zehnecks, also s die 
Seite des in den Kreis beschriebenen regulären Fünfecks, die 
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man erhält, wenn man den Bogen A’B gleich dem Bogen AB 
macht und AA’ zieht. Es ist 22 = 72°. 


Ferner wollen wir annehmen, dass in Taf. I. Fig. 7. et Punkt 
D in der Verlängerung des Halbmessers AC des beschriebenen 
Kreises über den Punkt © hinaus nach dem‘ Vorhergehenden so 
bestimmt sei, dass 


AC:CD=CD:4D 


ist, und wollen dann s =CD= AB als Sehne in den Kreis ein- 
tragen, worauf wir BC und BD ziehen. Weil nun 


AC:CD=CD:AD, 
also 


AC:AB= AB: AD 


ist, so sind die Dreiecke ABC und ABD ähnlich, und es ist 
folglich das zweite eben so wie das erste gleichschenklig, also 
AB=BD=(CD, woraus sich, wenn wir wieder den Winkel 
ACB am Mittelpunkte des Kreises durch x bezeichnen, auf der 
Stelle ergiebt, dass 


ZBAC= ZABC = ZADB = = — (180° — x) = 2x — 180°, 
folglich 
2 + (2x — 180%) + (2x — 180°) = 5x — 360° = 180°, 


also 52 —= 540%, 21089 ist. s erhält man, wenn man den Bo- 
sen A'B= AB macht und AA’ zieht, wobei man zu bemerken 
hat, dass 22 —= 216° ist. 


In beiden Fällen findet also mit Bezug auf Taf. E. Fig. 6. und 
Taf. 1. Fig. 7. die Relation: 


A4'2 — AB? = 1? 
Statt. 


Die leicht durch sich selbst verständliche Fig. 8. auf Taf. I. hat 
gedient, die Richtigkeit des VWorhbergehenden praktisch zu prü- 
fen, wobei ich nur bemerken will, dass immer 72° + 1080 — 180° 
ist. Dass die beiden rechtwinkligen Dreiecke, deren Seiten 
s, 51), r sind, einander ähnlich sind, erhellet leicht, weil 


' 
I 


v5—1 v5s+1 Vz ro 


rn TFngmitit oder 1: rief 
I ” pP 


:1 


ist, wie sogleich daraus hervorgeht, dass oflenbar 
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v5—1l v5+l1 


Bd u A a 


2 2 


ist. Ueberhaupt sind die gleichen Verhältnisse der drei ‚Seiten 
der beiden ähnlichen De 


Ver v5-1 vr 
r FO TT EEE Sp Mi Te 2 


7 


oder: 


Ve VEN, a. 


Ich komme vielleicht späterhin auf die Beantwortung ähnlicher 
allgemeinerer Fragen wie die obige zurück, und empfehle für jetzt 
nur das Vorstehende der weiteren Beachtung der Leser. 


N 


Ueber den Beweis der drei Brüder für den Ausdruck des 


Flächeninhalts des Dreiecks durch die drei Seiten. 
Von dem Herausgeber. 


Herr Dr. Paul Escher in Wien hat mir schon vor gerau- 
mer Zeit,-und weit früher als der in Thl. XXXIX. Nr. XT. S. 186. 
abgedruckte Aufsatz von Herm Kinkelin in Basel mir zuging, 
für das Archiv eine ziemlich ausführliche Anzeige des folgenden, 
mir übrigens ganz unbekannten Werkchens eingesandt: 


Ebene Geometrie. Ein Leitfaden beim Unter- 
richt. Von Rektor F. von Kieser, Vorstand der 
königlichen Realschule in Stuttgart. Vierte 
Auflage. Nach des Verfassers Tode umgear- 
beitet und vermehrt von W. G. F. Bohnenberger, 


Professor am theologischen Seminar in Blau- 


beuren. Stuttgart, Verlag von Adolph Oetin- 
ser. 1859. 


Aus verschiedenen Gründen, die weiter kein Interesse für die 
Leser des Archivs haben können, habe ich aber diese Anzeige 
nicht abdrucken lassen. Jedoch will ich jetzt, da ich gern jeder- 
zeit allen meinen Correspondenten und Mitarbeitern so viel als 
irgend möglich gerecht zu werden suche, bemerken, dass der 
Herr Einsender in derselben den verstorbenen Kieser als einen 
der trefllichsten Lehrer bezeichnet, eben so wie den jetzigen 
Rector der mathematischen Abtheilung der polytechnischen Schule 
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in Stuttgart, Herrn Dr. Bernhard Gugler, dessen persön- 
liche Bekanntschaft gemacht zu haben, zu meinen eigenen ange- 
nehmsten Erinnerungen aus dem Jahre 1856 gehört. Weiter sagt 
dann der Herr Einsender über das Kieser’sche Buch sehr viel 
Rühmliches, bemerkt, dass er sich enthalte, einzelne interessante 
Partieen’aus demselben auszuheben, so viel Veranlassung dazu 
das ausgezeichnete Buch auch biete, und fährt dann wörtlich fol- 
gendermaassen fort: | 


„Doch kann ich mich nicht enthalten, den Leser wenigstens 
mit einer darin vorkommenden Neuerung bekannt zu machen, die 
wohl an und für sich schon verdient, in weiteren Kreisen be- 
kannt zu werden, und die zugleich hinlänglich erkennen lässt, 
“zu welchen Erwartungen das besagte Buch in constructiver Be- 
ziehung berechtigt. “ 


„Bekanntlich lässt sich die Formel für den in den drei Sei- 
ten eines Dreiecks ausgedrückten Flächeninhalt desselben sowohl 
algebraisch, als trigonometrisch herleiten. Eine rein- geometrische 
Herleitung derselben besassen wir aber früher nicht, und so kam 
es, dass Lehrbücher der Geometrie, welche bei ihren Entwicke- 
lungen weder algebraische, noch trigonometrische Kenntnisse vor- 
aussetzten, die besagte Formel für den Dreiecksinhalt entweder 
gar nicht enthalten oder den Leser erst in einem eigens hiezu 
aufgestellten Anhang damit bekannt machten. In dem Nachlasse 
Kieser’s fand sich nun eine rein-geometrische Entwickelung 
dieser Formel vor, welche von Prof. Bohnenberger in die vierte 
Auflage des Kieser’schen Buches aufgenommen wurde und 
welche ich hiermit im Auszuge folgen lasse.‘ 


„Beschreibt man zwei Kreise, von denen der eine in Taf. 1. 
Fig. 9. die drei Seiten AB, AC und BC eines Dreiecks ABC 
beziehungsweise in den Punkten D, E und F, der andere die 
eine BC dieser Seiten und die Verlängerungen der zwei andern 
AB und AC in den Punkten @, H und J berührt, „und verbin- 
det man den Mittelpunkt O des ersten Kreises mit den Punkten 
A, B, C, D, E und F, den Mittelpunkt @ des zweiten Kreises 
mit den Punkten A, B, C, @, H und J durch gerade Linien; 
so ist klar, dass die AQ mit der AO zusammenfallen, @P senk- 
recht auf OB und QC senkrecht auf OC stehen muss.“ 


„Bezeichnet man ferner der Kürze halber die Längen der 
drei Seiten AB, AC und BC des Dreiecks ABC mit. c, 5b und 
a, die Länge seines Umfangs mit s, seinen Flächevinhalt mit 4, 
und die Längen der Radien OD und QH mit r, und r,, so findet 
man zunächst, weil 
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Fläche ABC=Fläche AOB 4 Fläche AOC + Fläche BOC 


ist, dass 


d.h. dass 
sein muss. 


Berücksichtigt man ferner, dass 
BG=BH, CG=(CJ x 
ist. so findet man, dass 


AB+AC+BC=AB+AC+BG+HCG 
= AB+AC+BH+CI 
=AH+A4J 
—=2.AH, 

also 
I die Länge von aun= “tat _ is 


und 


IN) die Länge von BH=4—c 
ist. Ebenso ergibt sich aber, weil 
AE=AD, BF=BD und CF=CE 


ist, dass 


AB+ BC —-AC=AB+BC-(AE+ CE) 
—AB+BC—(AD+4CF) 
—BD+BF 
—2.BD 

und dass 

AB + AC—- BC= AB+ AC— (BF+CF) 
— AB+AC—(BD+ CE) 
—AD+AE 
—2.AD, 


dass also 
IV) die Länge von BT Fur =3—b 


und 
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b+tc-a 


1 
u sl 
*) 2 


NV) die Länge von AD= 


ist. Bedenken wir endlich, dass wegen der Aehnlichkeit der 
Dreiecke AQH und AOD 


QH:AH=OD:AD, d.h. rz:4s=1r,:(4s—a), 
und wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke BQH und BOD 
BH:QH= OD:BD, d.h. (4s—c):r,=[tr, :(35— b) 
sich verhält, so finden wir sogleich die weitere Proportion: 
@G—o):3=n?:[@s— a) as—b)]; 
aus welcher folgt: 
is.r2 = (4s— a) (4s—b) (3s — c). 
Wir erhalten sonach (vergl. Nr. D): 
RZ (33)?.1? = 38.85 —a) (as —b) (35 —c); 
also 
A=N 3s.45—a) (sb) ds—e), 
ap 1 


So weit Herr P. Escher. Oben habe ich schon bemerkt, 
dass die von demselben mir eingesandte Anzeige des Kieser- 
schen Buchs sich schon geraume Zeit vorher, als ich den in 
Thl. XXXIX. Nr. XI. S. 186. abgedruckten Aufsatz des Herrn Kin- 
kelin in Basel erhielt, in meinen Händen befand. Diesen letz- 
teren Aufsatz theilte ich namentlich deshalb mit, weil er eine 
Uebersetzung aus einem seltenen, auf der Baseler Bibliothek 
befindlichen Manuscript ist. Denn sonst ist der Beweis der drei 
Brüder für den Ausdruck des Inhalts des Dreiecks durch die drei 
Seiten, mit dem, wie man leicht sehen wird, der in des verstor- 
benen Kieser Nachlass aufgefundene und durch Herrn Professor 
Bohnenberger mitgetheilte Beweis dem Wesentlichen und der 
Hauptsache nach ganz übereinstimmt, längst bekannt. M. s. z. B. 
des berühmten Jesuiten Christoph Clavius „Geometria prac- 
tica. Lugduni 1607. 4°%. p. 158—161.“; wahrscheinlich wird 
der Beweis sich auch finden inD. Schwenters „Geometriae 
practicae novae et auctae Tractatus II. Norimb. 1623. 
4°. p. 111—118.% | Ferner findet sich derselbe auch auf p. 40. und 
p- 41. der „Geometria practica“ des Leonardo Pisano, 
durch deren Herausgabe der Fürst Baldassarre Boncompagni 
in Rom sich, so wie durch seine Publicationen über Leonardo 


9* 
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Pisano überhaupt, und andere wichtige Werke, so sehr verdient 
gemacht hat und immer noch fortwährend macht, was von den 
Mathematikern nicht dankbar genug erkannt werden kann. Dass 
ich in meiner Anzeige des genannten schönen Werks im Litera- 
rischen Berichte Nr. CLIV. S. 2. nicht besonders darauf hinwies, 
dass der Beweis darin enthalten sei, hatte seinen Grund einfach 
darin, weil ich den Beweis für hinreichend bekannt hielt; denn 
er findet sich, ausser in den oben genannten älteren Wer- 
ken, im Wesentlichen namentlich auch in einem sehr bekannten, 
besonders wegen seiner ungemein vielen, höchst schätzenswer- 
then, von der grössten Gelehrsamkeit zeugenden ausführlichen 
historischen und literarischen Excurse ausgezeichneten neueren 
Buche eines trefflichen würtembergischen Mathematikers, der, wie 
viele seiner Landsleute, wobei ich nur an die Namen von J. 6. 
F.v. Bohnenberger, Camerer, Hauber, J. F. Pfaff * u.A. 
zu erinnern brauche, einer der grössten Kenner der synthetischen 
Geometrie war, nämlich in: GEehe Trigonometrie mit 
Anwendungen und Beiträgen zur. Geschichte dersel- 
ben. VonPfleiderer. Tübingen 1802. S. 109.“ — Weil der 
Beweis aber doch nicht so bekannt zu sein scheint, wie ich glaubte 
voraussetzen zu dürfen, und weil er allerdings verdient, bei’m 
Unterrichte benutzt zu werden, so habe ich weiterer Bekanntwer- 
dung desselben wegen die Kieser’sche, ziemlich einfache Dar- 
stellung, wie sie mir von Herrn Dr. Escher zugesandt worden 
ist, im Obigen gern mitgetheilt. | 


*) Professor in Helmstädt und Halle, aber Würtemberger von Ge- 
burt und Schüler der Karlsschule, mein eigener mir unvergesslicher Lehrer. 


en TB — 


Berichtigung. 


In Hrn. Prof. Oettinger’s Aufsatz: „Ueber bestimmte In- 
tegrale“ Thl. XXXIX. steht S. 252. Z.7.v.o. in der Formel Nr. 9): 


1 +1 1 p-1(] r 
% BEINE. Es muss heissen: Ju ne, 0x 
[) 0) 


1+.21 1+.21 
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IX. 


Sur la formation et la decomposition des &quations 
exprimant les cötes et les diagonales des polygones 
reguliers. 


Par 
Monsieur Buys Ballot, 


Professeur & Utrecht. 


1. 


Decomposition des equations numeriques en facteurs. 


1. Dans une note publiee par l’Academie Royale des scien- 
ces d’ Amsterdam j’ai montre qu’on peut trouver les facteurs d’une 
equation algebrique, s’ils ont des coefficients entiers, en. diseu- 
tant les diviseurs des derniers termes.de l’equation et des &qua- 
tions qu’on en derive en augmentant et en diminuant les racines 
successivement d’une et de plusieurs unites. 


2. Soit fx) une Equation, il faut en tout cas pour l’approxi- 
mation des racines former les equations fz-+1), f(x +2), ete. 
En general je forme f(@—3) et f(x-+3). Cela fait on a par une 
simple addition des coefficients les valeurs des derniers termes de 
f@—9, fa+)), f@+Y, e.a.d. 2%, HD), f(+4). Par 
une soustraction des coefficients d’ordre pair de ceux d’ordre im- 
pair (comme en cherchant la divisibilite par le nombre onze) on 
peut former f(—4), f—-D, f(+2). En ajoutant f(—3), f(0), 
f(+3), on a une suite: 


f-4), f-3), f-29. FD, 0. fl. f®. f@). f@. 


Or si Pequation f(x) a des facteurs, supposons deux: (x) et 
(x), on aura: / 


r-9)=p—-9xv—4, f-3) = 9-3) x y(—3), ete. 
Theil XL. 10 


SR - 


140 Buys Bal lot: Sur.la formation et la decomposition des 


Ces nombres p(—4), p(—3); 9(—2), etc. seront des nombres 
entiers, si l’equation p(x) a des coefficients entiers. Le recipro- 
que ne sera pas vrai en general, mais on pourra voir sil a lieu 


dans un cas particulier. il faut voir si g(—4), 9(—3); p(—2), etc. | 


forment une serie arithmetique du premier, du deuxieme, du 
troisieme, du quatrieme ordre. J’ai donne des regles faciles pour 
cela. Done si cing valeurs consecutives: (0), (1), 9); 9(), 
p(4) forment une telle serie du quatrieme ordre, ily a un facteur 
p(z) du quatrieme degre, et on peut simplifier ’equation f(x) en 
divisant. Ainsi une equation du huitieme degre peut &tre resolue 
meme quand les conditions connues entre les raeines ne sont 
pas satisfaites. 


Ces regles sont beaucoup plus commodes que celles qu’on 
trouve dans les Disquisitiones arithmeticae de M. Gauss. 


3. Pour donner un exemple, ce qui ne sera probablement 
pas superflu, soit donnee l’equation qui se trouve aussi dans 
cette note (page 145.): 

25— 1225 +542°— 11323 + 11122 — dr +5 =0=f(@), 
on trouve: 


f—D, f0), fs f@, f@. f&4) 


SI BRENNT VRR WR RETTEN HERD 


341 a pour diviseurs 11 et 31, les diviseurs des autres nombres 
sont +1 et +5. Par la relation 


fo)=rd4r a HENRI I ee 


on a: pP)=f(g) mod. (P—g). 
Si done il y a un facteur (=), il faut que 
VD) = vl) yß) mod.2, Y-D)= (8) mod. 4, 
av(— 1) = (2) mod. 3, y(— 1) = (4) mod.5, 
av(4) = Wy(l) mod. 3. 
Soit v—D=11l, il faut avoir: 
pour (3) on peut opter entre —1l et —5, 
Er) (0) » 2 3 Ei +5 s +1. 


En effet les valeurs correspondantes congruentes sont +5 
avee —1 et +1] avec —5, done on n’a & essayer qu’une seule fois: 


ee nn — EEE EEE WEEEEREA MEN AN EEE REN 
. 


| 


zn Da nun nun 
—  — — 
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Y— l) 3 (0) ’ vl) E (2) ’ (3) u) (A) 
11 5 0 N a 
BETEN I NEN U 4 
2 2 2 2 


Il y a done un facteur 


x? +02 +P=0=v(e), 
vO=ß=5, yl)=14a4ß=]; 
d’ou il resulte: | 
e = —5, P=H5. 
Ainsi: 
dla) a? — 52 +5—=0. 


Ensuite on obtient par la division: 


fa) = (2? —52+5) (23—72°4 1422 — 82 +) —=0. 


$. 2. 


Formation des equations relatives aux cötes des polygones de 
5 etö, de7 et 9, de 15 et 17 cöles et application de la 
paragraphe precedente. 


1. Dans la dite note j’ai decompose une &quation du neu- 
vieme et une autre du dixieme degre. en montrant les diffieultes; 
mais apres cela jaai applique la methode & la solution de plu- 
sieurs equations exprimant les relations entre Jes cötes et les dia- 
gonales des polygones reguliers. C’est cette appliquation par 
laquelle on trouve ces cötes d’une nouvelle maniere que jai 
P’honneur d’oflrir avec plus de detail. 


2. La formation de ces &quations est tres simple. Le cöte 


360° 
du polygone de n cötes est la corde de m; les diagonales sont 


u 
3609 360° 360° 
les cordes de 2X In: ar se. (R—1) u 


N) 
Par un procede elementaire on deduit la corde de el (z) 
nt : 3600 
de la corde de la moitie des degres, c. a. d. dela corde de 22 (0) 
par la formule: 
Erle or (£ ESSE2) BEREEE Re Bare BEINEN. d) 
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| Di | 0 
Si y est la corde de I z celle de > , u celle de 


0 
er on a de meme: 


y2 — 2#(4— 22), , Ve (2) 

22? =y2ld—y?), „run es ".(®8) 

WB ur), Ser (4) 
etc. 


3. Le nombre n des cötes du polygone etant ici toujours 
360° a 360° 


suppose impair, en formant la serie > 2x ‚4x 5b 


nn 
N) 
am en, l’exposant (m) deviendra töt ou tard tel que 2m +] 


3 
est multiple de n. Alors la corde de mn est la me&me 
0 
que celle de ug c.a.d.: Cette diagonale est redevenue cöte 
du polygone. Car ona: 


m 102 
2a Hl anno. 7x 300 So 
nr 27 


et 
2m 2m 360° 
a 0_ TE Yachel 
n >< 360 6; >< 360 A 
N) 0 
Dans le triangle equilateral: dorde de 2 —=cordede EN, 
RERT, 360° 360° 
„le pentagone regulier:: ee AXT- = u» „78° 
360° 360° 
„le septagone 2 / KEN men sm? 
u 360° 360° 
„ Venneagone 7 Med EXT = ur 
VRR Eau 3609 360° 
„le polygone de quinze cötes: „ » 16x = a 5° 
0 0 
„le polygone de dix-septcötes: „ , 16:7 a te nr s 
ete. etc. 


Döne si n=3, on poese v=x et l’on obtient l’equation qui 
earacterise le triangle Equilateral. 

Sin=5, on a v=y; done par l’elimination de x entre (2) 
et (1), on obtient l’equation qui caracterise le pentagone regulier. 
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Sin=7 ou =9, on av=z, donc en eliminant x et y entre 
(8), (2) et (l), on obtient l’equation caracterisant le septagone 
et ’enneagone reguliers. Sin=15 ou=17, on av=u, ainsi 
par l’elimination de x, y et z entre (4), (8), (2) et (1) on obtient 
l’equation qui caracterise les polygones reguliers de quinze et de 
dix-sept cötes. 


4. Le resultat de ces eliminations est: 

Pour le triangle: “2? =v?(4— v2), v=x donne: ?—3=!(. 
Pour le pentagone: „= v?(4—v2)!4— v2(4—v?)}, v=y donne: 
y° — 8y*+20y? — 15 = (y’—3) (yP-5y’+5) = 0. 

Le facteur „?—3 se repete ici et partout puisque le cöte du 


triangle se retrouve toutes les fois qu’on prend la corde de deux 
fois, quatre fois, 2” fois son arc. 


y*—5y?+5=0 donne le cöte et la diagonale du pentagone 
regulier. | 

5. Pour les polygones reguliers de 7 et 9 cötes on a: 

22 —= v2 (16 — 2002 + 80% — 26) .(4— 160? 420088064 v8), 
v=z donne: 

212 _ 16212 + 104210 — 35228 + 66026 — 6722-4 33622 —63 = 0 

= (z?2—3) (z12— 13210 + 652°— 15726 + 1892° — 1052?-+2]). 
Le premier facteur est encore le facteur pour le triangle. Le 
second facteur doit renfermer les equations du septagone et de 


Venneagone. Tächons de les separer. Pour faciliter le calcul Ecri- 
vons Z pour 2? de sorte que nous avons: 


Z5 — 1325 + 652° — 157Z3 + 18922 — 105Z + 21=0. 
Cette &quation soit designee par f(Z)=0, on a: 
f-»=+51l, O)=+2, A+l=+l f49=—]; 

or: 

f-B=+51=— 19x —29, 

f0) =+ A1=— 3x-— T, 

) =+ 1=+1x<+Hl, 

fd) == 1=- 1X<+1, 

fd) =+ 3=— I3X—1, 

fd) =+ 1=+ 1X+Ll. 
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Chacune de ces deux series 'verticales de diviseurs forme une 
serie arithmetique du troisieme ordre. On pose done: 


VZ)—=Z+aZ22 +bZ40=(, 
- dans ‚laquelle: | 
Il en resulte des valeurs entieres pour a, b etc: 

a —T7, bel, c=-% | 
Done Z3—7Z?+14Z2—7 —=0 ou 26—7:44+-14?—7=0 est un 
des facteurs de.l’equation /(Z). 


L’autre facteur s’obtient en divisant ou bien en analysant 
lautre suite de diviseurs: 


—19, —3, +1, —1l, —3, +]. 
Ce facteur est: 
25 — + 9? —5—=0. 


Celui-ci est l’equation de l’enneagone, car les valeurs +1 de 
(1) et —1 de (2) indiquent qu’elle a une racine entre (]) et (2), 
ce qui doit etre pour l’enneagone et non pour le septagone, dont 
l’equation est donc ‚le premier facteur: 


26— 7:4 + 42 —-7=0. 


6. En dernier lieu on trouve par l’elimination de 2, Yy etz 
entre (4), (3), (2) et (I): 


u2— v2 (64 — 3302 467204 — 660064 35%8— 104010 1612 pa) 
>< (4—6402 + 3302 — 67206 + 66098 — 352010 + 104012 — 16014 + v16), 
u=v donne: 
130 — 32428 +464u25 — 403242 4 23400u22— 95680420 + 283360218 
— 61529615 + 980628u2* — 1136960212 +4 940576210 —537472u8 
+ 20155245 — 45696u% + 5440u? — 35 —0. 


Il faut y avoir pour facteurs @—3 et uW—5u2+5, par ce que 
le triangle et le pentagone doivent &tre compris dans l’equation. 
Si l’on profite de cette remarque, on peut ecrire les trois facteurs 
explicitement: - 


(u2—3) (ut—5u2+5) (u2+—24u22+252u20— 1521218 45832u16— 14824 u14 
+25313u12— 28832410 + 21352u°—9809u6+ 2584u2—340u2+17)=0. 


| 
| 
| 
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Le dernier facteur soit designe par y(U), apres avoir pose 
ua?=U. Puisqu’on ne cherche pas des facteurs d’un degre plus 
eleve que du quatrieme, il suffit d’avoir ces eing valeurs: 

«-D=110701=3571>< 31, 
A) Yenulingrih 


ı(d) = 1= 1x1, 
I 1l= 1x 1, 
Od) = = —1m<-5, 
4) = 1= 1x1. 


La premiere colonne de diviseurs ne se laisse plus decom- 
poser; mais la seconde forme une serie arithmetique du quatrieme 
ordre qui conduit au facteur: 


u8s—7u5 + 142 — 8u? +1 = 0. 
L’autre facteur s’ohtient par la division. Ainsi on a: 
(u? —3) (u— 5u? + 5) (u — 7u6+ 14u— Su? +1) 
> (u15—17u1* + 119u12—442u10 + 935u8— 1122454 714u2—204u2 +17) 


—(. 
3600 3600 
Le facteur avant dernier donne les cordes de > BIT Saar 
360° 360° 360° 360° 360° 


4x Tg. 8% 75 ou bien de 41x 75, BX 75, 1X 75> 


0 | 
Les autres diagonales du polygone de quinze cötes 
sont donnees par le triangle et le pentagone; par le triangle nous 

360° 360° 
avons les cordes de IXIg > 10x 75, par le pentagone cel- 


360° 360° 3600 3600 
les de 3x 75 » 6x; MU bien de 12x75: xIg 


7. Javais espere, j’en conviens, que le dernier facteur se 
serait laisse decomposer de m&me en deux facteurs du huitieme 
360° 


degre avec des coefficients entiers, puisque les cordes de Y° 
360° 360° 360° 360° _ 360° 

2x 77: 4x7 R 3x7 > 1 u forment un sy- 

360° 360° 360° 360° 

steme et que les cordes de 3 m02< 7: 12x 2 24 7° 


0 0 
48x T =5X<X 2 en forment un aufre; mais il n’est pas ainsi. 
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Il parait. done que seulement 'quand l’equation appartient & deux 
ou & plusieurs polygones, elle se compose d’un facteur pour cha- 
cun, mais qu’un facteur appartenant ä un meme 'polygone ne se 
laisse plus decomposer, bienque les diagonales forment des sy- 
stemes distinets qui pour cela semblent independants les uns des 
autres, mais ne le sont pas. Ü’est heureux que M. Gauss ait 
montre comment construire un polygone de dix-sept cötes. 


Pour les autres polygones on peut de la m&me maniere for- 
mer les €equations exprimant leur caractere, mais on ne peut plus 
les resoudre autrement que par le theoreme de M. Abel. Pour 
le polygone de onze cötes on trouverait son Eequation facteur d’une 
equation du 62”e degre qui renfermerait les equations des poly- 
gones de 31 et de 33 cötes et celle du triangle comme toujours. 


Pour tous ces polygones donc cette methode est beaucoup 
plus simple que celle de M. Gauss et la seule praticable. 


8. | 
Considerations geometriques. 


1. Pour obtenir ces m&mes &quations on aurait pu se servir 
d’une autre methode qui pourtant au fond ne differe que peu de 
la precedente. On considere un triangle rectangle ayant pour 
hypotenuse le diametre passant par un des sommets du poly- 
gone; le nombre des cötes etant toujours impair, ce diamätre 
aboutit au milieu de l’are oppose au dit sommet, l’un des cathe- 
tes soit la corde qui sous-tend un demi-are du polygone, le 
second cathete s’en suit. Le theoreme de Pythagore nous four- 
nit l’equation desiree. 


Pour donner un seul exemple de cette methode, cherchons 
l’equation du pentagone. Soit son cöte designe par a, alors la 


corde du demi-are est VY2—-V4—a2 et le diamätre BRtı2= 2 
comme toujours; le second cathete du pentagone sous-tendant 


deux ates est egal ä: aV 4—a?; de sorte que nous avons: 
4—= 2 — N 4—a? +a2(4— a2), 
ou, apres avoir developpe et decompose: 
a® — Sa? + 20a? — 15 = (a?— 5a? +5) (a?— 3) =(, 
comme precedemment. 


Pour le septagone et l’enneagone le second cathete sous-ten- 
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drait quatre arcs; pour les polygones de quinze et de dix-sept 
. cötes il en sous-tendrait huit; pour ceux de onze, de trente-un 
et de trente-trois cötes seize arcs, etc. Ce triangle fournirait le 
moyen de trouver l’equation des polygones de quatorze, de dix- 
huit cötes, etc. A la fin de cette note nous continuerons cette 
recherche apr&s avoir introduit une autre nomenclature. 

Il faut avouer pourtant que cette consideration peche contre 
’harmonie et l’unite de methode sans quelle presente aucun 
avantage compensant, car toujours on a trouve reunies dans une 
equation celles de deux ou de plusieurs polygones. 


2. Par d’autres considerations on peut parvenir ä former 
separement les equations de plusieurs polygones, de sorte qu’on 
evite l’inconvenient de la decomposition en facteurs. 

On sait que le cöte du pentagone est egal ä la plus grande 
partie de la diagonale divisee en raison moyenne et extreme. 


Soit le cöte =a, älors la diagonale =aY 4—a?2. On a done: 
a—=4aN 4—a:(— 14V). 
Apres avoir developpe on trouve: 
a—5a2 +5=0. 
3. M. F. Martens, bachelier &s sciences exactes, a appele 


mon attention sur la propriete suivante du septagone inscrit regulier. 

On s’imagine le septagone AB....G; les diagonales AC, AE, 
AD et CE. Le point d’intersection de ces deux dernieres soit A. 
Il est facile de voir que les triangles ADE et DEH sont sem- 
blables et isoceles; done on a: 

AE:DE= DE:DH 
ou: 
DE?= AEx< DH 


AD-—AH, 


DE?= AEx<(AE—AC). 


DE est le cöte (a), AC sous-tend deux arcs, AE en sous-tend 
quatre. 


Par consequent: | 
a—= a2 —a2) V A—a?(a2— a) N A— a2 —aN 4—a?) 


ou: 
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1= 4-2) @—-a2) (1—ad), 

ou bien: 
a6 — 7a + 14 —7 —=(. 

4. Toutefois quelque elegante que soit cette derniere solu- 

tion je prefere d’appliquer & tous les polygones le m&me theoreme 

eoncernant le trapeze: La somme des carres des cötes non paral- 


leles est egale a la somme des carres des diagonales moins le 
double produit des cötes paralleles. 


Dans le pentagone (ABCDE) on a le trapeze ABCD, dans | 
lequel: 

AB? + CD2= AC? + BD? — 2BC>x AD. 
AB=CD=BC=a (cöte du pentagone), 
AD=AC= BD (sous-tendant deux arcs) = aV4—.a2. 

On a donc: 
2a? —2a?(4— a2) — 2a? N A— a2, 
ou apres avoir simplifie: 
a — 5a? +5—=0. 
Pour le septagone (ABC.... G) on prenne encore le trapeze 


ABCD: 
AB=BC=CD=a, 
AC=BD (sous-tendant deux ares) =aVN 4-2, 
AD (qui sous-tend quatre arcs) = a — a2) N 4— a2. 
Par consequent: 
2a? = 2a? (A — a?) — 2a? (2— a2) VW A—a2, 
ou foute reduction faite: 
a6 — 7a + Ua? —7—=0. 


Pour l’enneagone (AB....J) nous prenons egalement le tra- 
peze ABCD; dans lequel AD (comme cöte du triangle Pan: 
teral) =W 9. 


Nous avons done: 
2a? —= 2a? (d— a?) —2av, 
apres avoir developpe: 
— 6a? +9? —3=0. 
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On arrive au me&me resultat en choisissant le trap&ze ACDJ, 
dans lequel.  AJ et CD sont des cötes de l’enneagone, AD et CJ 
des cötes du triangle, AC la corde de deux arcs et DJ celle de 
quatre arcs de l’enneagone. Ce trapeze donne done: 

2a? =6 — 2a? (2 — a?) (A— a2). 


5. On peut choisir encore d’autres trapezes (excepte pour 
le pentagone), mais älors en general on trouve des equations d’un 
degre plus eleve, parcequ’il s’introduit un ou plusieurs facteurs 
etrangers aux polygones en question. Nous ne nous occuperons 
pas de ces facteurs etrangers parce qu’il faudrait une etude spe- 
ciale pour les motiver dans tous les cas. Il va sans dire qu’on 
peut toujours les rendre explicites par la methode developpee 


dans la $. 1. Par ex. prenant pour le septagone le trapeze ACEF 
on a: 


2a2(4— a2) — 2a2(A— a?) (2— a2)? — 2a2N I— a? 
ou: 


(at0.— 12a® + 5446 — 112a* + 1050? — 35) = 0 
—= (ad —7a*-+14a?—7) (a? — 5a? +5). 
Prenant pour l’enneagone le trapeze ACDF on a: 
2a2(4— a) =6— 2022 — a2) N 4— a2, 
ou: | 
al0 — 7a8 + 12a5 + 6a — 24a? +9 —=0 
—(a5—6a*-+ 9a? — 3) (a — a?—3). 


Plus compliquee encore est P’equation obtenue par la consi- 
deration du trapeze ABEF, qui donne: 


2a?— 2a? (4 — a2) (2 — a2)? — 2a — a) VW 4—ary3, 
ou: 
a! — 16012 + 104a10 — 350a® + 643a6 — 6?4a + 28550? — 48 —=0 
— (a5 — 60% + 9a?—3) (a8 — 1005-4 35a—47a2 + 16). 


Pour le polygone de onze cötes (ABC....L) on prenne le 
trapeze ABCD, dans lequel la corde AD sous-tend huit arcs. 
On a done: 


"2a? — 2a2(4— a2) — 2a2(2— a2) V 4 — a N 4— a2 (4— a2) Q— a2), 


ou: 
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a — 16012 + 104010 — 35248 + 6600°— 671a% + 3300255 —0 
= (al —11a® + 444°—77a° +55a?— 11) (a — 5a2 +5). 


Pour le polygone de treize cötes (AB... N) nous prenons le 
trapeze ABFK, dans lequel la corde AB sous-tend un arc, les 
cordes AK, KF et BF quatre arcs, AF et BK huit arcs. On 
trouvera: 


(a! — 11a8 + 4446 — 770% +55a2— 11) | 
x (a12 — 13a10 + 650° — 15605 + 1820°— 9102413) —0. 


Pour le polygone de quinze cötes (AB.... P) nous prenons le 
trapeze ABCD, dans lequel AD (sous-tendant trois arcs) est le 


cöte du pentagone =4Y 10—2Yv5. Nous obtenons: 
2a? = 2a2(4 — a) —aN 10—2v5, 
ou: 
al2— 12a10 + 544° — 113a6 +111a®— 50245 —=0. 


Le cöte et la diagonale du pentagone doivent &tre compris dans 
cette Equation que nous avons analysee page 140. Nous l’avons en 
eflet trouvee divisible par 


a — 5a +5=0, 
de sorte que nous avons: 
(a®— 7a6 + 14a*— 8a? + 1) (a —5a2 +5) —0. 


Pour le polygone de dix-neuf cötes (AB .... 7) nous prenons 
egalement le trapeze ABCD, dans lequel AB, BC et CD sous- 
tendent un arc, AD seize arcs, AC et BD deux arcs. 


Nous trouvons: 
(a!? — 13010 + 6508 — 15606 + 182a*— 91a2 + 13) 
a18— 19a15 + 152a1* — 665a12 + 172910 
— 2717a8 + 250826 — 1254ua2-+285a2— 19) 7° 


6. Recapitulons les equations trouvees: 


(8), Triangle. regulier (N abeos il leur nee ahERE a? —3=0. 
(8): Pentagone -,, en. a* — 502 +5=0. 
(7) 5Septagone I), u +» 2. Ar a6— 7a: +14a?—7=0. 


(9) Einneagond „Ak Sn 1. as — 6a? + 9a? — 3=0. 


2 
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(11) Polygone de onze cötes al— 11a8-+44a6— 77a? +55a?—11 
SU. 

(13) fr „ treize » a2 — 13a10 + 6508 — 15606 + 182a* 
| — 9102 +13=0. 

(15) . » quinze „.. a8 —7a6 + 14a — 8? +1 =0. 
(17) Pr „dix-sept „ a!5—17a1?+119a1?—442a104 935a8 
— 1122a5+714a?—20402+17 =0. 

(19) A „ dix-neuf ,„ a!8—-19a16+152a14-665a124+1729a10 
— 2717a8 + 250845 — 1254 a® 

+2855a?2 — 190. 


‚Pour les polygones dont le nombre de cötes est un nombre 
premier, ces equations comprennent outre les cötes toutes les 
diagonales; mais pour ceux dont le nombre de cötes est com- 
pose ces &quations excluent ces diagonales qui sont elles-m&emes 
des cötes de polygones. Donc pour completer les equations des 
polygones de neuf et de quinze cotes il faudrait multiplier celle- 
lä par a —3=0 et celle-ci par (a? —3) (a? — 5a? +5)=0. 


$. 4. 


Proprietes des polygones d’un nombre 2n et An de cötes rela- 
tivement aux proprietes des polygones d’un nombre impair n 
de cöles. 


1. Je veux appeler le decagone dipentagone, le polygone de 
quatorze cötes diseptagone; conformement tout polygone qui a 
deux fois autant de cötes qu’un autre polygone sera un dipoly- 
gone A l’egard de celui-ci et un hemipolygone & l’egard d’un 
troisieme qui en aura quatre fois autant. De plus on peut sup- 
primer dans ce cas les syllabes poly. 

Comme il n’y a pas ou plutöt on ne parle pas de digone au 
sens usuel, le mot digone n’ofire aucune Equivoque. Ces nou- 
veäux noms introduits, plusieurs theoremes de geometrie elemen- 
taire seront enonces beaucoup plus facilement. Ainsi on a: 

I. Le cöte du digone est la moyenne proportionnelle entre 
le diametre et la fleche du gone. 

II. Si a est le cöte du hemigone, 5 celui du gone, ce 
celui du digone on a: 


2 —= 2 — V4—b2, a?—=b2(4— 62) 
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II. L’aire du digone inscrit est la moyenne proportionnelle 
entre les aires des gones inscrits et circonscrits etc. 


De plus on pourrait nommer exelusivement polygones ces 
figures dont les cötes ne se coupent pas au dedans d’elles memes, 
en les separant ainsi des polygones etoiles egalement reguliers 
et formes si l’on veut par les diagonales du polygone prises suc- 
cessivement dans un m&me sens comme cordes d’arcs &gaux. 


Alors on a une. famille de polygones proprement dits com- 
prenant une seule espece, puis une famille de polygones etoiles 
eontenant autant d’especes qu’il y a de diagonales differentes au 
sens usuel du mot, outre celles ‘qui formeraient les hemigones 
dans le cas oü le polygone general aurait un nombre pair de 
cötes. Dans ce cas donc il y aurait une troisieme famille de 
polygones qui n’aurait que la moitie, le quart, etc. du nombre 
de cötes. 


Ces trois familles seraient comprises dans le genre gone, 
qu’on pourrait dire penta-, septa-, poly-gone general s’il est 
question d’un genre determine, l’avantage de l’introduction de ce 
mot gone ne se faisant sentir que si l’on enonce des resultats 
communs aux polygones de n’importe quel nombre de cötes. En- 
core pourrait-on distinguer les unigones, dans lesquels ce nom- 
bre serait impair et les didigones ou il serait de la forme 4n, 
de sorte que tous les didigones sont des digones. Parmi les 
unigones nous appellerons primunigones ceux dont les nom- 
bres de cötes sont des nombres premiers. 


2. Cette nomenclature admise on a quelques theoremes dans 
une forme nouvelle. j | 


En reprenant la consideration de page 146 on voit que les 
cötes x des digones se derivent des cötes y des gones par 
la formule: 2? =4— y?, et comme reciproquement P—=A—nR, 
on trouvera l’equation des cötes des digones par cette substi- 
tution dans l’equation des unigones ef reciproquement,' tandis 
que cette substitution dans l’equation des didigones reproduira 
la m&me equation; donc les equations des didigones sont des 
fonetions symetriques de ©? et de 4—. 2. 


Du reste on peut les obtenir en substituant y2(4—y?) A z2. 
Nous trouvons pour les digones: 


(4) Tetragons int: 4. amaalaind Se Store a EEE 
(6) Hexagone. ... . . 2 Mr... 2.2 vo Eee a 
(8) Octogone . ei nee. u An a ne 
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UBDecagonbrmihi.h. nolsanieszyaualı. an Aiela a —3a2+1=0. 
BeRDegeRmmBone "DU KEIRB. UE) PE9 PORN a — 4a? +1=0. 
BERFEENSBBIRBONE . : - » Benin raue mc ad — 5a +60? —1=0. 
(16) Dioctogone . ... ..... a8 — 8a6 + 20a — 160? +2?=0. 
BurkBlenneäßolle ., . 2. 8. 0 .>...8.. ad — 6a? + 9a —1—=0. 
(20) Didecagone ........ a® — 8a6 + 19a — 1202 +1=0. 
(22) Polygone de vingt-deux cötes a10—9a8+28a6—-35a*415a?—-1—0. 
(30) B: „ trente * a8s— 9a5 + 26a — 24a? +1=0. 


(32) ei: „ trente-deux „ a16— 16a1*-+ 104a12 — 352a10 
+ 66028 — 672096 + 336a* 
— 64a? +2=0. 
etc. 


Nous faisons observer que ces equations des digones sont 
toutes incompletes c. a. d. qu’elles ne renferment pas les equations 
des gones dont les cötes sont des diagonales de ces digones. 


P. e. L’equation (30) ne contient pas (15), (10), (6), (5), ®). 


Si l’on distingue les didigones, on a pour eux en forme syme- 
trique en a? et 4—a?: 


Kar Pöttägone lan mi. RE, a? —(4— a?) =. 

(8) Oetogone . . . . . (a)? + 4— a? —12=0. 

(12) Dodecagone . . „ . (a)? + (4— a? — 14=L0. 

(16) Dioetogone: a2)? +2} Aa? +) —-34—0. 
etc. 


J’ai choisi ces formes pour eviter la repetition des formules 
telles qu’elles sont immediatement apres la substitution. 


3. Les doubles apothemes des unigones @quivalent aux cötes 
des digones et reciproquement. Ou ce qui revient au meme: 


Dans les digones on a toujours un triangle central du meme 
aire qu’un des triangles centraux de Funigone. 


Dans les digones on peut distinguer des rectangles formes par 
les cötes du digone et de l’unigone correspondant, dont les valeurs 
sont les racines des deux equations representant ce digone et cet 
unigone. 


Si done on multiplie ensemble les aires des divers rectangles 
(done chacun contient les quatre triangles centraux mentionnes 
deux ä& deux egaux) du digone, ce produit sera egal au produit 
des derniers termes des equations du digone et de l’unigone. 


> 
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Ainsi le produit des deux rectangles differents qu’on peut 
former dans le decagone est egal & VÖ, puisque les deux derniers 
termes des equations relatives au pentagone et au decagone est 5. 


Le produit des aires des trois divers rectangles du septagone 
est egal & v7; pour l’enneagone ce produit est 43. 


L’octogone, l’hexagone qui ont deux especes et le tetragone 
le didigone qui n’a qu’une seule espece, ont leurs rectangles re- 
spectivement egaux ä deux fois, une fois, deux fois le carre du rayon. 


Il est facile de multiplier ces exemples, seulement il faut un 
peu d’attention surtout quand ce n’est pas le double d’un nombre 
premier qui exprime le nombre de cötes des digones. 


$. 5. 


Equations des cordes d’un multiple quelcongue d’arces en 
fonction des cordes d’un tel are. 


1. Dans tout ce qui precede nous ne nous sommes servis 
que de la duplication de l’are (reitere s’il le fallait). 11 est clair 
que nous aurions pu appliquer la triplication, la quintuplication etc. 
Comme par ce moyen nous pouvons utiliser des trapezes qui 
n etaient jusquiei d’aucune utilite, nous pouvons esperer, que -nous 
pourrons trouver des formules pour tous ces gones, ‚ou la dupli- 
cation ne nous conduisit pas au but, comme pour le polygone de 
dix-sept cötes, ou il est impossible de trouver un trapeze, ou meme 
si l’on prefere de se servir du theor&me de Ptolemee, un quadrila- 
tere inserit, pour lequel le nombre d’arcs sous-tendus par les 
cötes et les diagonales se trouve dans la serie geometrique 1, 2, 
4,8 etc. / 


Du reste les relations entre les cordes (y) des arcs 3a, 5a, 
7a et la corde de l’arce a sont assez simples et curienses pour 
les reproduire ici et pour montrer comment on peut les utiliser. 


En choisissant un trapeze inscrit dont les cötes sous-tendent 
a, a, aet da, et en appliquant le m&me theoreme dont nous nous 
sommes servis dans ce qui precede, on obtient la formule pour 
la corde du triple de l’arc. Celle-ci connue on choisit le trapeze 
dont les cötes sous-tendent 2a, a, 2a et 5a de sorte qu’on trouve 
la corde du quintuple de l’arc et ainsi du reste. 


La corde de l’arc simple soyant toujours & on trouve: 


S 
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La corde de trois arces =3se— 2° —a0(2?—3), 
».» » MG „. =de+52’+2°=+r(at —522+5), 


R 5 Sept „ = 72—142°?2$725— 27 
=— (2° —72°2+1422—7), 
2 u 0 neuf Te +2(2°—62°+922—3) (22—3), 
F: BR. OmZe » = —ı(21°—112°+44426—7724 
+552?—1]), 
= ss.» freze „= +2(2z2 - 13210 46523— 15626 
ee. | + 1822*— 9122413), 
= » .». ine „ = —2z(2°—-72°4142°— 82241) 
x (252245) (22—3), 


. » „» dxspt „ = +z(21°- 172124119212 — 449210 
+ 952°— 112226+7142°—- 204224 17), 

pri »..» dix.neuf „ = —x(218 — 192164 152214 — 665212 
+ 1729210 — 271728 2508.26 


— 12542* + 285.22 — 19), 
etc. ete. 


Done on a ä& droite les formules exprimant les cötes et les 
diagonales des polygones multipliees par +2 ou — x selon que 
le polynome est d’un degre 4n ou 4n—2. On en trouvera la rai- 
son dans la formation m&me de ces equations. La corde de neuf 
arcs a en outre pour facteur z<?—3, parce que le cöte du tri- 
angle est diagonale de l’enneagone. Pour la me&me raison la corde 
de quinze arcs a encore les facteurs (2?—3) et (22—522+5). 


2. .Ces eordes donnees, pour trouver l’equation du polygone 
de dix-sept cötes (AB....R), on peut se servir du quadrilatere 
AJKO, dans lequel JK sous-tend. un arc, AO et KO quatre 
arcs, JO cing ares, AJ et AK huit arcs. Il faut alors utiliser 
le theoreme de Ptolemee. 


On n’aura aucune difficulte ä deriver par cette application les 
equations des polygones de 9, 12, 15, 18 eötes de: celles des 
polygones de 3, 4, 5, 6 cötes. 


‘ L’equation du polygone de 15 cötes se trouve indifferemment, 
en substituant & a dans la formule du pentagone 3e— x, ou bien 
dans la formule du triangle 52. — 523 + x°. 

Celle du polygone .de 21.cötes indifferemment,, en posant dans 
la formule du septagone a=32— x? ou bien dans la formule du 
triangle a=72— 142?°+72°— 27. En faisant ces substitutions on 
trouvera dans le premier cas: 


Theil XL, 11 
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= — 18216 + 18521%— 547212 + 1299210 — 1836.28 + 1499265 — 6512 
+1262?— 7 =0=(2°—72%+1422?—7) 
x (21? — 11210 +4428— 78264 602°— 162? + 1); 


dans le second cas: 


az — 14212477210 — 21028 + 29426 — 1962244922 —-3 — 0 
= (2?—3) (21? — 11210 44428 — 7825 4+602*— 1622? +1). 


Si on desirait lequation de ce polygone avec toutes ses diago- 
nales il faudrait multiplier la premiere formule par 22 —3=0, ou 
la seconde par 26 —72*+ 142?—7—=0. 


3. Ce qu'il y a d’extremement simple c’est qu’en combinant 
les resultats de la duplication, de la triplication etc. des arcs, on . 
parvient plus facilement que par aucune des methodes preceden- 
tes aux €equations des polygones. 


Ainsi en exprimant que les cordes du double et du triple de 
l’arc du pentagone sont egales, ainsi que les corde du triple- et 
du quadruple de l’are du septagone, les cordes du quadruple et 
du quintuple de l’arc de l’enneagone etc. etc., on tombe immedia- 
tement sur les formules cherchees. - 


Pour le polygene de onze cötes, on a la corde de cing arcs 
egale ä celle de six ares. Donc: 


Br— ad) N A—- Br —a)2— x 5—522 4 29), 
(9— 62? + 2%) (d— 92? + 62°— 29) = (5—522 + 24)2, 
210 — 112°+442°— 7724552? —11=0, 


comme auparavant. Et pour second exemple posant la‘ corde de 
quinze arcs €gale & celle de seize arcs, ce qui donnera le poly- 
gone de trente et un cötes, on trouve: 


«30 — 31222 + 434226 — 362722? + 2015022? — 78430220 + 219604218 
— 447051216-+ 660858212 — 700910212 + 520676210 26033828 
+ 8221226 — 147562 + 124023 — 31 —0. 


Les equations qu’on obtient par cette methode contiennent 
toutes les diagonales du polygone; si donc le polygone n’est pas 
primunigone, l’equation se laissera decomposer en deux ou plu- 
sieurs polygones. P.e. L’equation du polygone de 21 cötes ren- 
fermera celles du triangle et du septagone. 
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Pour obtenir les equations.des polygones on peut naturelle- 
ment souvent varier l’egalisation de deux cordes, mais alors on 
trouvera fregquemment plus d’un polygone ä la fois. P.e. En posant: 
corde de quinze arcs = corde de sixares, on obtiendra les equa- 
tions des polygones de 21 cötes et de 9 cötes. Pour avoir Pequa- 
tion du polygone de 21 cötes seul, on devra poser: corde de dix 
arcs — corde de onze ares. En general pour obtenir l’equation 
du pelygone de 2n-+1 cötes on posera: corde de n arcs — corde 
den+1larcs, et dans ce cas on aura l’&quation en meme temps 
complete et sans facteur etranger & la question. Car l’equation 
a l’un de ses membres du (n-+ 1) me degre; l’un de ses membres con- 


tient le radical V 4—.a2, puisque 2 ou n+1 est l’un des deux 
pair; tous deux ces membres ont le facteur a par lequel on peut 
diviser, reste done apres l’elevation au carre une equation de 
degre 2n. De plus iln’y a qu’un seul polygone pour lequel cette 
condition a lieu. E 


$. 6. 
Comparaisor des equations relatives aux divers polygones. 


Apres avoir donne tant de formules pour divers polygones 
il est temps de proceder ä une autre recherche. Il ne faut pas 
se perdre dans la pluralite, il faut chercher l’unite. C’est ce dont 
I'homme ne peut pas et ne doit pas se passer. Voila qui nous 
est imperieusement impose surtout dans les mathematiques, la 
langue de la raison par excellence. Une chose doit &tre etudiee 
sous plusieurs formes, de tous les cötes pour la bien connaitre, 
puis la raison d’etre de cette chose peut’ et doit &etre cherchee. 
Quoique la matiere soit loin d’etre epuisee, j’ai reussi & trouver 
ce que je cherchais: des regles pratiques pour deriver l’&quation 
d’un polygone de celles des polygones dejä connus. Apres tout 
je erois avoir oflert aux savants l’occasion d’y fixer leur attention. 


En premier lieu il nous a frappe que dans les formules pour 
le septagone et polygone de onze cötes, les coefficients & l’ex- 
ception du premier, qui est naturellement toujours l’unite, sont 
divisibles par 7 et ll. De plus si l’on öte le premier terme, l’equa- 
tion sera divisible par a —1. 


On trouve pour le septagone: 
ad — 7 (a — 1)?=0. 
Pour le polygone de onze cötes: 
a — 11(a?— 1) (ad — 3a +4a2—1)—0. 
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‚Ces deux proprietes se retrouvent chez les autres primunigo- 
nes, souvent m&me conıme 'chez le septagone l’equation, "apres 
qu’on a ‚öte le premier terme, se trouve divisible par (a*—1)?. 
Seulement je ne sais pas trouver & cette singularite une signifi- 
cation essentielle. 


Une autre observation exprime mieux le caractere de ces 
equations. Je l’exposerai dans l’ordre dans lequel je Tai faite, 
d’abord moins juste, puis plus exacte, pour faire voir dans cette 
exposition comme dans toute la note, la maniere dont j’ai moi- 
meme trouve les verites contenues. La redaction pourrait etre 
plus concise si je la refuisais, mais il importe de savoir comment 
on a procede. WVoilä pourquoi j’ai donne des calculs maintenant 
moins necessaires, mais que jai fait reellement a peu pres dans 
Pordre dans lequel j’ai ecrit cette note. 


Or d’abord il m’avait frappe que je pouvais ecrire les huit 
premieres equations dans cette forme: 


(8).triangle. . ....a a, . . Qeada 
(4).cart6 242. ensch a, ee 
(5) pentagone ....2—-)B—ad)=]1,, 
(6) hexagone ....... .  @-d)=]; 
(7) septagone . al RL), 
(8) octogone ... . . 1-a)B—ad)=1, 
(9) enneagone (1—.a?) (1—a2) d—a2)—=1, 
(10) decagene . .. . A-Y)R—ad)=]1. 


C’etait curieux que dans ce cas toujours le premier membre 
avait de ces facteurs simples (1—.a?), (2—.a?), etc. 


L’equation (9) offre cette irregularite qu’il y a deux facteurs 
egaux, mais ce n’est pas un primunigone. Je m’imaginais une 
interpretation. Pourtant apres avoir trouve les Equations de plu- 
sieurs polygones d’un plus grand nombre de cötes et surtout apres 
avoir ecrit la paragraphe 5, je vis que je m’etais trompe sur la 
signification de ces frappantes analogies, que j’avais eflleure et 
non pas touche la verite. 


En effet en egalisant le premier membre de la Foksanla d’un 
n-gone non plus ä 0 telle qu’elle etait, mais & [unite apres l’avoir 
augmentee de cette m&me valeur, javais inconsciemment et non 
pas tout-A-fait en regle admis la condition que la corde de 3, 5, 7 
arcs equivalait & la corde de l’arce simple. Ainsi javais plutöt 
exprime au premier membre de l’equation (car il faut que le second 
soit 0) l’ensemble des equations des polygones qui satisfont & 
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cette equation que l’equation de ce n-gone. Cependant il restait 
une difficulte. Quelle etait la raison que non pas tous les gones 
qu’on avait le droit d’attendre s’y trouvaient reellement et pour- 
quoi etait-ce que j’en trouvais dautres en egalisant & l’unite po- 
sitive, les autres en egalisant & lunite negative? On pourrait 
supposer que les polygones pour lesquels la.corde de » fois l’arc 
donnait une ou plusieurs eirconvolutions plus un.arc, fourniraient 
un facteur egal ä +1, et que ceux pour lesquels la corde de n 
fois Parc donnait une ou plusieurs circonvolutions moins un are 
fourniraient un facteur egal a —1, mais cela n’est pas tout-ä-fait 
vrai. Ce qui est certain c'est qu’en Egalisant & +1, on trouve 
quelques-uns des polygones qui satisfont & la condition indiquee 
et parmi eux aussi le diametre: a*—4=0 (le digone par ex- 
celleuce) et ensuite en egalisant & —1 les autres. C’est ce que 
prouve la liste suivante. 

Donc, quoique je ne sache pas encore m’expliquer le pour- 
quoi de ces anomalies apparentes quant au signe, je donnerai 
tout & l’heure des regles pratiques. 


Pour eviter les formules on peut introduire la notation E(2) 
pour (a? —4), E(d) pour (a?— 3), E(8) pour a —4a?+2, E(n) 
signifiera l’equation du polygone de » cötes on peut voir les 
equations aux pages 150, 151 et 152, 153 indiquees ‚par le meme 
numero (n). 

Mais les equations des unigones qu’on pose Egales ä +], 
devant &tre completes (voyer page 151), nous prendrons pour les 
equations completes la notation C(n), quoique pour les primuni- 
gones C(n)=E(n). 


On a done: ou si !on veut: 
c3) =+l1=ER)=0, 
c3) =—-l=E(4=0, 
c5) =+1=E(2).E(6)=0, 
€c6) =—-1=E().E(4)=0, 
cn) =+1=Eß).E(4).E(6) 


(CB)?=+1=ERß).E(AM)=0, 
(C6)?=H=EE).E@).Eß).E6)=0, 


(CN)P=+1=EQ).E8).E().E6).E®) 


—, 
cn) =—1=Eß).ES)=0, —U, 
c9) =+1=E(2).E(4).E(10)=0, ete. 


9) =—1=E6ß).ES)=0, | 
c1)=+1=E(ß).E().E(6).E(10)=0, 
 cay=—1l=E(4).E6).E12)=0, 
cB)=+1=E(2).E(8).E06).E(l4)=0, 
cl3)=—1=E(4).E().EIY=0, 
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cd)=+1 SER) E(4). N El)=0, 
C15)=—1=E().E(I6)= 

caN=+1=EP).E(4). en Be; E(8) 0, 
cIM=-1=Eß).E().E(6)= 
cA)=+1=Eß).E6).E(6) elıch .EIS)—0, 
CAY=—1=Eß).E(4).E(9). E20) = 
c@)=+1=E£).E().E(10).22Q23)—=0, 
ca)=—-1=E(4).EAl).ERO)=0, 
CcO)=+1=EQ).E(4).E(6). E(8).E(10).E(16). E(30) = 
Ca) =-1=E6ß).E6).E(15). EB) —0. 


On voit qu’en eflet tous les gones, pour lesquels n fois l’arc 
est egale & une ou plusieurs revolutions entieres plus ou moins 
un seul arc, sont representes. Il va sans dire que pour parvenir 
a ces decompositions il n’est necessaire de suivre la methode in- 
diquee dans la paragraphe 1. que partiellement, car on sait quel- 
les sont les €equations qu’on peut attendre comme facteurs. Elle 
est pourtant tres utile, car en formant l’equation ä decomposer 
F(0), F—D), F(+D), on peut rejeter ä priori toutes les &quations 
pour lesquelles (0), f—1), f(-++1) ne sont pas facteurs respec- 
tivement de F(0), F(—1), F(+D. 


Je disais qu’on peut attendre tels facteurs, je serais tente de 
dire qu’on peut les determiner d’avance. Au moins y a-t-il comme 
jai dejäa dit des regles pratiques bien que encore empiriques. En 
premier lieu Z(2) (diametre) se trouve toujours avec +1. 


Si C(n) est du degre 4m, alors E(n +1) se trouve avec +1, 
E(n—]) avec —1. Au contraire E(*4-), E Ei ‚„E 2 : 


etc. se trouvent avec —1 c’est ä dire de l’autre Er que E(x+]); 


—] —] Er 
E("- >): E(77 e E(*7- -) etc. se trouvent avec +1 de 


l'auteur cöte que E(n—]1). Pour les autres harmonies, que j’ai 
trouvees je les developperai tout ä ’heure par un nouvel exemple. 
Si C(n) est du degre 4m-+?2, alors linverse a lieu. C'est ä dire 
E(n+]) se trouve avee —1 etc. 


En considerant bien la liste des cordes des multiples d’un are 
de page 155. on s’expliquera facilement pourquoi Z(n-}1) se trouve 
antöt du cöte de +], tantöt du cöte de —1. Car il est evident 
que l’equation: corde n arcs = corde arc doit necessairement don- 
ner entre autre le polygone de n+1 cöte, or la corde de n arcs 
a pour signe + ou — selon que n est de la forme 4p»-+1: ou 


v 
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4p—1. Mais pour les autres Z j’avoue que je n’ai pas trouve 
la necessite de la disposition. 


D’apres ces donnees tächons de former ((23), etant du degre 22, 
- E(24) se trouve avec — 1, Z(12), c2a3)=+I1 CB3)=—1 
E(6), E(3) se trouvent donc du = == | 


cöte de +1, 8 etant le tiers de E(12) E(24) 
24. E(8) se trouve de l’autre cöte E(6) E(8) 
(—1), E(4), E(2) du eötede +1. E(3) EM) 
E(24) etant du 'cöte de —I, E(4) 
E(22) se trouve avec +1, done E(2) - 
EAl) avec —1. E(22) 


Nous avons done: 


c2a3)=+1= E(2).E(12).E(6).E(4).208).EQ)=0, 
C23)=—1= E(24. El). E8)=0. 
Pour verifier le resultat on n’a qu’ä effectuer les multiplications 


p- ex. d’ E(24). E(1l).E6®), ce qui donnait pour les quatre premiers 
termes: 


a?2 — 25a?0 + 230a18 — 1311a6 + .... 
Ces trois nombres etant divisibles par 23, et l’equation du degre 
22 jy trouvais une garantie suffisante de la justesse du resultat. 


Si Fon trouvait ces regles trop difficiles ä saisir on pourrait 
simplement poser: 


(C(23))? 
=+1= E(24). E(12). E(6).£(3).E(8). (4). E02). E(22) .EAN)=0. 
A droite se trouvent donc les nombres 24 et 22 avec tous leurs 


diviseurs; toutefois 2 commun diviseur des deux ne se presente 
qu’une fois. 


En resume: 
1. On peut former les &quations de tous les primunigones. 
2. De ces &quations se derivent tres facilement celles qui 


valent pour les digones, les didigones et pour les polygones dont 
le nombre des cötes est divisible. 


3. On peut y parvenir par une methode purement analytique 
ou bien en se servant de la propriete du quadrilatere ou du tra- 
peze inscrits, mieux encore en &galisant les cordes de deux arcs. 


Dans le premier cas on obtient toujours une equation qui 
contient deux ou plusieurs facteurs dont chacun vaut pour un 
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polygone qu’on peut determiner d’avance. Dans le second cas 
on trouve tres souvent l’equation desiree au degre essentiel; sou- 
vent aussi elle contient outre le facteur desire un autre qui n’a 
pas toujours une signification connue, bienque tres souvent cet 
autre facteur exprime la relation des cötes et des diagonales d’un 
polygone plus simple. 


4. Quoi qu’il en soit, on peut toujours separer les facteurs 
de cette equation par un procede methodique et sür ($.1.) qui 
d’apres ce que nos recherches dans la paragraphe 6. ont montre, 
n’est plus indispensable, mais qui merite l’attention par sa nou- 
veaute et parce que c'est lui qui a fraye et aplani la route. 


5. Le carre du premier membre de l’equation des cötes d’un 
unigone (?n +1) egalise A lunite positive donne lensemble com- 
plet des equations relatives aux polygones qui ont la corde de 
2n +1 fois lV’arc egale ä la corde de l’arc simple, y compris l’equa- 
tion du diametre. 


6. Le carre du premier membre de l’equation des cötes d’un 
digone (de 2n cötes) egalise & F’unite positive donne le produit 
des deux equations completes des polygones de 2n+1 et de 
In—1 cötes. ‘ | 


Cette derniere conclusion est l’expression plus generale de 
l’enonce pour les polygones de 2” +1 cötes, car de cette ma- 
niere on ne trouve les cötes des autres que comme diagonales 
de ces derniers. L’avant-derniere expression du caractere en est 
une relation analogue, comme on en pourrait trouver bien d’au- 
tres encore. 


La propriete que dans les e&quations des primunigones tous 
les coefficients des termes suivant le premier sont divisibles par 
le nombre des cötes, est d’importance dans la theorie des nombres. 


II s’en suit que le produit de C(m) et de C(n) et le produit 
C(p) > Cig), sim+n=p+g, ont en commun le second coefl- 
cient; mais on voit, ce qui est fres remarquable, ‘qu’ils ont en 
commun plusieurs coefficients. Comparez p. ex. C(11) x C(5) avec 


C7)>< C9) p. 143. et p. 150., C(13)>< C(19) avee C(I5S)X C(17), etc. 
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x. 


Demonstration du theoreme &nonce au tom. 39. p. 120. 


de ce journal. 


Par 


Monsieur R. Lobatto, 


Professeur de mathematiques a V’Academie ä Delft. 


En posant 
 A=aa—bb' —cc', D=bc +cb', 
B=bb' — cc’ —aa, E=ca-+tac, 
C=cc' —ad—bb'; -  F=ab' tab; 
on aura:! 


1°. ABC— AD?— BE?— CF? +2DEF 
= (a? +52? + 02) (a'?+5'?+c'?)(aa’ +56’ + cc’); («) 
2°. (4+B)(B+C)(A+C)—2DEF 
= (44B)F?+(B+0)D?+ A+OE. 


Nous allons prouver en premier lieu la seconde partie du theo- 
reme, ce qui facilitera la demonstration de la premiere partie. 


On a d’abord | 
A+B=—-2%c, A+C=—2%b, B+C=—2aa' 
d’ou 
A+B+C=-— (au +bb'+ cc). 
Les valeurs de D, E, F conduisent aux relations suivantes : 
D2— (A+B)(A+ 0) = (be — o)2, 
E2 —- (A+B)(B+C) = (ac'—a'c)2, (D 
F2 — (B+C)(4+ C)= (ab! — a'b)2. 
| 11* 
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On a d’ailleurs: | 
DE= cc’ (ab' +.a’b) + c?a'b’ + c'2ab, 
donc 
DEF = cc’ (ab' + a'b)? + (c2a'b’ + c'2ab) (ab' + a'b) 
—= cc’ (ab' + a'b)? + aa! (b2c'? + b'?c?) + bb’ (a2c'?+ a'?c2), 
expression qui peut s’ecrire encore sous la forme suivante: 
DEF —= cc’ (ab' — a’b)? + aa’ (be! — b’c)? + bb! (ac! —a'c)? 
| +Saa’bb'cc', 


ou bien 
2DEF=—(A+B) (ab! — ab)” —(B + C) (be' —b'c)? 
- — (4+C) (ac! —a'ce)?—2(A+B)(B+C)(A+C) 


=—(A+B)F?—(B+C)D?— (4+C)E? 
+ (4+B)(B+O)(4+ 0), 

en vertu des relations (I), d’ou l’on deduit 
(A+B) (B+C) (4+C)—2DEF=(44+B)F?+(B+C)D?+(44+0)E? 
ce qu/il fallait prouver. 

D’apres la valeur obtenue ei dessus pour 2DEF, la quantite 

ABC — AD? — BE? — CF? +2DEF 
se changera en 
ABC—(A+B+C)(D2+E?+F3) +(A+B)(B+C)(4+0). 

Posant pour abreger 


A+B+C=— (aa +b5b' +cc')=s, 


on aura 
A=s+2aad, B=s+2b', C=s+2ce. 
Donc 
m 
ABC= s?+2(aa’ + bb’ E cc')s? + A(aa’bb/ + aa’cc' + bb'cc') s 


+ Saa' bb’ cc’ 
= —s?+4(aa'bb' Faa'cc'+bb'cc')s— (A+B)(A+C)(B+C). 


Or, il resulte des relations _(H) 


ya 


\ 
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D2+E24+F?=(be': — b’c)? + (ac'— a'c)? + (ab' —a'b)? 
+ 4(aa'bb' + aa’cc' +bb'cc') 
— (a? +52 + c2) (a?+5'?+ c'?)—s? 
+ 4(aa'bb' + aa’cc' +bb'cc'), 
d’ou l’on deduit l’equation h 
(A+B+C)(D?+E?2+F39)= (a? +62 -+ 2) (a?+b'?+c'?)s —s? 
+ 4(aa'bb’ + aa’cc' +bb'cc')s. 
Soustrayant celle ci de l’equation (NM), on obtiendra: 
ABC —-(4+B+C)(D?+E?+F?) 
— — (a2 + 52402) (a? +5"? +c)s—(A+B)(B+C)(Ar+C), 
ou bien | 
ABC—(4+B+C) (D?+E?4+ F?) + (A+B)(B+C)(4+C) 
— ABC - AD?— BE?— CF2+?2DEF 
| = (a2 45? 4 02) (ad? + 624 0'2) (aa' + bb! + ce). 
Aux deux relations («), (ß), qui nous venons de prouver con- 


formement au theor&me propose, on peut joindre encore une troi- 
sieme qui decoule immediatement des equations (D. 


En eflet celles ei donnent: 
D?— BC=(be' —b'c)? + A?+A(B+C), 
E?— AC =(ac' —a'c)? +B?+ B(4+C), 
"Fr _AB=(ab'-0'b)® 4024 C(A+B). 
Done: 
 D2?+ E2+F?— (AB+BC+A4C) \ 
—(be' — b’c)?+ (ac'—a'c)?+ (ab' —a’b)?+(A+B+C)? 
— (be —b' 0)? + (ac'—a'c)?+ (ab'—a'b)?+(aa’+bb'+cc')? 
—=(a?+52+ 02) (ad? +5 + c'?), 
d’ou on tire, en ayant egard a l’equation (ea), celle ci: 
(A+B+C)\D?+E?+F?—AB— BC—AC} 
+ ABC— AD? — BE? — CF?+?DEF=0, 
“ qui, etant developpee, se reduira & l’equation (P). 


Il est aise de conclure de ce qui precede, que les six quan- 
tites a,b, c,a',b', c' ne pourront etre exprimees en fonction de 


d 
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A, B, C, D, E, F, qu’& moins que ces dernieres quantites ne 
soient liees entre elles par l’equation de condition (ß). Mais, dans 
ce cas m&eme on ne pourra obtenir que les rapports entre les quan- 


tites a,Öb,c,a',b', c’, une d’enire elles restant entierement inde- 
terminee, aussi qu’on va le voir par l’analyse suivante. 


En profitant des relations 
A+B=—2cce, A+C0=—-2b', B+C=—2aa, 


les valeurs de D, E, F fourniront les equations: 
D+2.(4+B)+2,(440)=0, 
E 4 5,(B+C)+5,(44+B)=0 
P+5,(44045,B4+0)=0 


Posons pour simplifier 


les equations precedentes se changeront en: 
n 1 i 
RE N S 
m 
E+ 5(B+0) +5 A+B)=0, 


m v 


F+5,(4#0)45-(B+ 0)=0; 


ou bien: 
InD A+C 
"+ grBtayrB 
2mE B+C 


"+ arBtrarsB a) 


m? Dim: SENT 
„rt ArctArc 


n? n A+C 
dont les deux premieres suffisent pour determiner les rapports 
m et n. On en tire respectivement: 


a (2 HP) ASEDE 
I A+B 


—E+V P—(44B)(B+O)), 
TITTSAUNTDRBT METZ 


=D; 


mMmZ 
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Are 56‘ 
AB BR 1? 
il est evident que ces valeurs fourniront alternativement les anbot 
b b' 


Zu 52 De meme les deux valeurs de m donneront les rapports 


or, puisque les deux valeurs de n ont pour produit 


5 
a [} . ® . . [7 ” 
et Fr On pourra ainsi disposer arbitrairement de la quantite 


SIR 


c; quant ä la valeur de c', elle se trouvera alors determinee par 


la fraction ns La valeur de =, deduite des valeurs ob- 


tenues ci dessus' pour m et n, devra s’identifier avec celle fournie 
par la derniere des equations N savoir 


Re RAFODBFO 
ne ir 


d’ou resulte l’equation de condition 


—E+VtE—(A+B)(B+O)} —F+VtF?—(4+4C)(B+C)! 
— D+vtD?—(A+B)(A+C)) A+C 


laquelle ne pourra diflerer de la relation (ß). 11 parait difficile 
au premier abord de prouver l’identite de ces deux &quations, ä 
cause des radicaux qui entrent dans l’&equation que nous venons 
d’obtenir. On pourra y parvenir cependant sans trop de peine, 
en procedant de la maniere suivante. 


Si Fon substitue ä cette equation ces deux ci: 


E—vVtE?—(A+B)(B+C)} — F-vViF2—(4+C) to (BHON 


D—v tD2— (A+B)(A4+C)) ABC, 
E+VIE2—(A+B)(B+C)} — F+vVtF?—(4+4C) B+E)} 
D+vViD2Z (ABA 0) LEN, 


qui s’accordent entre elles, et qu’on en prenne la somme, on 
obtiendra 


DE—VD2—(A+B) (44 O0) E2— (A+ BJ(B+O)) _ —F 
TER Te: Er 
ou bien 


{D2— (A+B)(A+ CO) E?— (A+B)(B+C)!=tF(A+B)+ DE}. 


Developpant chaque membre de cette equation, il RLLENE, apres 
reduction: 


(A+ B)?(4H C)(B+C)— D2(A+B)(B+C)— E?(4A+B)(4+C) 
— F?(44+ BJ? +2DEF(A+B). 
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Divisant par le faeteur A+ B, on retombe firalement sur une! 
tion de condition (ß): 
(A+B)(A+C)(B+C)—2DEF 
=D:(B+C)+E2(A+C) + F?(A+B). 


Cette derniere deduction pourra en meme tems &tre consideree 
comme une nouvelle demenstration de l’&quation dont il s’agit. 


XL. 


Ermittlung des Integrales 


dx 
Sesam 1 


für den Fall, dass 
pto=n 
ist, unter z eine ganze positive Zahl, welche grösser 
als 1 ist, und unter « und ß zwei von einander ver- 
schiedene Zahlen verstanden. 


Von 


Herrn Simon Spitzer, 


Professor an der Handels - Akademie in Wien. 


Wir setzen das Integral (1) in folgender Form voraus: 


Fi di  _ GrG2+GRRH... 4a 9 
(@—e)P («= Ba ” 2 


(op —pe Ti 


x 


? h } dt 169 
Spitzer: Ermittlung des Integrales f GIop@ahe 


und suchen sodann C,, CL; Üa> :---» Cn-2 So zu bestimmen, dass 
‚ die Gleichung (2) identisch wird. 


Durch Differenziren der Gleichung (2) erhält man: 
1 a +2 +... + ln — 2) On? 


(2 —e)P (2—P) BT pre: (x — B)g-1 


„Ü-PI(O+G2 4 Ga? +... 4 naar?) 
er: @=ep We 


et (l—o) (+ G2H+ Cor? +... + Cn-2 ae} 
(2 — ep 1 (2 — 30 


und befreiet man diese Gleichung von den Brüchen, so erhält 
man, gleich ordnend: 


1= BG, —[Pl—p)+el— 9) 
+2120P— [P2—p) +.2—- )]G. +2 —-p—N6,)! 
+221308 GC; — [B&-p)+aßB—-g)] G+B-pP—NCı} 


+an-3(n— 2) aßCa-2— [BR -2—p) +«(n—2— g)] Cn-s 
+(n—2—- 2-9 0n-4 
+2"—2|—[B(n—I-p)+a mim] Cna-2+n—1—p—-9) 0-3 }; 
und diese Gleichung zerfällt in folgendes System von Gleichungen: 
1=eßC, —[Bl—p) te(ll—g)] Co, 
0-26, - [B@—p)+«@—-g]G +@—-p—gNC.. 
0=32PG—[PB—- pP) +e.B-]R+B-pP NG, 
= (n—2)eßCn-2— [Pin —2—p)te(n—2—g)] Cn-3+n—2—p—g) Cn-.; 
0=—- [Br —1—p) tan—1—- )].n-2+R—1—p— 9) Ch-3: 
aus welchem im Allgemeinen 
Bl, Ca; ...., On 


bestimmt werden können. Sollten sich in speciellen Fällen aus 
dem so eben aufgestellten Gleichungssysteme keine Auflösungen 
für O9, Cr» 2; ----, Cn-2 ergeben, so weist diess darauf hin, 
dass das Integral (1) nicht die in (2) vorausgesetzte Form hat. 
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So ist z. B. für Be 


IniesE Ges» (= - By Be er 
woselbst C, sich aus folgender Gleichung ereibt: 
1=—[ß(l—p) + «(1—gQ)]0» 


und diess liefert einen endlichen Werth für C,, mit Ausnahme des 
einzigen Falles, wo 


ist. Sei ferner re dann hat man: 


2 Co HE f 
Ve op iR Bye (z—o)r—1 (z-eJP-1(2— By ’ (3) 
woselbst ©, und C, sich aus folgenden Gleichungen ergeben: 
1= oßC, -[Pl—p)te(ll— g)] Co; A. 
0=[BR-P+e@—-mM]C + Co s 


Löst man selbe auf, so findet man für C, und C, Brüche, deren 
gemeinschaftlicher Nenner die Form hat: 


eß+[BA—p) +@ll—9)].[BQ@—p) + e2—9)]; 


und ist dieser etwa gleich Null, so ist 


dz 
F. (— e)P (e—P)1 


nicht gleich einem Ausdrucke der Form: 


G+QGr 
R (2 — ep! (2 — P)e-t 
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XI. 


Essai d’une exposition rationnelle des principes fon- 
damentaux de la Geometrie elementaire. 


Par 


Monsieur J. Hoüel, 


- 


Professeur de Mathematiques pures & la FacultE des Sciences de Bordeaux. 


Introduction. 


Depuis longtemps les recherches scientifigques des mathema- 
ticiens sur les principes fondamentaux de la Geometrie el&mentaire 
se sont concentrees presque exclusivement sur la theorie des 
paralleles; et si, jusqu’ici, les efiorts de tant d’esprits eminents 
n’ont abouti & aucun resultat satisfaisant, il est peut-etre permis 
d’en conclure qu’en, poursuivant ces recherches, on a fait fausse 
route, et qu’on s’est attaque A un probleme insoluble, dont on s’est 
exagere l’inportance, par suite d’idees inexactes sur la nature et 
l’origine des verites primordiales de la science de l’etendue. 


La source de cette erreur est, croyons-nous, dans le faux 
point de vue methaphysique ou l’on s’est place, en considerant 
la geometrie comme une science de raisonnement pur, et ne vou- 
lant admettre parmi ses axiömes que des verites necessaires 
- et du domaine de la pure raison. On a ete conduit ainsi ä attri- 
buer aux axiömes une nature toute difierente de celle des autres 
verites geometriques que l’experience nous revele en dehors de 
toute etude scientifique, et que le geometre rattache ä ces axiömes 
comme consequences. 


Cependant la Geometrie, comme la Mecanique et la Physique, 
a pour objet l’etude d’une grandeur conerete, l’etendue, aflec- 
tant nos sens d’une certaine maniere; et c'est seulement par les 
revelations des 'sens que nous avons pu connaitre les proprietes 
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fondamentales de cette espece particuliere de grandeur. Ces pro- 
prietes, indefinissables et indemontrables, sont les termes de com- 
paraison obliges auxquels nous ne pouvons que rapporter les 
autres proprietes, ä l’aide du raisonnement abstrait. 


Ainsi les sens seuls peuvent nous mettre en relation avec 
'"etendue, et ils nous en font connaitre deja un grand nombre de 
proprietes, sans emprunter le secours de la logique deductive. 
Parmi ces proprietes, les unes sont tellement simples, tellement 
faciles & constater, que la force de l’'habitude, jointe a la tradi- 
tion constante de l’Ecole, a bien pu faire oublier leur veritable 
origine, et le röle essentiel qu’ont joue les sens dans leur decou- 
verte. On a confondu, sous le nom d’axiömes, ces verites 
avec les verites abstraites, qui se rapportent ä& la science des 
grandeurs en general ou & l’arithmetique. universelle *). 


D’autres proprietes, enseignees €egalement par l’experience, et 
jouissant de la m&me certitude immediate que les precedentes, 
se deduisent neanmoins de celles-ci comme consequences, et on 
les a classes, sous le nom de th&eoremes, A cöte des verites 
plus cachees, que le raisonnement seul pouvait faire apercevoir. 


Le partage de ces verites fondamentales en axiömes et 'the- 
or&emes est, jusqu’a un certain point, ‚arbitraire. _ Ainsi,  lorsque 
deux de ces verites sont des consequences reciproques l’une de 
l'autre, ‚on ‚peut prendre celle des deux que l’on voudra pour. 
axiöme, l’autre devenant alors un iheoreme. 


Le nombre des axiömes peut varier, suivant l’ordre que l’on 
adopte dans la subordination des propositions. ]l y a cependant 
un minimum, au-dessous duquel ce nombre ne saurait etre 
reduit, comme le prouvent les tentatives infructueuses auxquelles 
nous faisions tout ä l’heure allusion. 


Nous nous proposons, dans ce travail, de presenter quelques 
considerations sur le nombre et la nature des axiömes necessai- 
res de la %eometrie rationnelle. Nous avons dü examiner, ä cette 
occasion, les idees qui ont servi de base aux Elements de 
Legendre, et qui dominent encore dans la plupart des traites 
modernes, auxquels celui de Legendre a servi de type. Pour 
y reconnaitre de nombreuses inexactitudes, il nous a suffi d’en 
faire la comparaison avec les principes d’ Eusrde et les discus- 


*) Ainsi, parmi les douze propositions qu’Euclide designe du nom de 
„oval Svvordı, les trois demieres seules appartiennent specialement & la BeOR 
trie. Les sept premieres s’appliquent & toute espece de grandeur. 
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sions des geometres qui ont su se penetrer de l’esprit de lim 
mortel auteur des anciens Elements. 


L’ouvrage d’Euclide lui-meme, quelque superiorite que l’on 
doive lui reconnaitre sur ses successeurs, ne nous a pas paru ä 
Fabri de toute critigue, et nous avons eru 'pouvoir y signaler de 
legeres imperlections, qu’il serait d’ailleurs aise de faire dispa- 
raitre, sans alterer au fond l’admirable enchainement des verites 
que renferme ce chef-d’oeuvre de logique. - 


L’immense sucees qu’ont eu les Elements de Legendre, 
& leur apparition, n’est pas dü seulement ä la renommee scienti- 
fique de cet illustre analyste. Il tient aussi aux &minentes quali- 
tes de precision et de clarte qui distinguent la redaction de ce 
livre, ou Pauteur a si bien su reproduire la forme et le style des 
geometres de Y'antiquite. Malheureusement, Legendre, entraine 
par l’exemple de ses contemporains, n’a pas su conserver dans 
toute leur purete les methodes vraiment geometriques des Anciens, 
et il les a profondement alterees, en y melant les procedes arith- 
metiques de l’Analyse moderne. 


Chez Euclide, la Geometrie forme une science complete, qui 
se sufüit ä elle-meme, et n’invoque nulle part, dans ses demon- 
strations, le secours de la science des nombres. C’est plutöt 
celle-ci qui empruntera ä la geometrie ses denominations, et qui, 
rendue sensible aux yeux par le moyen des figures, pourra fonder 
ses premiers prineipes sur une evidence tout intuitive. 


Legendre, au contraire, introduit ä& chaque instant dans ses 
raisonnements des considerations qui supposent les grandeurs 
geometriques remplacees par des nombres. Ü’est ainsi qu’il parle 
de produit de lignes multipliees par des lignes ou par des surfa- 
ces. Dans les demonstrations ou il fait: usage des proportions, 
il applique immediatement aux proportions entre lignes des theo- 
remes d’arithmetique etablis seulement pour les proportions entre 
nombres rationnels, et l!’extension au cas des incommensurables, qu’il 
eroit demontrer par.un artifice imite des geometres anciens, ne peut 
etre justifiee, tant que l’on n’a par defini avec plus de precision 
l’egalite de deux rapports entre quantites incommensurables. Nous 
n'insisterons pas davantage sur les defauts de ces methodes, qui 
aujourd’hui sont en partie abandonnees. 


Nous nous occuperons plus particulierement des propositions 
fondamentales du premier Livre, qui se rattachent immediate- 
ment aux axiömes. Comme nous l’avons dejä fait entendre, si 
on n’avait d’autre but que de mettre hors de doute chacune des 
verites geometriques, on pourrait. faire un bien plus large appel 
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a l’experience, en supprimant la plupart des demonstrations dans 
cette partie de la geometrie, et prenant pour axiömes le plus 
grand nombre des propositions Eenoncees. Nul homme de bon sens 
aujourd’hui ne se donnerait la peine de refuter un sophiste niant 
que, pour aller d’un point ä une droite, la perpendiculaire soit 
plus courte que l’oblique; et ce n’est pas l’evidence qui manque- 
rait & cette proposition pour &tre rangee parmi les axiömes de 
la geometrie. 


Mais l’auteur d’un traite de geometrie ne doit pas seulement 
chercher ä convaincre lesprit du lecteur; il doit chercher ä 
l’eclairer; et, s’il ne s’attache pas ä etablir avec soin l’enchai- 
nement et la subordination des propositions, il arrivera a ras- 
sembler des verites qui resteront isolees et steriles. Faute de 
connaitre le lien qui les unit, le lecteur ne sera nullement pre- 
pare ä passer des verites connues ä d’autres plus cachees, et il 
aura perdu l’occasion de se familiariser, sur des exemples sim- 
ples, avec les procedes de recherche de la geometrie. 


Il importe donc de bien preciser d’abord quelle est la nature 
des axiömes, et de les reduire au plus petit nombre possible. 
Pour nous guider dans cette recherche, nous ne perdrons jamais 
de vue cette maxime, trop souvent meconnue, que les verites 
simples doivent pouvoir se demontrer simplement, et 
que ce que l’on gagne en rigueur dans les raisonne- 
ments, on doit pouvoir aussi le gagner en simplieite. 
Si quelqu’un des premiers principes de la science ne peut se de- 
duire d’une maniere courte et facile des principes precedemment 
poses, on aura lieu de croire qu’il n’en est pas une consequence, 
et qu’il est lui-m&me un axiöme indemontrable. Il faut done se 
defier des demonstrations longues et compliquees, par lesquelles 
on a souvent voulu etablir des propositions que l’on ne voulait 
pas admettre parmi les axiömes. Par un examen approfondi, on 
finit generalement par constater qu’il en est de ces demonstra- 
tions comme des appareils ingenieux au moyen desquels on espere 
quelquefois realiser le mouvement perpetuel. Il s’en faut de bien 
peu que l’appareil ne marche; mais il ne marche pas. — D’au- 
tres fois, on’s’apergoit que la proposition & demontrer n’avait pas 
ete rattachee ä celles dont elle est naturellement la consequence. 


Si nous appliquons ces considerations ä l’examen des traites 
de geometrie qui ont paru jusqu’ä ce jour, nous verrons sans peine 
qu’ils laissent tous ä desirer sous ces divers rapports. 


Au point de vue de la rigueur des deductions et du choix 
des axiömes, aucun traite, jusqu’a present, n’a surpasse les Ele- 
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ments d’Euclide, malgre quelques points defectueux, . qu’il se- 
rait aise de corriger. Si les demonstrations d’Euclide n’ont pas 
toujours la simplieite qui semble regner dans les ouvrages mo- 
dernes, ce la tient bien moins au fond me&me de ces demonstra- 
tions qu’a la forme dogmatique adoptee par l’auteur, qui se pre- 
occupait avant tout de fermer la bouche ä des sophistes que la 
Grece avait le tort de prendre au serieux. De lä son habitude de 
demontrer toujours qu’une chose ne peut pas ne pas etre, au 
lieu d’etablir qu’elle est, et de faire voir en m&me temps pour- 
quoi elle est, et comment on a ete conduit & reconnaitre son 
existence. Il suffirait souvent de quelques legeres modifications 
pour transformer les raisonnements indirects d’Euclide en rai- 
sonnements directs. On ne peut d’ailleurs lui faire un reproche 
de n’avoir pas use dans certains cas des procedes beaucoup plus 
courts de l’analyse moderne. 


On est force de .convenir aussi que l’ordre des propositions 
du premier Livre d’Euclide est loin d’etre satisfaisant. Il semble 
que l’auteur ait range ses propositions, sans avoir egard ä leur 
simplieit6 ou & leur importance, et en s’imposant pour seule con- 
dition que la demonstration de chaque proposition ne s’appuyät 
que sur les propositions qui la precedent *). 


ll resulte de l& que la lecture d’Euclide n’est pas sans 
quelque difficult&E pour les commencgants, et cela explique, jusqu’ä 
un certain point, l’aubli ou il est tombe dans les &coles frangaises. 


Et cependant, pour un geomötre intimement penetre de Pesprit 
de rigueur qui regne dans cet admirable ouvrage, et joignant ä 
cela la connaissance des ressources de la science moderne, rien 
ne serait plus aise que de tirer du livre des Elements un traite 
aussi correct pour, le fond des idees, et debarasse de ce que la 
forme ofire d’aride et de rebutant. Il lui suffirait de subordonner 
les propositions & un ordre plus rationnel; de remplacer autant 
que possible les demonstrations par l’absurde par des demon- 
strations directes, plus simples et plus lumineuses; et enfin d’in- 
voguer, quand il y a lieu, le grand principe des limites, que 
les Anciens n’avaient ose formuler dans toute sa generalite. 


. 


S 


*) Nous pouvons citer, comme. exemple & l’appui de cette assertion, la 
proposition 13, qu’Euclide demontre avec un grand appareil de logique, et 
qu’il place apres d’autres propositions beaucoup moins simples. Pour nous, cette 
proposition exprime seulement que les deux parties d’un demi-tour font le demi- 
tour entier, et il eüt presque suffi de l’Enoncer en tete du Livre. On eüt pu 
simplifier alors la demonstration de la proposition 5. 
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Sans vouloir ‚entreprendre une täche aussi longue, je, me bor- 
nerai ici a soumettre aux auteurs, qui seraient disposes A.con- 
courir & cette oeuvre si utile, le resultat:de mes recherches sur 
les premieres propositions d’Euelide. 


Je me suis eflorc& de delimiter avec plus de preeision: les 
axiömes purement geometriques, en les rattachant & leur origine 
experimentale. Parmi les verites qu’Euclide a rassemblees sous 
le nom de notions communes, nous avons dejä fait remarquer 
que les sept premieres appartiennent ä la science des srandeurs 
en general. Les deux suivantes (les axiömes 8 et 9) ne sont pas, 
a proprement parler, des axiömes, mais des definitions. L’axiöme 
$ est la definition de l’egalite de deux grandeurs geometriques; 
"axiöme 9 est la definition du mot plus grand que, ou la defi- 
nition de l'inegalit6 de deux grandeurs queleonques. 


Les trois derniers axiömes sont classes, dans l’edition de 
Peyrard, parmi les demandes (airyjuere). Mais nous pensons, 
avec. .R. Simson et Lorenz, que le mot demande.a chez Eu- 
elide un sens qui ne se rapporte pas ä la nature des enonees 
en question, et nous leur conserverons le nom d’axiömes. Ües 
trois axiömes, contrairement aux precedents, appartiennent pro- 
prement ä la science geometrique. | 

Les demandes sont au nombre de trois. Nous proposons 
d’en ajonter une quatrieme, dont Euclide fait souvent un usage 
tacite, quoiqu’il semble avoir voulu d’abord l’eviter & P’aide des 
propositions 2et3. Nous demanderons qu’une figure invariable 
de forme, puisse &tre transportee d’une maniere quelconque dans 
son plan ou dans l’espace *). 


Les premieres propositions du premier livre pourront se clas- 
ser d’apres les divisions suivantes: 
1°. Proprietes des angles ayant meme sommet. 


20. Proprietes des angles ayant des sommets differents (theo- 
rie des paralleles). 


3%. Proprietes d’un triangle. — Esalites et inegalites dans 
un triangle. 

4°. Comparaison de deux triangles. — Cas d’egalite. — Cas 
d’inegalite. 


Viendraient ensuite les proprietes des quadrilateres et des 
polygones en general. 


Mon but n’etant nullement de rediger le commencement d’un 


*”) Voy. Note I. 
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traite elassique, je me suis attache & la discussion des principes 


et & la comparaison des methodes, sans chercher & proportionner 
les developpements suivant la regularite didactique. 


J’expose, en forme de commentaire sur les 32 premieres pro- 
positions d’Euclide, l’esquisse d’un plan suivant lequel on pour- 
rait reconstruire plus regulierement cette partie du premier 
Livre. J’ai essaye de montrer comment, en ne perdant- jamais 
de vue l’origine des idees geometriques, et rapportant toujours 
chaque proposition & sa veritable source, on introduit dans la 
theorie plus de clarte et de generalite, tout en restant plus pres 
des applications pratiques, et l’on est tout prepare, par l’analogie 
des procedes, ä l’etude des grandes methodes de la nouvelle 
geometrie. 


L’appendice, compose de plusieurs notes trop longues pour 
trouver place dans le texte, est termine par quelques reflexions 
sur limportance de l’enseignement de la geometrie elementaire, 
sur les moyens de rendre cet enseignement plus fruetueux au 
double point de vue de la theorie et des applications, et sur les 
avantages que la geometrie presente sur l’analyse abstraite, 
comme premiere preparation & l'etude des parties plus elevees 
des mathematiques. 


Essai d’une exposition rationnelle des principes de la Geome- 


trie eldmentaire. 


gl. 


La Geometrie est fondee sur la notion indefinissable et ex- 
‚„. . . ” . . . . 2 
perimentale de la solidite ou de l’invariabilite des figures *). 


Elle emprunte, en outre, ä l’experience un certain nombre de 
donnees que l’on appelle axiömes. — Nous verrons que les axiö- 
mes de la geometrie peuvent se reduire A quatre. 


$: 2 
On appelle surface la limite de deux portions de l’espace. 


Nous nous elevons ä l'idee abstraite de surface par la consi- 
deration d’une enveloppe ou cloison materielle, dont nous redui- 
sons indefiniment l’epaisseur. 


*) Voy. Note I. 


178 Hoüel: Essai d’une exposition rationnelle des principes 


La limite de deux portions de surface s’appelle ligne. 
Deux surfaces qui se rencontrent se limitent reciproquement. 
L’intersection de deux surfaces et done une ligne. 


On s’est eleve ä lidee abstraite de ligne soit par la conside- 
ration d’une tige tres-mince, soit par celle de la rencontre de 
deux cloisons, ou de la trace laissee sur la superficie d’un corps 
par le contact d’une autre surface. 


La limite de deux portions de ligne s’appelle point. 


Une ligne peut &tre limitee par sa rencontre avec une sur- 
face ou avec une autre ligne. 


Ainsi l’intersection de deux lignes ou d’une surface et d’une 
ligne est un point. 


L’intersection de trois surfaces est aussi un point. 


L’idee de point est venue de la consideration d’un corps, 
dont les dimensions etaient indefiniment reduites. se 


$. 8. 
Nous avons defini les mots surface, ligne,-point, en par- 
tant de lidee de surface pour arriver Jusqu’au point. 


On peut suivre l’ordre inverse, en introduisant plus explici-. 
tement lidee de mouvement *). 


On dira alors, en partant de l’idee de point, comme idee 
primitive, qu’une ligne est l’ensemble des positions occupees suc- 
cessivement dans l’espace par un point qui se meut. 


De meme, on peut considerer une surface comme l’ensemble 
des positions occupees successivement par une ligne qui se de- 
P 
place, et qui en meme temps peut changer de forme. 


Toutes ces idees peuvent &tre rappelees par les represen- 
tations materielles qui leur ont primitivement donne naissance. 


$. 4. 


L’etude des lignes et des surface constitue lobjet de la 
geometrie. 


On donne le nom de figure & un ensemble queleonque de 
points, delignes ou de surfaces, considere comme invariable de forme. 


*) Voy. Note II. 


fondamentauz de la Geometrie elemenlaire. 179. 


Axiöme I. — Trois points suffisent, en general, pour fixer 
dans l’espace la position d’une figure. 


% 5. 


L’experience nous apprend cependant que, lorsqu’une figure 
se meut en tournant autour de deux de ses points, supposes fixes, 
il y a un ensemble de points, situes sur une certaine ligne, et 
qui restent immobiles pendant que les autres se deplacent. 


Ces points sont .disposes sur la route que suivrait un rayon 
lumineux pour passer de l’un des points fixes & l’autre (en sup- 
posant ces deux points situes dans un meme milieu homogene). 


La ligne qui contient tous ces points, et qui nous apparait 
comme la trajectoire habituelle des rayons lumineux, s’appelle la 
ligne droite. Donc 


Axiöme IH. — Il existe une ligne, appelee ligne droite, 
dont la position dans l’espace est completement fixee par les 
positions de deux quelconques de ses points, et qui est telle que 
toute portion de cette ligne peut s’appliquer exactement sur une 


autre portion quelconque, des que ces deux portions ont deux 
points communs *). 


Ainsi, d’un point & un autre, on ne peut mener qu’une seule 
igne droite **). 


Deux lignes droites qui ont deux points communs, coincident 


dans toute leur etendue, quelque loin qu’on les prolonge au-delä 
de ces deux points. 


En d’autres termes, on admet qu’une ligne droite peut &tre 
prolongee indefiniment dans les deux sens, et quelle ne peut 
l’etre que d’une seule maniere. 


$. 6. 


Si, en joignant deux points d’une surface par une ligne droite, 
la partie de la droite comprise entre ces deux points.se trouve 
d’un certain cöte de la surface, on dit que la surface est concave 
de ce cöte, ou convexe du cöte oppose. 


L’experience nous montre certaines surfaces, comme celle des 
eaux tranquilles, qui ne sont concaves d’aucun cöte, et sur les- 


*) Voy. Note II. 
**) O’est, sous une autre forme, l’axiöme 12 d’Euclide, 
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quelles une ‚ligne droite, menee entre deux de leurs RA sap 
plique dans toute son etendue, 


Une telle surface s’appelle une surface plane ou un plan. 


Soient A, B, C (Fig. 1.) trois points d’une surface plane. 
Si l’on joint Je point C & un point quelconque A de la droite AB, 
la droite CA sera, ainsi que la droite AB, comprise tout entiere 
dans la surface. Si on fait mouvoir le point A tout le long de 
la droite AB, la ligne CA prendra une infinite de positions, qui 
par leur ensemble engendreront la surface. 


Ainsi la surface plane peut etre consideree comme engendree 
par le mouvement d’une droite tournant autour d’un point fixe,. et 
glissant le long d’une droite fixe qui ne passe pas par ce point. 


Si Fon fait tourner un plan autour de deux de ses points A 
et BD, ou, ce gu revient au meme, autour de la droite AB comme 
charniere, jusqu’ä ce qu’un point C du plan, non situe sur la droite 
AB, vienne rencontrer l’ancienne position du plan en.un point C', 
situe de l'autre cöte de AB par rapport ä C; l’ancienne position 
pouvant etre consideree comme engendree par le mouvement.de 
C'A le long de AB, et la nouvelle par le mouvement de CA le 
long de la me&me droite AB, il est clair que ces deux positions 
ne formeront qu’une seule et m&me surface, puisque leurs lignes 
generatrices coincident dans chaque position; en sorte que la sur- 
face retournee coincidera avec son ancienne position. | 


En general, si ’on donne & deux plans trois points communs, 
non en ligne droite, le m&me raisonnement fait voir que les deux 
plans coineideront dans toute leur etendue. Done 


Axiöme EHE. — Il existe une surface telle qu’une ligne droite, 
qui passe par deux quelconques de ses points, y est renfermee 
tout entiere, et qu'une portion quelconque de cette surface peut 
etre appliquee exactement sur la surface elle-m&me, soit direc- 
tement, soit apres qu’on l’a retournee, en lui faisant faire une 
demi-revolution autour de deux de ses points. Cette surface est 
le plan. 

Par trois points non en ligne droite, ou par une droite et un 
point situe hors de cette droite, ou encore, par deux droites qui 
se coupent, on peut toujours faire passer un plan, et l’on n’en 
peut faire passer qu’un. 


8.7. 


Lorsque deux droites se rencontrent, on dit qu’elles forment 
un angle. 
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On peut se representer un angle comme la quantite plus ou 
moins grande dont il faut faire tourner une droite autour d’un de 
ses points pour la faire passer d’une position & une aufre, en sup- 
posant que le mouvement s’accomplisse dans le plan mene par les 
deux positions. 

On peut passer de la position AB (Fig. 2) & la position AC, en 
tournant dans un sens ou dans llautre: l’angle decrit n’est pas le 
meme dans les deux cas. 


$. 8. 


Pour aller d’un point A & un autre point B, en suivant une 
ligne droite, il faut ‘connaitre 1° la direetion de cette droite, 
2° la longueur de la portion de cette droite comprise entre les 
deux points. 


Pour determiner la direction d’une droite, on commence par 
imaginer un plan passant par les deux points A, BD, et dans ce 
plan une droite fine AC, menee par le point A. La direction de 
la droite AD sera connue, si l’on donne l’angle CAB quelle 
fait avec la droite.fixe AC, e’est-äA-dire, la quantite dont il faut 
tourner, dans le plan ABC, suivant un sens convenu, pour 
passer de la position AC ä& la position AB. 


Si Fon donne ensuite la distance AB, c’est-ä-dire, la quan- 
tite dont on doit s’avancer sur la droite AB, on aura enfin la 
position du point B. 


&.9. 


Il est facile de s’expliquer pourquoi l’on a pris la ligne droite 
pour mesurer les distances, le plan pour mesurer les angles. 


1°. C’est que d’abord, par deux points donnes, on peut tou- 
jours mener une ligne droite, de m&me que, par deux droites 
donnees, on peut toujours faire passer un plan. — Il pourrait n’en 
plus etre de möme, si l’'on prenait une ligne courbe ou une sur- 


face conique de forme donnee. 

2°. En second lieu, toute portion de ligne droite ou de plan 
peut etre superposee & une ligne droite ou & un plan, de sorte 
que Fon peut constater immediatement l’egalit& ou l’inegalite de 


deux distances ou de deux angles. 


$. 10. 


Lorsqu’une droite, apres avoir tourne toujours dans le meme 
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sens, revient a son ancienne position, on dit’ qu’elle a accompli 
un tour'entier. ; 


Lorsque la droite vient se placer sur son prolongement, on 
dit quelle a fait un demi-tour. 


Lorsqu'elle s’arrete de maniere ä former avec sa premiere 
position et le prolongement de celle-ci deux angles egaux, elle a 
decrit un quart de tour ou angle droit, et sa nouvelle posi- 
tion est dite perpendiculaire ä la premiere. 


Le prolongement de la perpendiculaire est aussi une perpen- 
diculaire. 


La premiere droite est aussi perpendiculaire ä& la seconde. 
‘ Tous les angles droits sont &gaux. 


On a pris pour unite de mesure angulaire le quart de tour 
ou angle droit *). 


g. 11. 


On appelle cercle une ligne courbe tracee sur un plan,’ et 
dont tous les points sont a la m&eme distance d’un point fixe, ap- 
pele centre. 


Si l’on fait tourner une droite dans un plan autour d’un de 
ses points, chacun des autres points de la droite deerira dans 
ce mouvement un cercle. 


La distance constante d’un point du cercle au centre s’appelle 
rayon. 


Si l’on fait tourner un cercle dans son plan autour de son 
centre, le cercle ne cessera pas de coincider avec lui-me&me. 


Un diametre est une droite passant par le centre, et ter- 
minee de part et d’autre au cercle. 


Si l’on fait faire a un cercle un demi-tour autour de son centre 
et dans son plan, ‚de telle sorte qu’un diametre donne revienne 
coincider avec son ancienne position, on voit que l’une.des. deux 
parties du’cercle viendra coincider avec J’autre.. Done un diametre 
divise le cercle et la portion de plan, qu’il entoure, chacun, en 
deux parties &gales. 


Si Fon fait faire & un cerele un demi-tour; autour d’un de ses 
diametres, jusqu’& ce que son plan revienne coincider, par re- 
tournement, avec son ancienne position, le cercle coincidera 


'*) Voy. Note'IV. 
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encore avec lui-meme, ce qui donne une seconde demonstration 
de la propriete precedente. 

Deux cereles de m&me rayon coincident necessairement, des 
que Pon fait coincider leurs plans et leurs centres. | 


g. 12. 


Tandis qu’une droite tourne autour d’un de ses points, sup- 
pose fixe, considerons le cercle decrit par un quelconque des points 
mobiles de la droite. 


Pendant que la droite accomplit un tour entier, elle parcourt 
le cercle entier. f 


Lorsqu’elle fait un demi-tour, elle parcourt le’ demi-cercle. 


Si on la fait tourner d’angles egaux & partir de deux positions 
AB, AB' (Fig. 3), les arcs decrits BC, B’C’ seront egaux. 
— Car, si Pon fait tourner le cercle autour de son centre jusqu’äa 
ce que AB’ vienne se placer sur AB, l’egalite des angles fait 
voir que AC’ tombera sur AC, et par suite les arcs BC, B’C' 
devront coincider. 


Si un angle est egal & la somme ou ä la difference de deux 
autres, l’are correspondant au premier angle sera egal ä la somme 
ou A la difference des arcs correspondants aux deux autres angles. 


De lä resulte que 


1°. Un angle droit comprend entre ses cötes un quart de 
cercle ou quadrant. 


20, Si un angle est multiplie par un nombre entier quelcon- 
que, l’are correspondant est multiplie par le m&me nombre entier. 


3%. Si un angle est divise par un.nombre entier quelconque, 
larc correspondant est divise par le meme nombre entier. 


4%. Si deux angles ont entre eux un rapport quelconque, les 
arcs correspondants ont entre eux le m&nıe rapport. 


Done l’arc compris entre les cötes d’un angle varie propor- 
tionnellement ä& cet angle *). 


*) En d’autres termes, si on prend pour unite d’are ’arc correspondant 
& Punit& d’angle, en ex@cutant les operations necessaires pour l’€valuation nu- 
merique de l’angle,. on se trouvera executer en m&me temps les op@rations qui 
conduisent A l’&valuation nume£rique de Yarc, et Pon arrivera de part et d’autre 
au m&me r6sultat. | 
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i Fon veut done comparer un angle ä son unite, pour arri- 
ver v sa representation numerique, il revient au me&me de com- 
parer l'arc correspondant ä cet angle avec l’are correspondant & 
l’unite d’angle, et que l’on prend naturellement pour unite d’are. 


L’unite d’angle etant l’angle droit, l’unite d’are sera le quadrant. 


On exprime cette correspondance en disant qu’un angle au 
centre a pour mesure l’arc compris entre ses cötes. 


L’avantage de la substitution des arcs de cercle aux angles 
consiste ä oflrir une representation plus facile & saisir, et & faci- 
liter les operations graphiques que l’on doit executer sur les angles. 


. 13. 


Une droite AD (Fig. 4.), qui en rencontre une autre, fait 
avec les deux parties AB, AC de celle-ci deux angles dont la 
somme est langle CAB= un demi-tour ou deux angles droits. 


Ce deux angles sont dits supplementaires, et chacun d’eux 
est le supplement de l’autre. 


Si Fon ajoute deux angles supplementaires, il est clair que 
leurs cötes non communs seront en ligne droite. 


Si deux droites se traversent mutuellement, les angles oppo- 
ses par le sommet sont egaux, comme ayant m&me supplement. 
— On pourrait encore demontrer cette egalite, en retournant la 
figure de maniere que chacun des cötes de l’angle supplemen- 
taire commun vint coincider avec Y’ancienne position de l’autre 
cöte, auquel cas les deux angles en question seraient amenes ä 
coincider *). 


On peut encore Eenoncer la meme proposition, en disant que 
les deux arcs de cercle compris entre deux rayons et entre les 
prolongements de ces rayons, sont egaux entre eux. 


$. 14. 


Deux droites quelconques, rencontrees par une troisieme, 
forment avec celle-ci huit angles egaux deux & deux et supple- 


*) Nous ferons un continuel usage de ‚ce proced& de retournement, 
toutes les fois qu’il s’agira de demontrer l’Egalit€ de deux parties :d’une m&me 
figure. — On peut presenter ce procede autrement, en concevant que l’on plie 
en deux la figure autour de son axe de sym&trie, qui est iei la bisseetriee.de 
V’angle suppl&mentaire. 
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mentaires, deux & deux, et auxquels, pour les designer plus faci- 
lement, on a donne les noms de correspondants, d’alter- 
nes-internes, d’internes d’un m&me cöte, ete. 


Si l’on suppose qu’une quelconque des cing relations suivan- 
tes ait lieu: 


1°.  Angles correspondants 


20; „  alternes-internes ) egaux, 
30, - alternes-externes 
4%. Angles internes d’un meme eöte 


supplementaires 
50, Ar externes ,, > ED | pP 


les quatre autres relations ont necessairement lien. 


Lorsque ces cinq relations ont lieu, les droites CD, EF ne 
peuvent avoir aucun point commun (Fig. 5.). — Concevons, en 
efiet, que la moiti6 de gauche de la figure soit rendue mobile, 
et qu’on lui fasse faire un demi-tour, dans son plan, autour du 
milieu J de la droite AB. Lorsque le point A sera arrive en B 
et le point DB en A, on voit aisement que les deux moities de la 
figure coincideront dans tous leurs points, quelque loin que l’on 
suppose les droites prolongees. Il ne saurait done y avoir un 
point de concours des droites dans une des moities de la figure, 
sans qu’il en existät un autre dans l’autre moitie; et comme l’exi- 
stence simultanee de deux points de rencontre est contraire ä la 
nature de la ligne droite, il s’ensuit que les deux droites n’ont 
aucun point conmun *). 


Donc, si Fon fait glisser un angle, de 'grandeur invariable, 
le long d’un de ses cötes suppose fixe, le cöte mobile se detache 
entierement de son ancienne position, et ne conserve plus avec 
elle aucun point commun. 


Deux droites situees dans le m&me plan, et ne pouvant se 
rencontrer, si loin qu’on les prolonge l’une et l’autre, sont dites 
paralleles. 


Ainsi deux droites qui forment avec une troisieme des angles 
satisfaisant ä une des cing conditions ci-dessus, sont paralleles. 


En partieulier, deux droites perpendiculaires ä une troisieme 
sont paralleles entre elles. 


En d’autres termes, par un point donne hors d’une droite, on 
ne peut pas mener plus d’une perpendiculaire ä cette droite. 


Il resulte de ce que nous venons de dire que, par un point 


*) Dupin, Geometrie et M&ecanique, tome I, p. 32. 
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pris hors d’une droite, on peut toujours mener une, parallele 3 
cette: droite *). | 


$. 15. 


“ 


La parallele etant menee, si on la fait tourner tant soit peu 
autour de l’un de ses points, elle finira par atteindre la premiere 
ligne, lorsqu’on les prolongera suffisamment l’une et l’autre; de 
sorte que la position de parallelisme est unique. Ü’est-lä un 
nouveau principe, qui ne semble pas etre renferme dans les axi6- 
mes precedents, et que nous Eenoncerons ainsi: 


Axiöme IV. — Par un point donne, on ne peut mener qu’une 
seule parallele ä une droite donnee. 


Il resulte de lä que 


1°. Deux droites paralleles ä une troisieme sont paralleles 
entre elles. 


2°. Deux droites paralleles etant rencontrees par une secante, 
les angles formes satisfont aux cing relations du paragraphe 
precedent. 


En particulier, toute perpendiculaire & une des paralleles est 
perpendiculaire ä& l’autre. 


Done, par un point donne hors d’une droite, on peut toujours 
mener une perpendiculaire ä cette droite. — Car si AB (Fig. 6.) 
est une perpendiculaire mende ä& la droite donnee en un quel- 
conque de ses points, la parallele a AB, menee par le point 
donne €, sera la perpendiculaire demandee. — Nous avons d’ail- 
leurs vu, dans le paragraphe precedent, que cette perpendiculaire 
est la seule qui puisse etre abaissee du point © sur la droite AB. 


$. 16. 


Deux angles qui ont les cötes paralleles et diriges dans le 
meme sens sont egaux. — On le voit en les comparant & l’angle 
forme par l’intersection de leurs cötes prolonges. 


Reciproquement, deux angles etant egaux et diriges dans le 
meme sens, si leurs premiers cötes sont paralleles, leurs seconds 
cötes seront aussi paralleles. 


Il resulte de lä que, etant donne un systeme quelconque de 
droites, si ’on transporte ce systeme dans son plan, de maniere 


*) Voy. Note V. 
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qu’une des droites du systeme reste constamment parallele ä son 

. .,» . ’ 
ancienne position, chacune. des autres droites restera egalement 
parallele a son ancienne position. 


On dit, dans ce cas, que le systeme a subi un mouvement 
de translation parallelement ä& lui-me&me. 


Plus generalement, si les deux cötes d’un angle tournent, dans 
le m&me sens, chacun d’une me&me quantite angulaire, autour de 
deux quelconques de leurs points, la grandeur de l’angle n’aura 
pas change. — Et reciproquement, si l’on transporte un angle 
dans son plan, sans le retourner, chacun des cötes de l’angle 
fera le me&me angle avec son ancienne position. 


En particulier, deux angles qui ont les cötes perpendiculai- 
res, chacun & chacun, sont egaux ou supplementaires. 


Si l’on fait tourner un systeme de droites dans son plan, 
autour d’un point quelconque qui lui soit invariablement lie, tou- 
tes les droites feront avec. leurs anciennes positions respectives 
des angles egaux, dont la valeur commune est. dite l’angle de 
rotation du systeme. 


$. 17. 


Deux: droites concourantes forment avec une troisitme des 
angles alternes- internes inegaux, dont le plus petit est celui qui 
est dirige vers le point de concours. 


En d’autres termes, si) ’on prolonge un cöte d’un triangle, 
l'angle exterieur ainsi forme est plus grand que chacun des angles 
interieurs non adjacents. 


Cette proposition. est presque: evidente, ‚si l’on: s’appuie sur 
l’axiöme IV. En eflet, si, de la position de parallelisme, on fait 
passer la droite 42 (Fig.7.) & la position -A’B’, en la faisant 
tourner autour du point C, de maniere qu’elle rencontre la droite 
DE en G; il est clair que, dans ce mouvement, l’angle BCF 
aura augmente, tandis que. son alterne-interne CFD sera reste 
constant. Donc, puisqu’on avait, avant. le. mouvement, BCF 
=CFD, on aura, apres le mouvement, BCF>S> CFD. — De 
meme, ACF<CFE 

On voit en m&me temps .que la valeur commune des diffe- 
rences BCF—CFD, CFE—A'CF est egale ä l’angle @ que 
font entre elles les droites A’B' et DE. Done l’angle exte- 
rieur, forme par le prolongement d’un cöte d’un tri- 
angle, est egal ä la somme des deux angles interieurs 


Theil XL, 13 
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non adjacents, et la somme des trois angles du triangle 
est egale ä deux angles droits. 


$. 18. 


Si la maniere precedente d’etablir le theoreme sur l’inegalite 
des angles alternes- internes formes par des droites concourantes 
est la plus directe et la plus simple, on ne peut nier cependant 
quelle ne s’appuie sur un axiöme dont ce theor&me ne depend 


‚ pas necessairement, et il semble alors plus logique de l’etablir 


sans le secours de cet axiöme. Ü’est ce qu’a fait Euclide (prop. 16), 
et sa demonstration peut &tre presentee comme il suit: 


Soit ABC (Fig. 8.) le triangle donne. Je dis que l’angle 
ACD est plus grand que son alterne-interne BAC. — En effet, 
joignons D au milieu E de la droite AC, et faisons tourner le 
triangle EBA autour du point E, jusqu’ä ce que EA vienne s’ap- 
pliquer sur son prolongement EC, et par suite le point A sur le 
point C. L’autre cöte EB de l’angle BEA viendra aussi s’appli- 
quer sur son prolongement. La ligne BA partira done du point 
C pour aller rencontrer BEF dans l’interieur de l’angle ACD. 
Donc l’angle ECF ou BAE sera contenu dans l’angle ACD. 
Donc enfin l’angle A est moindre que son alterne-interne ACD. 


Par la meme raison, les deux droites AB, AC etant coupees 
par BC, langle ABC sera moindre que son alterne-interne 
BCG, ou que son correspondant ACD=BCG. 


Donc langle exterieur ACD est plus grand que chacun des 
angles exterieurs non-adjacents. 


En d’autres termes, dans un triangle, chaque angle est moin- 
dre.que le supplement de l’un queleonque des deux autres. 


Donc la somme de deux quelconques des angles d’un tri- 
angle est moindre que deux angles droits. 
Tout triangle a au moins deux angles aigus. 


Deux droites partant d’un me&me point ne peuvent avoir une 
perpendiculaire commune. 

Si ’on mene, d’un m&me point, & une droite donnee, une‘ 
perpendieulaire et une oblique, l’oblique fera un angle aigu avec 
la partie de la droite qui va du pied de l’oblique au Pic de la 
perpendiculaire. 


$. 19. 


Apres avoir etabli ces inegalites independamment du qua- 
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trieme axiöme, on demontrera, comme Euclide (prop. 32), les 
theoremes d’egalite fondes sur cet axiöme. B 


Si Fon prolonge un cöte d’un triangle, l’angle exterieur est 
egal & la somme des deux interieurs non-adjacents. 


La somme des trois angles du triangle est egale A deux 
angles droits. 


Dans un triangle rectangle, les deux angles aigus sont com- 
plementaires. 


Deux angles d’un triangle, etant donnes, determinent le troi- 
sieme. 


$. 20. 


Du triangle isosodle *). — Soit ABC (Fig. 9.) un triangle iso- 
scele, dans lequel AB= AC. Retournons le plan de ce triangle, 
en lui faisant faire une demi-revolution autour de la bissectrice 
AD de l’angle A; ou, ce qui revient au meme, plions la figure 
en deux, en faisant tourner une des moities autour de AD comme 
charniere. On voit alors que les deux moities de la figure se 
recouvrent parfaitement. 


Si l’on ne veut pas d’abord introduire la bissectrice, on com- 
mencera par faire veir que le triangle retournge A’C’B’ peut se 
placer sur sa premiere position ABC. Alors la bissectrice de 
langle C’A’B’ coincide avec celle de l’angle BAC, le milieu de 
C'B’ avec le milieu de BC, ete. Done 


Theoreme. — Dans un triangle isoscele, 10 les angles oppo- 
ses aux cötes egaux sont egaux; 20 la bissectrice de langle au 
sommet est perpendiculaire ä la base; 30 elle partage cette base 
en deux parties egales. 


Autre enonce. — Si, d’un point pris hors d’une droite, on 
mene & cette droite une perpendiculaire et deux obliques egales 
entre elles, 19 ces obliques s’ecartent egalement du pied de la 


*) Cest & tort que plusieurs auteurs francais se permettent d’eerire, au 
mepris de l’etymologie, isocele pour isoscele. C’est la möme negligence 
que si Yon &erivait cene pour scene. Nous dirons en passant que plusieurs 
autres mots du langage mathematique sont generalement defigures par un usage 
qui, malheureusement,: tend de plus en plus & prevaloir, Cepehdant;malgre tou- 
tes les autorites qu’on pourrait nous citer, nous persisterons teujours & dire 
que dizaine, hypoth&nuse, parallelipipede, etc., mis pour dixaine, 
hypotenuse, parall&el&epipede, etc., constituent de veritables fauteß d’or- 
thographe. 
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perpendiculaire; 2° elles sont egalement inclinees sur Ja perpen- 
diculaire; 3° elles sont egalement inelinedes sur la base donnee. 


Done tout point & egale distance des extremites d’une droite 
appartient & la perpendiculaire elevee sur le milieu de cette droite. 


Si done chacun des deux points A et B de la droite AB 
(Fig. 11.) est equidistant des extremites C et D de la dioite CD, 
AB sera perpendiculaire sur le milieu de CD. 


Autre enonce. — Si Von joint, dans un cercle, le centre aux 
deux extremites d’une corde, 1° les deux rayons feront avec la 
corde des angles egaux; 29 la bissectrice de l’angle des deux 
rayons (laquelle est aussi la bissectrice de l’arc) est perpendicu- 
laire & la corde; 3° elle partage cette corde en deux parties Egales. 


Donc, si deux cercles ont deux points communs, la ligne des 
centres est perpendiculaire sur le milieu de la corde commune. 

Remargue. — La bissectrice de l’angle A (Fig. 9.) satisfait 
a quatre conditions: 

1°. Elle passe au point A. 

2%. Elle partage l’angle A en deux parties egales. 

3%. Elle passe au milieu D de BC. 

4%. Elle est perpendiculaire a BC. 


Or deux de ces quatre conditions, combinees convenablement, 
determinent completement la droite AD. De lä resultent autant 
de reciproques du theoreme precedent. Ainsi, dans un triangle 
isoscele, 


La droite qui joint le sommet au milieu de la base est per- 


pendiculaire ä cette base, et bissectrice de l’angle au sommet; 


La perpendiculaire abaissee du sommet sur la base partage 
cette base et l’angle au sommet, chacun, en deux parties egales; 


La perpendiculaire elevee sur le milieu de la base passe au 
sommet, et partage l’angle au sommet en deux parties egales. 


— Ön peut Enoncer encore ces reciproques comme il suit: 


Dans un cercle, la droite qui joint le centre au milieu d’une 
corde est perpendiculaire & la corde et bissectrice de l’arc; 


La perpendiculaire abaissee du centre sur une corde est bis- 
sectrice de la corde et de l’arc; 


La perpendiculaire elevee sur le milieu d’une corde passe par 
le centre et par le milieu de l’arc. 
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g. 21. 


Considerons maintenant un triangle qui a deux angles egaux, 
ces deux angles etant necessairement aigus. 


En retournant le triangle et l’appliquant sur son ancienne po- 
sition; ou encore, en pliant la figure autour de la perpendieulaire 
elevee sur le milieu de la base *), on voit que les deux moities 
de la figure eoinceident l’une avec l’autre; par consequent, le tri- 
angle est isoscele. 


Autre enonce. — Deux obliques egalement inclinees sur la 
base sont egales, et par suite s’ecartent €egalement du pied de 
la perpendiculaire. 


Autre enonce. — Si deux droites, coupees par une troisieme, 

i internes 

externes 
correspondants 

egaux, ou des angles ; alternes-internes ) suppl&mentaires, les 
| alternes-externes 

trois droites forment un triangle isoscele. 


forment avec celle-ci des angles | d’un me&eme cöte 


$. 2. 


Soit enfin un triangle, dans -lequel le sommet se trouve sur 
la perpendiculaire elevee au milieu de la base. 


En retournant la figure, ou en la pliant autour de la perpen- 
dieulaire, on voit que le triangle est isoscele. 


Ainsi un triangle, dans lequel la perpendiculaire elevee au 
milieu de la base passe par le sommet, est isoscele. 


Autre enonce. — Tout point de la perpendiculaire elevee sur 
le milieu d’une droite est equidistant des deux extremites de 
cette droite. 


Autre enonce. — Deux obliques qui s’ecartent egalement du 
pied de la perpendiculaire sont egales. 

— De cette proposition, jointe ä sa reciproque du $.20., il 
resulte que la perpendiculaire elevee sur le milieu d’une droite 
est le lieu geometrique des points equidistants des deux extre- 
mites de cette droite. 


*) Cette perpendiculaire rencontre les deux cötes au-dessus de la base 
(axiöme IV et corollaires). 
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En d’autres termes, c’est le lieu geometrique des centres des 
cercles qui passent par les extremites de la droite. 


- 


$. 23. 


Insgalitös dans un triangle quelconque. — Si deux cötes AB, 
‚AC (Fig. 10.) d’un triangle sont inegaux, au plus grand eöte AB 
est oppose un plus grand angle C. 


Voy. Euclide I, 18. 


Autrement, en retournant le triangle, et le placant sur son 
ancienne position (ou, ce qui revient au meme, en pliant le tri- 
angle autour de la bissectrice AD de l’angle au sommet), on 
forme le triangle BDC', dans lequel l’angle AC’D, exterieur au 
triangle, est plus grand que l’angle interieur non adjacent B. 


— Reciproquement, si deux angles d’un. triangle sont in- 
egaux, au plus grand angle est oppose un plus grand cöte. — 


(Euclide I. 19). 


d. 24. 
Dans un triangle, un eöte quelconque est moindre que la 
somme des deux autres. — (Euclide I, 20). 


Il s’ensuit que, dans un triangle, un cöte quelcongue est plus 
grand que la difference des deux autres. | 


Corollaires. — Dans un polygone, un cöte quelconque est 
moindre que la somme de tous les autres. 


En d’autres termes, une ligne droite est plus courte qu’une 
ligne polygonale ayant les memes extremites. 


Un contour pol onal convexe est plus court qu’un contour 
PPtyE pP 

polygonal quelconque qui l’enveloppe en aboutissant aux memes 

extremites. 


Un contour polygonal ferme et convexe est moindre qu’un 
contour polygonal quelconque qui l’enveloppe de toutes parts *). 


$. 3. 


Si d’un point on mene & une droite une perpendiculaire et 
diverses obliques, 


7) Pour la comparaison des longueurs curvilignes aux longueurs rectilignes, 
voy. Note VI. 
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1°. La perpendiculaire est plus courte que toute oblique; 


' 20, Si deux obliques s’ecartent inegalement du pied de la 
perpendiculaire, celle qui s’en ecarte le plus est la plus longue. 


Autre enonce. — Si la hauteur d’un triangle ne tombe pas 
au milieu de la base, au plus grand segment est adjacent un plus 
srand cöte. 


Pour demontrer cette proposition, si les obliques sont de cötes 
differents de la perpendieulaire, on compare l’une d’elles ä une 
oblique egale ä l’autre, et menee du m&me cöte de la perpendi- 
eulaire que la premiere. Le triangle forme par les deux obliques 
a alors un angle obtus, oppose a l’oblique la plus eloignee; done 
celle-ci est la plus longue. 


On peut encore enoncer cette proposition ainsi: 


Tout point hors de la perpendieulaire elevee sur le milieu d’une 
droite est plus rapproche de celle des deux extremites de la droite 
qui est situde du m&me cöte que lui par rapport ä la perpendi- 
eulaire. 


$. 26. 


Reciproquement, dans un triangle non isoscele, la hau- 
teur est plus rapprochee du plus petit cöte. 


Autre enonce. — De deux obliques inegales, la plns longue 
s’ecarte le plus du pied de la perpendiculaire. 


Autre enonce. — Tout point inegalement distant des deux 
extremites d’une droite, est hors de la perpendiculaire elevee sur 
le milieu de cette droite, et il est du m&me cöte de cette perpen- 
dieulaire que celle des extremites de la droite dont il est le plus 
rapproche. 


$. 27. 


Cas d’egalit& des triangles. — 1°. Deux triangles sont egaux, 
lorsqu’ils ont un angle egal compris entre deux cötes egaux, cha- 
cun & chacun. — (Euclidel, 4.) 


2°. Deux triangles sont egaux, lorsquiils ont un cöte egal 
adjacent & deux angles egaux, chacun & chacun. —-La demon- 
stration donnee par J,egendre (liv. I, pr. 7) est plus simple que 
celle d’Euclide (I, 26). 


3%. Deux triangles sont egaux, lorsqu’ils ont les trois cötes 
egaux, chacun ä chacun. — Adossons les deux triangles (Fig. 11.), 
de maniere que leurs sommets C, C' se trouvent de cötes diffe- 


v z 
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rents de la base commune AB. Chacun des points A, B etänt 
equidistant des points C,et C', la ligne AB est perpendieulaire 
sur le milieu de CC’. ‚Si done on replie la figure autourde AB, 
le point C’ tombera en C. 


— Autrement, la perpendiculaire AB sur la base. du tri- 
angle isoscele ACC’ etant bissectrice de l’angle au sommet, on 
a CAB= BAC', ce qui ramene au premier cas ‚d’egalite. 

— On peut dire encore que, les triangles CAC’, CBC' etant 
isosceles, on a l’angle ACC'= AC'C, Vangle BCC'= BC'C, 
don ACC’+BCC'= AC'CHBC'C, d’est-a-dire ACB=AC'B, 


etc. 
$. 28. 


Deux triangles  rectangles sont: egaux, lorsqu’ils: ont deux 
cötes de m&eme nom egaux, ehacun .ä& chacun. 


1°. Si ce sont les deux cötes de l’angle droit, on est dans 
le premier cas du paragraphe precedent. | 


2°. Si ce sont l’hypotenuse et un autre eöte, on adosse les 
deux triangles rectangles, de maniere ä former un triangle iso- 
scele, que sa hauteur partage en deux triangles &gaux. 


— Cette derniere proposition est un cas particulier de la 
suivante: Ä 


Deux triangles sont egaux, lorsqu’ils ont deux cötes egaux 
chacun & chacun, et Pangle oppose au plus grand de ces denx 
cötes egal. | 


$.. 29. 


Si deux triangles ont un angle inegal compris entre deux cötes 
egaux chacun ä chacun, au plus grand angle est oppose un plus 
grand cöte. — (Euclidel, 24.) 


— Reciproquement, si deux triangles ont deux cötes egaux 
chacun ä chacun et le troisieme inegal, au plus grand cöte est 
oppose un plus grand angle. — (Euclide I, 25.) . t 
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ADpendice. 


Note E. 
Sur Vinvariabilit€ des figures. 


Toute la geometrie est fondee sur l’idee de l’invariabilit6 des 
formes. On commence par admettre qu’il existe dans les figures 
une certaine propriete, qui subsiste lorsque ces figures se trou- 
vent transportees dans une autre region de l’espace. 


Cette propriete ne saurait etre definie en termes geometri- 
ques, sans petition de prinecipe. L’idee d’invariabilit& de forme 
nous vient de l’experienee. Apres avoir acquis l’idee de grandeur 
ou d’etendue par la consideration du mouvement (voy.la Note 
suivante), nous constatons que certains corps, ceux surtout qui 
offrent au toucher le plus de resistance, nous presentent toujours, 
de quelgue maniere qu’on les deplace, des dimensions et des con- 
figurations que nous jugeons &tre les memes, .c’est-ä-dire, qui, 
appreciees d’apres le mouvement de l’oeil, en tenant compte de 
l’eloignement plus ou moins grand, nous causent des impressions 
toujours identigues. Nous donnons ä ces corps le nom de corps 
solides. 


Nous depouillons ensuite, par abstraction, ces corps de tou- 
tes les parties dont la consideration ne nous interesse pas; ou, 
si l’on veut, nous supposons ces parties parfaitement translucides 
et penetrables; et l’ensemble des parties conservees ou restees 
visibles constitue ce qu’on appelle une figure geometrique. 


Note EHE. 
Sur. le mouvement geometrigue. 


C'est par suite d’une confusion d’idees que plusieurs geome- 
tres veulent bannir des elements de geometrie la consideration 
du mouvement. 


L’idee du mouvement, abstraction faite du temps employe ä 
l’accomplir, c’est-ä-dire, lidee du mouvement geometrigque 
n’est pas une idee plus complexe que celle de grandeur ou d’eten- 
due. On peut me&me dire, en toute rigueur, que cette idee est 
identique avec celle de grandeur, puisque c’est precisement par 
le mouvement que nous parvenons ä lidee de grandeur. 
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Ce mouvement geometrique, qu’une equivoque de langage a 
fait confondre avec le mouvement dans le temps, objet de la 
einematique, ne peut pas dependre d’une autre science ur de 
la geometrie pure, 


Il est avantageux d’introduire cette idee de mouvement geo- 
metrique le plustöt et le plus explicitement possible. On y gagne 
beaucoup sous je rapport de la clarte et de la precision du lan- 
gage, et on se trouve mieux prepare & introduire plus tard dans 
le mouvement les notions nouvelles de temps et de vitesse. 


Cest d’ailleurs ce que tous les auteurs font & leur insu.et 
malgre eux; et il serait difficile de trouver une seule demonstra- 
tion d’une proposition fondamentale de geometrie, dans laquelle 
n’entre pas l’idee demouvement geometrigue, plus ou moins deguisee. 


Note Hl3. 
Sur la definition de la ligne droite. 


Supposons un observateur place au milieu d’une vaste plaine. 
Il apergoit de loin un ppint, et veut se transporter en ce point. 


x 


L’ Hetidet le porte ä marcher dans la direction suivant 
laquelle ce point lui envoie ses impressions lumineuses. La preuve 
que ce procede est instincetif, c’est qu’il est suivi par ‚tous les 
animaux. 


L’experience, aidee de la reflexion, lui apprend plus tard 
qu’en suivant cette route, il accomplit le eibyde en moins de temps 
que siil se füt ecarte de la direction des rayons Iumineux. 


De lä cette verite vulgaire, mais assez complexe au point de 
vue geometrique: La ligne droite est le plus court che- 
min d’un point a un autre. Ü’est cet enonce que les auteurs 
de la plupart des traites de geometrie ont eru pouvoir prendre 
pour definition de la ligne droite. 


En discutant l’origine et la veritable signification de cette notion 
du sens commun, nous verrons sans peine que l’inseription' d’une 
telle proposition en tete des elements de geometrie indique que 
on n’a pas suffisamment analyse les idees tres-simples qui se 
rapportent ä cet objet. 


Certains philosophes de l’antiquite, au direde Proclus, vou- 
lant railler agreablement la 20° proposition d’Euclide, pretendai- 
ent que les änes eux-memes l’admettaient sans demonstration. 
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On peut repondre ä cela que les änes, en suivant telle route plu- 
töt que telle autre pour atteindre leur but, ne se preoccupent en 
aucune facon de la longueur du chemin. Leur instinet les porte 
ä marcher dans la ligne suivant laquelle l’objet impressionne leurs 
sens, et cette ligne sera la ligne droite, parce que c’est la route 
que suivent la lumiere, le son, etc. Il n’est pas impossible, 
d’ailleurs, que les animaux fassent quelquefois acte d’intelligence, 
en adoptant le chemin que l’experience leur a montre &tre le 
plus court. 


C’est done l’experience, aidee de la memoire et de la reflexion, 
qui nous apprend que le chemin rectiligne est, toutes choses ega- 
les d’ailleurs, le plus töt parcouru. 


Le jugement concordant, que l’on forme en appreciant au 
coup d’oeil la longueur du chemin, doit &tre rapporte a la meme 
origine, puisque l’idee de grandeur, que nous transmet immedia- 
tement le sens de la vue (abstraction faite des notions fournies 
par les autres sens, ainsi que par la memoire et la reflexion), n’a 
pas d’autre source que le mouvement plus ou moins considerable 
que doit executer l’axe de l’oeil pour parcourir tel ou tel contour. 


Il nous parait done etabli que l’adoption du chemin rectiligne 
a une origine primitivement instinctive et irreflechie, et que sa 
propriete de minimum, qui en a fait conserver l’usage, nous a 
ete revelee par l’experience. 


Examinons maintenant de plus pres quelle est la signification 
de ce jugement, quelle en est l’exacte interpretation geometriqgue, 
apres qu’on l’a, pour ainsi dire, epure par la faculte d’abstrac- 
tion, et depouill& de toutes les circonstances physiques qui avaient 
accompagne sa formation. 


Le chemin de direction constante *), que nous parcou- 
rons en suivant le rayon lumineux, nous conduit a liidee d’une 
ligne de direction constante, en remplacant, par la pensee, notre 
corps par un point, c’est-ä-dire, en reduisant indefiniment les 
dimensions de notre corps par rapport ä ce qui l’environne; ce qui 
donne ä lidee de chemin une precision de plus en plus grande. 


En appliquant le meme procede d’abstraction aux autres che- 
mins possibles, on a dü continuer d’abord, sans s’en rendre compte, 
a mesurer la longueur du chemin par le nombre des pas, le temps 
du parcours par le temps employe ä& faire un pas; l'idee de temps 


*) Nous jugeons que la direction est constante, parce que nous n’avons 
fait aucun effort pour imprimer & notre corps un mouvement de rotation. 


> 
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n’etant ici, du reste, qu’une"idee auxiliaire, qui doit &tre elimi- 
nee A la fin de l’operation intellectuelle. Dans le langage abstrait, 
cela revient ä supposer le mobile decrivant un polygone, et & ad- 
mettre, comme un fait d’experience, qu’un cöte d’un polygone est 
moindre (que la somme de tous les autres. 


Pour aller plus loin, pour acquerir des notions relatives ä la 
longueur des lignes courbes, on est force de recourir ä un nouveau 
procede, au procede du passage ä la limite, qui remplace la 
comparaison directe, devenue impossible. 


Il ne suffit pas, en eflet, de faire appel ici & l’idee vague que 
chacun a ou croit avoir de la’ longueur d’une courbe. On peut 
bien, il est vrai, definir nettement ce qu’on entend par un arc 
plus grand ou plus petit qu’un autre, lorsque ces deux ares sont 
comptes ä partir d’une origine commune. Mais dejä, des- 
qu’il ne s’agit plus du cercle ou de l’helice, il n’est plus possible 
de comparer directement deux arcs de la m&me caurbe, lorsqu’ils 
ne sont pas comptes & partir de la m&me origine A plus forte 
raison cette comparaison est-elle impossible, lorsque l’on eonsi- 
dere des arcs pris sur des courbes diff@rentes. 


Il faut bien, cependant, que l’on trouve un moyen de ‚suppleer 
a cette comparaison directe, sans quoi, en’ disant que telle ligne 
est plus ou moins longue que telle autre, on ne ferait que pro- 
noncer une phrase absolument vide de sens.  Voyons done 
quels moyens peuvent proposer ceux qui se refusent A invoquer 
le principe des limites. 


1°. Le temps employe par le mobile pour parcourir. un cer- 
tain chemin. — Mais il faut- alors supposer: tacitement que la vi- 
tesse est la m&me dans les deux chemins que l’on veut compa- 
rer. Qu’est-ce maintenant que la vitesse? Ou, si l!’on renonce ä 
definir la vitesse, en l’admettant au nombre des quantites primi- 
tives, quest-ce que deux vitesses egales? — De quelque ma- 
niere que l’on essaie de repondre ä cette question, on se trou- 
vera toujours oblige, töt ou tard, de passer par les notions de 
limites, et l’on n’aura fait que reculer inutilement la difficulte, en 
introduisant des auxiliaires inutiles, pour faire une comparaison 


qu’on aurait aussi bien pu faire directement. 


2°. On applique un fil flexible sur la courbe, puis on le re- 
dresse. — On suppose ici le fil inextensible. Qu’est-ce done 
qu’un fil inextensible, des qu'il cesse d’etre en ligne droite ou 
d’ötre appliqu6 sur la m&me courbe? Toutes les definitions que 
l’on peut tenter de donner du phenomene physique de l’allonge- 
ment d’un fil curviligne, reviennent, en definitive, & öter ä ce fil 
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(suppose infiniment mince) son. caractere de courbe continue, pour 
en faire un polygone ä& cötes tres-petits, et ce n’est que dans 
le passage ä,la limite que l’on arrive ä& supposer ces cötes infi- 
niment petits. On voit donc que, la encore, on n’a fait qu’ob- 
seureir Ja question en la compliquant de notions pbysiques etran- 
geres. 


Telles sont les diffieultes insurmontables que Fon rencontre, 
lorsqu’on veut definir la plus simple des figures de geometrie au 
moyen d’une de ses proprietes secondaires, qui n’est, au fond, 
qu’un theor&me d’une nature assez compliquee, et exigeant, pour 
etre compris, la connaissance prealable d’un grand nombre d’au- 
tres propositions. r 


Nous disons que la propriete de minimum de la ligne droite 
est une propriete secondaire. En effet, aucune des propositions 
fondamentales de la geometrie ne repose sur cette propriete, du 
nıoins quand on prend, pour arriver ä leur demonstration, la voie 
la plus directe et lä plus naturelle. 


La propriete dont il s’agit a son analogue dans toutes les figu- 
res symetriques, sans que cependant on ait. jamais songe & la 
prendre comme definition pour une autre figure que pour la ligne 
droite. Que dirait-on, en eflet, d’un auteur qui definirait le cercle 
comme la courbe- d’aire maximum parmi celles d’un perime£tre 
donne? Il serait, diffieile de deduire simplement, de cette defini- 
tion, les proprietes fondamentales du cerele. Et cependant c’est 
ce me&me procede que la plupart des auteurs suivent pour la ligne 
droite, et la force de l’habitude nous empedie seule d’en. sentir 


l’etrangete. 

L’origine de cette pretendue definition de la ligne droite re- 
monte & une fausse interpretation d’un passage d’Archimede. 
Lorsque ce grand geometre vonlut, le premier, aborder les pro- 
blemes de la rectification du cercle et de la quadrature de la 
sphere, il lui fallut bien definir ce qu’il entendait par longueur 
d’une ligne courbe ou par aire d’une surface courbe. Pour y 
parvenir, il posa comme des principes certaines propositions, 
sur lesquelles il s’appuya comme sur de nouveaux axiömes: 


1°. La ligne droite est la plus courte de toutes celles qui 
ont les m&mes extremites. 

2°,. Un contour convexe est moindre qu’un contour qui l’en- 
veloppe en s’appuyant sur les memes extremites. 

30. ‚La surface plane est la plus petite de toutes celles qui 
sont terminees au me&me contour. 


Ete. 


E23 
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On pent aisement montrer, comme chacun sait, que la methode 
d’exhaustion, employee par les Anciens dans leurs demonstra- 
tions, est identique, pour le fond, avec la methode des limites, 
par laquelle les Modernes l’ont remplacee. La limite d’une quan- 
tite variable n’est determinee, en eflet, que par l’exclusion de 
toutes les valeurs de la variable, autres que celle que l’on ne 
peut definir direetement, et que la variable ne peut en general 
jamais atteindre; et ce procede est precisement celui de la me&- 
‘thode d’exhaustion. 


En suivant le meme ordre d’idees, on reconnaitra facilement 
que les principes que nous venons de rapporter, etant interpre- 
tes d’iapres les idees modernes, ne sont autre chose que des 
definitions de la longueur d’une ligne courbe, ou de l’aire d’une 
surface courbe. Ainsi Archimede, ne pouvant definir. directe- 
ment la ligne droite qui represente une longueur curviligne, a 
defini celle-ci comme quelque-chose plus grand que tous les con- 
tours rectilignes inscrits, et plus petit que tous les contours rec- 
tilignes circonscrits, Comme on peut faire en sorte que deux con- 
tours rectilignes, pris dans chacune de ces deux series, soient 
rendus aussi peu differents que l’on voudra un de l’autre, il en 
resulte que ces deux series tendent vers une limite commune, qui 
est la longueur de la courbe. On voit donc que nous sommes 
arrives ä la definition moderne de la longueur de l’arc de courbe, 
sans faire autre chose que de traduire et de developper lidee 
d’Archimede, et que les prineipes que nous avons cites, loin 
de contenir une definition de la ligne droite, servent au contraire 
a definir, au moyen de la ligne droite, la longueur de la ligne 
courbe. 


On peut remarquer en meme temps que les auteurs qui ont . 
fait cette confusion au sujet de la ligne droite, auraient dü, pour 
rester consequents avec eux-me&mes, prendre le troisieme principe 
pour definition du plan, les proprietes exprimees par les prin- 
eipes I et 3 etant completement analogues. 


Note IV. 
Sur lYunite angulaire. 


Les diverses fonctions trigonometriques, le sinus, la tan- 
gente, etc., sont definies d’abord ‚pour le premier quadrant, dans 
Tintervalle duquel elles parcourent entierement la serie de leurs 
valeurs numeriques. C'est par l'introduction des signes + et — 
que l’on parvient ä donner, aux angles non compris entre les 


Sy 
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limites O et 5 des fonctions trigonometriques, qui ne sont au- 


tres que celles de certains angles du premier. quadrant, prises 
avec des signes convenables. On sait, en effet, que, pour obte- 


. [} ‚ o TC 
nir les fonctions trigonometriques d’un angle <O ou > 5; on com- 


mence par ajouter ou retrancher le nombre de quadrants neces- 
saire pour ramener l’angle donne ä &tre compris dans le premier 
quadrant, de sorte qu'il suffit d’avoir une table des fonctions tri- 
gonometriques dressee seulement pour le premier quadrant. 


Si Fon exprime maintenant un angle en prenant le quadrant 
pour unite, et le soumettant & la division decimale, l’angle se 
composera d’une partie entiere, positive ou negative, et d’une 
partie decimale, que l’on pourra toujours supposer positive *). 
L’operation de l’addition ou de la soustraction des quadrants sera 
alors completement analogue ä celle du changement de caracte- 
ristique dans les logarithmes decimaux. C’est deja la un premier 
avantage du choix de la veritable unite angulaire. 


Si, comme quelques auteurs l’ont propose, on prenait le cercle 
entier pour unite, le quadrant serait represente par la fraction 
0,25, et, pour operer la reduction d’un angle au premier quadrant, 
on serait oblige d’alterer les deux premieres decimales, ce qui 
serait beaucoup moins simple dans la pratique. 


L’adoption, comme unite angulaire, du centieme de quadrant 
ou grade n’a d’aufre raison d’&tre que le desir de se rapprocher 
du degre sexagesimal. II n’en peut resulter aucun avantage serieux, 
mais seulement une complication dans l’ecriture, et une perpe- 
tuelle confusion des degres nouveaux, des minutes nouvelles, 
etc. avec les degres anciens, les minutes anciennes, etc. 


Nous avons signale une premiere analogie entre la division 
decimale du quadrant et les logarithmes decimaux du systeme de 


*) Nous ferons observer & ce propos que la notation des caracteristiques 
negatives, telle qu’elle est actuellement usitee en France, nous semble de beau- 
coup preierable, pour la commodit€ et la brievete, & la notation employde par 
les geometres allemands. Elle permet, en outre, de r&server les signes + et 
—, places en avant du logarithme, pour indiquer le signe du nombre 
(Logarithmand) dont le logarithme represente la valeur numerique, &crite dans 
un systeme: particulier, de num£ration. Ce mode d’indieation‘ est plus elair et 
moins sujet aux erreurs que l’emploi de la lettre n, placee, d’apres Gauss, 
a la suite du logarithme, pour indiquer que le nombre doit &tre pris nega- 
tivement, 
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Briggs. La raison de cette analogie est facile & saisir.. Si Ion 
considere une exponentielle ä exposant complexe, 


artyıY I, 
la partie reelle de l’exposant est un logarithme reel, le coefficient 


de V —l un arc de cercle; de sorte qu’on peut regarder les arcs 
de cercle comme des logarithmes imaginaires. D’apres cela, si 
l'on rapporte les logarithmes au systeme decimal, les deplace- 
ments de la virgule dans la valeur numerique de l’exponentielle 
repondront & des changements de la seule caracteristique;: et, 
d’apres la nature des exponentielles reelles, qui ne sont pas des 
fonctions periodiques, la caracferistique pourra Pipupg® toutes les 
valeurs entieres, de - m & +. 


De meme, si l’on adopte la division decimale pour les loga- 
rithmes imaginaires, les changements de quadrant, qui reviennent 


a la multiplication de l’exponentielle par une puissance de Y —1, 
eorrespondront ä des changements de la caracteristique du 
logarithme imaginaire; et, d’apres le caractere periodique de l’ex- 
ponentielle imaginaire, cette exponentielle parcourra le cycle en- 
tier de ses valeurs, lorsqu’on fera. varier la caracteristique de O 


ä 4, ou encore, ce qui revient au meme, de —2 ä& +2, l’addi- 


tion d’une unite ä& la caracteristique equivalant ä& la multiplication 
par V—. 


Ainsi, de m&me que 10 est la base des logarithmes reels 
2 er 
decimaux, e” sera celle des logarithmes imaginaires decimaux. 


Les autres unites angulaires dont on fait usage ont aussi 
leurs analogues dans les logarithmes, et il est aise de s’en ren- 
dre compte au moyen des considerations precedentes. h 


Dans le caleul litteral, on emploie constamment les logarith- 
mes naturels, relatifs ä la base e, et l’on prend pour unite an- 
gulaire l’arc Egal au rayon. Dans ce cas, l’analogue de la carac- 
teristigue des logarithmes decimaux reels n’est plus un nombre 
entier; c’est le logarithme.naturel de 10, ou le nombre 2,302585.... 
L’analogue de la caracteristique des BRrHRIIEE decimaux imagi- 


naires est, de m&me, le nombre irrationnel ni Pour calculer nu- 
; ) 


meriquement dans ce systeme naturel, on serait done oblige de 
se servir de caracteristiques fractionnaires, ce qui serait peu 
commode dans la pratique. 


Il reste ä chercher l'analogue de la division sexagesimale du 


Ah 


Pr 
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cercle. 11 faut, pour cela, remonter dans Vantiquits au temps oü 
les astronomes faisaient usage de la division sexagesimale du 
rayon, et oü le calcul proprement dit etait trop meprise des hom- 
mes de science pour qu’ils songeassent ä en perfectionner les 
methodes. Les inventeurs des logarithmes se sont bien gardes 
de reprendre ces traditions, en choisissant 60 ou 90 pour bases 
de leurs systemes, et la numeration sexagesimale des logarithmes 
imaginaires n’a plus aujourd’hui rien qui lui corresponde dans Ja 
numeration des nombres reels, du moins dans les pays qui, comme 
la France, ont soumis leur systeme metrique ä la division decimale. 


On se demande souvent pourguoi les astronomes francais, 
apres avoir propose les premiers la division decimale du qua- 
drant*), que les etrangers appellent encore la division fran- 
caise, ont et& eux-memes les premiers & l’abandonner. I ya, 
pour expliquer ce fait, une raison tres-grave dans la necessite 
ou sont les astronomes de puiser sans cesse dans des registres 
d’observations, qui, ä toutes les &poques, ont etd construits 
d’apres le systeme sexagesimal. On concoit quel immense tra 
vail entrainerait la.conversion de tant de nombres d’un systeme 
dans l’autre, et quelle source d’erreurs et de confusion resulterait 
d’un tel remaniement, sans parier des inconvenients qu’eprouve- 
raient les observateurs actuels, forees de changer leurs habitu- 
des et leurs instruments. L’astronomie, enchainde par son passe, 
a donc sagement fait de renoucer ä un perfectionnement, qui, en 
somme, aurait presente plus de dangers que d’avantages reels. 


Mais les astronomes observateurs. ne sont pas seuls ä se ser- 
vir des tables trigonometriques. Or, pour tout autre usage 
que le caleul immediat des observations faites avec 
des instruments portant la division sexagesimale, il 
est incontestable que la division decimale presenterait des 
avanfages immenses, et nous ne pouvons comprendre la per- 
sistance avee laquelle la plupart des calculateurs la rejettent. 
Il n'est pas besoin d’une bien grande experience du calcul pour 
voir combien on gagnerait ä l’adopter dans les calculs de meca- 
nique celeste, de geodesie, de topographie, en un mot, dans tous 
les cas ou l’on n’a pas ä lire ses nombres dans un registre d’ob- 
servations astronomiques. 


La seule bonne raison que l’on pourrait nous opposer, c'est 
le manque de bonnes tables trigonometriques decimales. Les 


*) Voyez, pour plus de details, ’Introduction des Tables deci- 
males de Hobert et Ideler, Berlin 1799. 
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seules tables ä sept figures construites dans ce systeme, celles 
de Hobert et Ideler, de Borda et de Callet, sont mal: dis- 
posees pour les usages pratiques, l’intervalle des divisions etant 
trop considerable. Les tables de Plauzoles, ä six figures, sont 
beaucoup plus commodes, et cependant elles sont peu repandues. 
Pour que les caleulateurs pussent jouir des avantages de la divi- 
sion decimale, il faudrait que l’on tirät des grandes Tables manu- 
scrites du Cadastre *) une serie de tables repondant aux divers 
degres de precision dont on a besoin dans les calculs, c’est-ä- 
dire, des tables ä sept, A six, ä cing et & quatre figures. Si. 
cette publication etait faite avec les m&mes soins et une disposi- 
tion aussi convenable que celle des honnes tables sexagesimales 
publiees recemment en Allemagne, nous sommes convaincu que 
le seul systeme vraiment rationnel reprendrait bientöt faveur, et 
que les tables sexagesimales ne trouveraient plus place que dans 
les observatoires, oü elles devront longtemps encore etre exclu- 
sivement en usage. 


Note V. 


Sur la theorie des paralleles. 


Si l’on juge de la direction d’une droite par l’angle dont 
elle s’ecarte d’une direction donnee, deux droites qui forment avec 
une troisieme des angles correspondants egaux seront de meme 
direction, et le theoreme demontre au $. 14. pourra s’enoncer 
ainsi: 

Deux droites de m&me direction ne peuvent se ren- 
contrer, et sont paralleles. 


Cette proposition pourrait &tre prise pour axiöme, en consi- 
derant lidee de direction comme une donnee fondamentale de 
l’experience. Des lors, il serait evident que deux droites qui se 
rencontrent ont des directions differentes, et par suite celles qui 
ont-lJa m&me direction ne peuvent se rencontrer. 


Daus cet ordre d’idees, l’axiöme reciproque, c’est-ä-dire, 
Yaxiome IV. du $. 15. pourrait s’enoncer comme il suit: 


Dans un plan, une droite quelconque rencontre tou- 
tes celles qui n’ ont pas la m&me direction. 


*) Il existe deux exemplaires de ces tables, deposes l’un & la bibliothe- 
que de l’Observatoire de Paris, l’autre a celle de Y’Institut. .Voy. Nouvelles 
Annales de Math@ematiques, Bulletinde Bibliographie, 1855, p. 14; 
Comptes rendus de l’Acad. des sciences, 24. mai 1858, et Annales 


de 1’Observatoire, t. LV. 


Ss 
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Cet enonce devient encore plus evident, lorsqu’on le rapproche 
de ce que nous avons dit ($. 6.) de la generation rectiligne du plan. 


Cette maniere de presenter la theorie des paralleles est plus 
simple et plus symmetrique que la methode ordinaire, et nous sem- 
ble avantageuse pour un premier enseignement de la geo- 
metrie *). En revenant plus tard sur cet objet, on montrerait, 
comme nous l’avons fait au $. 14., que le parallelisme des droites 
de meme direction est une consequence des axiömes precedents. 


. Note VE. 
Sur la longueur d’une ligne courbe. 


On demontre, dans la plupart des traites de Calcul integral, 
ce theoreme, qu’il existe une limite commune, finie et 
determinee, pour les perimetres des polygones infini- 
tesimaux inscrits et eirconserits ä un arc de courbe 
donne. On peut presenter cette demonstration sous une forme 
tout & fait elementaire, sans employer l’algorithme de l’analyse 
transcendante. “ 


La demonstration repose sur le principe fondamental du 
caleul integral **), savoir, que, dans une somme d’elements infi- 
niment petits, on peut, sans changer la limite de cette somme, 
alterer chacun de ces elements d’une fraction de lui-meme infini- 
ment petite. — En effet, en remplacant toutes ces fractions par 
la plus grande d’entre elles, qui est. encore infiniment petite, on 
voit que l’alteration de la somme est moindre que cette fraction 
maximum de lasomme elle-m&me, c’est-ä-dire que, si 5, &«-.. 
sont tous moindres que &, on a 1 + 9%H+..<E: ++ ...). 
La somme etant supposee finie, lalteration sera done moindre 
qu’une fraction infiniment petite d’une quantite finie, et par suite 
elle sera infiniment petite. Donc lalteration de la limite sera la 
limite d’un infiniment petit, c’est-äa-dire, zero.. 

Cette demonstration ne repose, comme on voit, sur aucune 
consideration qui depasse les principes que l’on a souvent occa- 
sion d’invoquer en geometrie elementaire. 

Disons en passant que ce principe fournit immediatement les 
demonstrations les plus simples des theoremes sur l’equivalence 
de deux prismes ou de deux pyramides ‘de m&eme base et de 
meme hauteur. 


*) Voy. Note VII. 
»*) Duhamel, Elements de Caleul infinitesimal, t.I, p. 35. 
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Supposons maintenant que l’on ait un triangle dont un seul 
angle soit infiniment petit. Le cöte oppose A cet angle sera in- 
finiment petit par rapport ä chacun des deux autres*), et 
il en sera de meme, ä plus forte raison, de la difierence de ces 
deux cötes par rapport A chacun d’eux. Nous Enoncerons ce 
resultat d’une maniere abregee, en disant que les deux cötes qui 
comprennent l’angle infiniment petit different infiniment peu 
’un de l’autre. 


Il resulte de la que, si l’on projette, par des paralleles de 
direction quelconque, orthogonale ou non, une droite de longueur 
donnee sur un axe faisant avec cette droite un angle infiniment 
petit, la difference entre la droite et.sa projection sera infiniment 
petite par rapport ä chacune d’elles; en d’autres termes, la 
droite et sa projection differeront infiniment peu. 


Done, si la droite qui ferme un contour polygonal fait avec 
chacun des cötes de ce contour des angles infiniment petits, la 
longueur de cette droite ne differera qu’infiniment peu de celle 
du contour polygonal. } 


Cela pose, considerons un arc de courbe, que nous suppose- 
rons plane, pour plus de simplieite, et admetfont que cet are 
soit entierement convexe **). D’apres les corollaires de la_pro- 
position 20. du premier livre d’Euclide ($. 24.), on voit: J0, que 
le contour d’un polygone inscrit dans l’are convexe croit & mesure 


ue l’on etablit de nouveaux sommets intermediaires, en subdivi- 
» 


sant les arcs; 2°. que le contour d’un polygone eirconserit au meme 
arc diminue & mesure que l’on trace de nouveaux cötes, dont les 
‚points de contact subdivisent les arcs; 3°. qu’un quelconque des 
contours inscrits est toujours moindre qu’un quelcongue des con- 
tours eirconserits. 


On en eonclut d’abord: 10. que les contours inscrits, dont on 
augmente- le nombre des cötes suivant une certaine loi, allant d’une 
part toujours en croissant, mais restant d’autre part toujours moin- 
dre qu’un polygone circonserit quelcongque, tendront necessaire- 
ment vers une certaine limite finie, dependante ou non de la loi 
de subdivision; 

2°. Que les contours eirconscrits, allant toujours en diminuant 
par la subdivision des arcs, et restant foujours superieurs A un 


polygone inscrit quelconque, tendront aussi vers une certaine li- 
mite finie, dependante ou non de la loi de subdivision. 


*) Le rapport de «cette difference & chacun des cotes serait m@me infini- 
ment petit du second ordre, si le triangle &tait rectangle. 
”*) Sl ne P’etait pas, on le decomposerait en portions convexes. 
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% 
ll reste & prouver que tous ces contours, tant inserits que 
eirconserits, tendent vers une seule et m&me iii independanie 
de la loi de subdivision. 


Considerons un cöte d’un contour inscrit, et un polygone in- 
scrit dans l’are soustendu par ce cöte. Si ce cöte est assez petit, 
sa direction, ainsi que la direction d’un eöte quelconque du poly- 
gone en question, fera un angle aussi petit qu’on voudra avec la 
tangente et un quelconque des points de l’arc. Done, d’apres la 
proposition demontree ci-dessus, le cöte et le polygone different 
’un de l’autre infiniment peu. 


Soient maintenant deux polygones inscrits quelconques, & 
cötes suffisamment petits. Si nous les comparons l’un et l’autre 
au polygone forme par la reunion de tous leurs sommets, et cor- 
respondant par consequent & une subdivision de chacun des deux 
systemes d’arcs, chaque cöte de l’un quelconque des deux con- 
tours primitifs differera infiniment peu de la portion correspon- 
dante du troisieme contour. Donc chacun des deux premiers 
contours differera inliniment peu du troisieme, et par suite les deux 
premiers contours differeront infiniment peu l’un de l’autre. Donc 
ils ne peuvent tendre que vers une seule et meme limite. 


On etendrait de meme ce resultat ä deux polygones eircon- 
serits, ou & un polygone inserit compare avec un polygone cir-, 
conserit. 

Ainsi se trouve etablie l'existence de la longueur d’une 
courbe plane. 


Il en resulte en m&me temps: 


1°. Que cette longueur est plus grande que celle d’une ligne 
droite ayant les memes extremites; 


2%. Qu’une courbe convexe est plus courte qu’une courbe 
quelcongue qui l’enveloppe de toutes parts sans la couper, ou qui 
l’enveloppe en s’appuyant sur les m&mes extremites; 


3%. Que la limite du rapport d’un are infiniment petit ä& sa 
corde est egale & P’unite. 


Le meme mode de demonstration servirait & etablir l’existence 
de la longueur d’une courbe non plane, et celle de l’aire d’une 
surface courbe. 


Note VIA. 


Reflexions sur l’enseignement de la g&ometrie &l&mentaire. 


[4 [4 


“_Tout le monde s’accorde & repeter que l’un des buts de l’en- 


x 
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seignement des mathematiques doit &tre de donner plus de recti- 
tude & l’esprit, en lui oflrant un modele de logique inflexible, 
appliquee ä& des principes certains. Pour que ce but soit atteint, 
il faut evidemment que l’enseignement ne se departe jamais de 
cette rigueur qui distingue les mathematiques de toutes les autres 
sciences, et c’est lä une condition essentielle pour que cette 
etude soit fructueuse, aussi bien comme gymnastique intelleetuelle 
que comme source d’applications pratiques. 


Mais la rigueur, telle que nous la concevons, n'est nullement 
compromise par l’omission volontaire de la demonstration d’une 
proposition, tandis quelle l’est par l’introduction d’une demonstra- 
tion fausse ou incomplete. La logique n’a rien & souflrir d’une 
lacune laissee provisoirement dans la suite des raisonnements, 
pourvu que cette lacune soit clairement indiquee, et qu’on ne cherche 
pas ä la dissimuler. 


C’est d’apres cette maniere de voir que nous concevons la 
possibilite d’un enseignement gradue de la geometrie elementaire, 
conduit, ä tous ses degres, d’apres un plan unique et invariable, 
toujours soumis aux regles de la plus severe logique, et ou les 
difficultes ne se montreraient qu’ä mesure que les esprits seraient 
prepares ä les aborder. 


Pour cela, l’etude de la geometrie devrait &tre reprise suc- 
cessivement ä divers points de vue, correspondants aux divers. 
degres d’initiation des eleves. Pour les commengants, il s’agit 
avant tout de se familiariser avec les figures et leurs denomina- 
tions, d’apprendre des faits, d’entrevoir leurs applications les plus 
simples et les plus immediates, celles surtout qui se rapportent 
aux usages de la vie ordinaire. On devra donc, au debut, mul- 
tiplier les axiömes, employer au lieu de demonstrations, les veri- 
fications experimentales, l’analogie, linduction, en ne laissant 
jamais oublier que ce mode d’exposition est essentiellement pro- 
visoire. On exercera l’eleve aux traces graphiques, au manie- 
ment des instruments, & la solution de divers problemes de leve 
des plans et d’arpentage, ä la construction des figures en relief 
au moyen de fils ou d’argile plastique, ä la representation de 
ces figure ä l’aide de leurs projections, etc., etc. Le maitre saura 
proportionner au degre de developpement intellectuel de l’eleve 
la part plus ou moins grande qu’il devra faire au raisonnement, 
dans cette premiere ebauche des etudes geometriques; et la grande 
variete d’applications qu’ofirent la geographie, l'astronomie, l’ar 
pentage, la stereotomie, etec., suffira pour donner ä cet enseigne- 
ment un interet soutenu. 
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On pourra meler ä la geometrie pure et appliguee l’etude des 
proprietes les plus simples des nombres entiers, que l’on repre- 
sentera par des points regulierement distribues sur .des droites 
ou sur des plans, ou encore par des longueurs "de droites, des 
aires de rectangles ou des volumes de parallelepipedes. Cette 
maniere de traiter l’arithmetique conduit aussi promptement que 
la methode abstraite aux regles du calcul, et chaque raisonnement 
acquiert une plus grande, clarte par cette representation qui parle 
aux yeux. 


On exposera ensuite le systeme des poids et mesures, tandis 
que, d’un autre cöte, on etudiera les proprietes des proportions 
entre nombres rationnels. 


Remarquons que les diverses theories que nous venons d’enu- 
merer, et qui devront servir de preliminaires A l’etude rigoureuse 
de la geometrie, ne sont pas destinees, selon nous, ä faire l’ob- 
jet d’une suite unique de lecons. On ne doit pas craindre de se 
repeter, dans un enseignement scientifique, et les eleves devront 
suivre successivement plusieurs cours gradues, dont chacun com- 
prendra les matieres du cours precedent, plus les nouveaux deve- 
loppements qu’on y ajoutera, en faisant au raisonnement une plus 
large part. | 


Mais les programmes de ces cours successifs ne devront pas 
etre traces au hasard, independamment les uns des autres. Il 
faudra se garder, avant tout, d’alterer l’ordre des propositions pour 
substituer ä une demonstration diflicile un raisonnement plus simple 
en apparence et moins rigoureux. Si une demonstration presente 
quelques diffieultes pour lintelligence de l’eleve, qu’on la sup- 
prime, sans la remplacer autrement que par des explications, des 
analogies, des verifications experimentales. Mais que la subordi- 
nation des verites geometriques, telle que l’exigera plus tard une 
etude scientifigue et approfondie, soit conservee sans alteration ä 
tous les degres de l’enseignement. Qu’il y ait unit de plan, et 
que les cours les plus elementaires ne different des cours les plus 
eleves que par des suppressions, de telle sorte que la place de 
chaque demonstration soit toujours reservee, et qu’on n’ait plus 
qu’& I’y intercaler, lorsque l’esprit de !’eleve sera suffisamment 
prepare. 


Le premier enseignement sera donc exclusivement experimen- 
tal, et peu ä& peu on fera voir ä l’eleve comment toutes les veri- 
tes n’ont pas besoin d’etre separement constatees par l’experience, 
et comment elles sont les consequences d’un certain’nombre d’entre 
elles, nombre. que Fon restreindra de plus en plus, & mesure que 
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l’on avancera dans l’etude de la science, jusqu’ä ce qu’on soit 
arriv& aux axiömes fondamentaux, dont le nombre ne peut ‚plus 
etre reduit. 


Telle doit etre, ä notre avis, la premiere periode de l’enseig- 
nement geomefrique, et le programme que nous venons d’esquis- 
ser comprend toutes les notions mathematiques necessaires aux 
commengants. Parallelement ä cet enseignement, l’eleve pourra 
suivre utilement des cours elementaires de cosmographie, de 
mecanigue, de physique, de chimie, ou il rencontrera ä chaque 
instant des applications de ses connaissances en geometrie et en 
arithmetique. | 


' Le second degre d’enseignement se rapprocherait, d’apres nos 
idees, du systeme actuellement suivi dans les classes de science 
des Iycees frangais. En geometrie, on adopterait la methode eucli- 
dienne dans toute sa rigueur, et le cadre des &etudes embrasse- 
rait & peu pres ‚les Elements d’Euclide et les premieres notions 
sur les sections coniques. 


On joindrait & cette etude celle des premieres notions d’al- 
gebre, en rattachant les r&gles du calcul algebrique aux proprietes 
des figures par des raisonnements analogues ä ceux du second 
livre d’Euclide. On etablirait ainsi par la geometrie, en meme 
temps que par l’analyse abstraite, les principales reögles de la 
multiplication algebrique, la resolution des equations du second 
degre, les principaux theoremes sur les maxima et les mi- 
nima, etc. 


’etude rigoureuse de la geometrie conduisant tout naturelle- 
ment au principe des limites et ä la consideration de l’incommen- 
surabilite, on serait alors amene ä introduire les symboles appe- 
les nombres incommensurables, et ä revenir sur la theorie, 
des proportions, en l’etendant ä des grandeurs continues, gene- 
ralement incommensurables. 


On pourrait passer de la & T’etude des logarithmes et de la 
trigonometrie. 


Mais cette etude de la geometrie scientifique et rigoureuse 
‚doit elle-me&me &tre gradude, comme celle de la geometrie ex 
perimentale. Sl peut etre avantageux, dans une premiere ex- 
position, de s’attacher autant que possible & la methode des An- 
ciens, afın d’etablir d’abord avec brievete et preecision les faits 
fondamentaux de la science; il nous semble, au contraire, que 
dans les revisions successives du cours de geometrie, on devra 
s’etudier de preference ä faire comprendre, par des applications 
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aux verites simples et desormais bien connues de la geometrie 
elEmentaire, les grandes methodes et les puissants procedes de 
l'analyse moderne. On pourra, de cette maniere, sans sortir du 
cadre d’Euclide, initier Peleve ä tous les procedes qu’il aura 
plus tard-a appliquer dans les parties les plus elevees de la science. 


Ainsi, on sait quelles sont, en geometrie et en arithmetique, 
les nombreuses applications du prineipe des limites. 


L’etude des lieux geometriques, employes comme moyens 
generaux de resolution des problemes determines, conduira natu- 
rellement & la notion de fonction d’une ou de deux variables in- 
dependantes. En y joignant meme le mouvement, on aura une repre- 
sentation sensible des fonctions de trois et m&me de Quatre variables. 


Le cerele et les sections coniques donneront lieu d’appliquer 
la methode des tangentes, et de presenter la methode des limites 
sous la forme plus commode de la methode infinitesimale. 


On reviendra alors avec plus de details sur les questions de 
maxima et de minima, et on les ramenera ä la methode des 
tangentes, dans le cas d’une seule variable independante. 


Les quadratures et les cubatures des lignes et des surfaces 
pourront s’effectuer non - seulement par les methodes detournees 
des Anciens, mais encore par les methodes directes sur lesquel- 
les est fond& le calcul integral. Ainsi l’equivalence de deux pris- 
mes de m&me base et de meme hauteur pourra s’etablir par la 
division en tranches infiniment Mminces, comme nous l’avons dejä 
indiqu& dans la Note precedente. 


C'est alors qu’il conviendra d’introduire les notions de lon- 
gueur d’une ligne courbe quelconque et d’aire d’une surface 
courbe quelconque, en justifiant et generalisant les definitions re- 
streintes et incompletes qu’on en avait donndes, au moyen des 
polygones reguliers, en traitant du cerele et des trois corps ronds. 


On peut enfin, sans sortir du m&me cadre, donner des exem- 
ples de courbes enveloppes, d’applieations de la methode inverse 
des tangentes, etc. 


En un mot, la geometrie d’Euclide peut servir de texte ä 
une exposition de tous les principes fondamentaux de Panalyse 
moderne, et l’on concoit quel fruit un esprit intelligent pourrait 


retirer d’une telle preparation & l’etude de la geometrie analytique 
et du calcul infinitesimal. 
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XIEn. 
Note über lineare Differentialgleichungen. 


Von 


Herrn Simon Spitzer, 


Professor an der Handels - Akademie in Wien. 


Sehr häufig kommt es vor, dass in lineare Differentialglei- 
chungen statt der abhängig Variablen y eine andere abhängig 
Variable z eingeführt werden soll, welche mit y in folgendem 
Zusammenhange steht: 


Y aa er3z, 


woselbst @ eine constante Zahl ist. Wir wollen im Folgenden 
zeigen, auf welch einfache Weise diess zu bewerkstelligen ist. 
Sei vorerst | 


any +an-ıyrd + an -2yrDd +... +ay'+a0y=0 () 


die vorgelegte Gleichung. Setzt man hierin y=e“*z, so erhält man: 
anf + 6) zn) + ( 5) o2zn-2) + ....] 
+a—l:"d+ (* ı ') 0zR—-2) + (3 ) a2zn—3) +. 2 hoc A 
+ An—2 [2"-9+ & 1 uz(R—3) + [6 Pi u2z(n—4) + tu .] 


+a, (2 +02) + ag =0, 


oder anders geordnet: 
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| An2®) 
+ [a-ı + 0) an] 2") 
a 


N [a + 2aaz + 30203 +....+nar-1an]z’ | 
+9 tea +2, +... + @®an]z=0. ' 
Setzt man nun i 
orten tat... Fran =yY(e), 
so gestattet die Gleichung (2) ee Schreibweise: 


(n) RI) (a 
F ai en) N za) + z +. + 9'(e)2' + P(a)2=0. 


Wird auf gleiche Weise in die Differentialgleichung 
(An -F Önx) y) + (An—ı + On— x) ym—ı + (ün—2 +Ön-2 x) ya-2) 
+..+@a+52)Yy +(a9+bo2)y=0 


für y die Substitution 
} Y = et!lz 


gemacht, so erhält man, wenn man 
Ane® + An-ıar-1+ An_gan-2 +... tae+a=y(e), 
bnan + bn-ıonl + n-2R2 +... + 5a +, = lo) 
setzt, auf ähnliche Weise vorgehend, folgende Gleichung in z: 


PR) (a) + ap" (c) pR-N (a) + ayr—d pr 
7 ta 1 7 Nee NT) 
n! (n—))! 


(n—2) (n—2) 
Ey en N mr. 
.. + [9'(@) +2’ (@)]2’+[p(e) + 2ıle)]2—=0, 


und ähnlich kann man verfahren bei allen jenen linearen Diffe- 
rentialgleichungen, deren Coefficienten ganze algebraische Func- 
tionen von 2 sind. 
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XIV. 


# 


Die Methoden von Fschirnhaus und Jerrard zur 
Transformation der Gleichungen. 


Von 


dem Herausgeber. 


g. 1. 


Zu allen Zeiten hat die allgemeine Auflösung der Gleichungen 
die Mathematiker lebhaft beschäftigt; auch Ehrenfried Wal- 
ther von Tschirnhaus *), Herr auf Kiesslingswalde und 
Stoltzenberg, Kurfürstlich Sächsischer Rath, geboren zu 
Kiesslingswalde unweit Görlitz in der Oberlausitz am 10, April 1651, 
gestorben am 11. October 1708, hat sich eifrigst bei diesen Ar- 
beiten und Bestrebungen betheiligt, und glaubte dadurch zu dem 
so sehr erstrebten Ziele zu gelangen, dass er durch geeignete 
Transformationen der aufzulösenden Gleichung beliebig viele Glie- 
der derselben wegzuschaffen suchte, — so wie man ja schon 
längst aus jeder Gleichung das zweite Glied wegzuschaflen ver- 
stand, — um dadurch endlich entweder zu einer reinen Gleichung 


*) Häufiger, aber wahrscheinlich unrichtig, ‚.Tschirnhausen‘“ 
geschrieben. Die französischen Mathematiker, welche sich, nament- 
lich der berühmte Lagrange, der über die Methode von Tschirn- 
haus in den M&moires de l’Acad&mie des sciences de Berlin. 
1770 et 1771 tiefsinnige Untersuchungen angestellt hat, eifriger mit un- 
serem Landsmanne beschäftigt haben, als wir selbst, schreiben nicht 
selten „„Tschirnaüs‘, wie z. B. J. A. Serret überall in dem Cours 
d’Algebre superieure, professde A la Faculte des sciences 
de Paris. Paris. 1854.; hier ist also auch die Form ‚„‚Tschirn- 
haus‘ unverkennbar. 
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oder wenigstens zu einer durch schon früher bekannte Hülfsmit- 
tel auflösbaren Gleichung zu gelangen. Wenn auch Tschirn- 
haus auf diesem Wege sein Ziel nicht erreichte und nicht errei- 
chen konnte, aus Gründen, welche wir später entwickeln werden; 
so ist sein Gedanke doch immer als ein sehr scharfsinniger be- 
trachtet worden, und seine Methode *), die er in den Actis Eru- 
ditorum. 1683. p- 204. bekannt machte, ist namentlich in neue- 
ster Zeit wieder besonders hervorgetreten und hat die Aufmerk- 
samkeit der Mathematiker von Neuem auf sich gezogen, nachdem 
der Engländer George B. Jerrard, Es g. “*), in ähnlicher Rich- 
tung sich bewegend wie Tschirnhaus, die merkwürdige und 
wichtige Entdeckung gemacht hat, dass aus jeder Gleichung das 
zweite, dritte und vierte Glied bloss mit Hülfe der Auflösung 
einer Gleichung des dritten Grades weggeschaflt werden kann, 
worauf dann weiter Hermite und Brioschi ihre berühmten Auf- 
lösungen der Gleichungen des fünften Grades durch die elliptischen 
Functionen basirt haben. Die grosse Wichtigkeit dieser Gegen- 
stände und die immer weitere Ausbildung und Vervollkommnung 
der betreffenden Untersuchungen in neuester Zeit geben mir jetzt 
hinreichende Veranlassung, denselben einige Abhandlungen in die- 
ser Zeitschrift zu widmen, was ich bis jetzt absichtlich unterlas- 
sen habe, weil die Nothwendigkeit der erwähnten weiteren 
Ausbildung und Vervollkommnung sich voraussehen liess. Die vor- 
liegende Abhandlung soll daher zunächst den Umformungs-Metho- 
den von Tschirnhaus und Jerrard gewidmet sein, indem ich 
im nächsten Paragraphen sogleich mit der ersteren beginnen werde. 


$. 2. 
Die gegebene Gleichung sei: 
1) am + A, amAl4+ Aam2+...4 Am-ı% + Am0, 
über die wir zuvörderst Folgendes bemerken. 
Aus ]) ergiebt sich: 
am — — A, am 1 _— 4,292 — „.— An-ı2z— An 


oder, wenn wir 


*) „Methode elegante de Tschirnaüs“ (Serreta, a. O. p- 113). 

”) M.s.z.B. Inquiry into the validity of a method re- 
cently proposed by George B. Jerrard, Esq. for transfor- 
ming and resolving Equations of elevated degrees. By 
Professor Sir. W.R, Hamilton. London. 1837. 
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>. 


A=—-A4, Am Aysar., Aa Aa 
setzen: 
N rt A, am-14 A,am-2 +..+ Anz + Am. 


Also ist: 


amt — A, am + A,am-ı4 ..t+ Anker + Amt, 


und führen wir nun in diese Gleichung für x” seinen obigen Aus- 
druck ein, so erhalten wir für z=+! offenbar einen Ausdruck von 
der folgenden Form: 


zum — A, am 4 A,am-2 +...+ Äm-ı + Am. 
Also ist: 


1 1 1 
amt? — Ayam+ Ayam-1 4 .... + Am-ı22 + Anz, 


und führen wir in diese Gleichung für =” wieder seinen obigen 
Ausdruck ein, so erhalten wir für xt? einen Ausdruck von der 
folgenden Form: 


amt? — A, am-l + A,am-2 +....+ An-ı% + Am. 


Wie man auf diese Art weiter gehen kann, unterliegt keinem 
Zweifel, und man sieht also aus dem Vorhergehenden, dass sich _ 
die Potenz zmt*, wo k eine positive ganze Zahl, Null einge- 
schlossen, bezeichnet, immer durch einen Ausdruck von der Form: 

k k k k 
2) amtk — AL am + A, 2 + .... + Am-—ıT + Am 
darstellen lässt, wo natürlich die Coefficienten 
k k k k k 
A,> As; A; , ru.) Am-ı), Am 
bloss von den Coefficienten der gegebenen Gleichung 1) abhän- 


sen und durch dieselben bestimmt werden. 


$. 37 
Eine neue unbekannte Grösse % einführend, setzen wir nun: 


1 1 1 1 
Dr d, y=apt0Ct0g02 4... 4 An-12r 4 anR, 


und nehmen an, dass n eine positive ganze Zahl bezeichne, die 
kleiner als m ist; aus den beiden Gleichungen 1) und 3) elimi- 
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niren wir, um eine, y als unbekannte Grösse enthaltende Glei- 
chung zu erhalten, die Grösse x, wozu wir auf folgende Art 
gelangen. 


Aus 3) bilden wir die Potenzen | 
2, y°; Yy*, u, nn, ym; 


und stellen dieselben, was nach dem vorhergehenden Paragra- 
phen immer möglich ist, unter der folgenden Form dar: 


2 2 2 2 
Y2=o+M2+a22+... 4 am-ı2r 1, 

3 3 3 3 2 3 
y=@ta2tazr? +... + am_ı 2m 1, 

4) A 4 4 Se 4 
A Y„Y=n+mrtarH+... 4 am ızr{, 

u. Ss. w. 
m - m m m 


Sind nun 
7; 735 Ta; Tas ....9, Im 


die m Wurzeln der gegebenen Gleichung 1) und 
Yı»s Ya» Y3> Yas -*--: Ym 


die entsprechenden Werthe von y; so ist nach 3): 


1 1 1 1 
Y=% ta 2% +92? +.... + nz", 

1 1 1 1 
Y=ont 2%, +02? + .... + nz", 

1 1 1 j 1 
Yy=a+t Az + 0,23? + Elan = AnKzt, 

u. Ss. w. 
1 1 1 1 


Ym=ag+ qaı Im Ag m? + ....4 QnZm®, 


und nach 4): 


22 2 2 
Y = + a2 +08? + .... +am-ı2) 7-1, 
29 2 2 
Ya? —=a+ M%y4 022° + .... + am-ı2,7 1, 
2.32 2 2 
YA, + 01% 40923? +... + am-ı 237-1, 
u. S. w. 
2 2 


Ym? = ot Amt 49m” + Se + am 2m"; 
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„e 
„>= “ +a, 2, + ug 24+...4+ Gm ann, 
‚ | 
Yo = ie ta] Tg + n Lg + oo. + a Kom, 
BER 2 3 Bi. 3 i 
Y> =ay ta %3 4 Qg%3” + --- +am-ı 73", 
uU. S. W. 


Ym> en + RE SER ee 1m”; 


+ 4 = 4 
Yı* et b* + a, X + chE + .... + EEE 
+ 
Ya = ae +. s... Lv m—1 , 


Ya* N + 2 Tz + ar, + ones + Am_12, 7-1 9 
u. Ss. W, 


4 4 4 4 
Ym’—= ag +0 mt Agm’ +... + Am-10m"); 
U. S» W, 


u. S. W. 


m m m m 
y?= 040% +02? +... 4 am", 


m m m m 
Yor = ag +0, 2540922? 4... + am-ı1 29" 7}, 
m m am m 
Yam = ag+ a 23 +ag23°+ ... 4 Am-ı 23", 
u. S. W. 
m 


Ym?— Ze -F a2 kaeeer ..t u m—1, 


Bezeichnen wir jetzt die Summe der kten Potenzen von 
is gs F%y, Has ser, Um 
durch Sx und die Summe der kten Potenzen von 


Yı>» Ya» Ya» Ya> -+--> Ym 
durch sk, so ergeben sich aus dem Vorstehenden unmittelbar die 
folgenden Gleichungen: 


1 1 1 1 
$ı =may ta, I, +05. + so... + An Sn; 
2 2 2 2 
Ss = magt a, S, +28 + or... + Am—1 NSac-Is 
3 3 3 3 
5 Ss = mag+ ay Sı + 08,4 .... + Um—1 Sal: 
% 2 4 4 
$4 =mayta,Sı + A854 u... +4 am-ı NR) 


u. S. W. 


\ m m m m 
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Nach den Formeln des Newton’schen Satzes von den Sum- 
men der Potenzen der Wurzeln der Gleichungen kann man aus 
den gegebenen Coefficienten der Gleichung 1) die Summen 


S; Sy; S3; „sorry RE Sn 
bilden, erhält sodann 
$ £) $25 $3 5 mo. .9 Sm—13; Sm 


mittelst der Gleichungen 5), und kann nun hieraus wieder mit- 
telst der Formeln des genannten Satzes die Coefficienten der 
Gleichung des mten Grades finden, welche für y als unbekannte 
Grösse die Wurzeln 


Yı>»s Ya» Ya» Yas+---» Ym 


‚hat, also diese Gleichung, die natürlich die durch Elimination von 
x aus den beiden Gleichungen I) und 3) hervorgehende Gleichung 
sein wird, selbst bilden. Bezeichnen wir nämlich diese Glei- 


chung durch 
6) ee y®+ Pı yr+ P,yr 2 + or... + Pm-ıY + Pan=0, 
so haben wir zur Bestimmung der Coefficienten 
Ps P>; P;, ..nu, Pad; Bi 
nach dem Newton’schen Satze bekanntlich die folgenden Formeln : 
N 

P=-s, 

P,=-YPısı +); 

P;, =— (Pas + Pıs+ss); 

Pı=—4(Pssı + Ps + Pıs3 +); 

P, =—3(Pısı + Pas + Pass + Pısa + 55): 

u. Ss. w. 


1 £ 
Pn=— — (Pn-1Sı + Pm-25, + Pm-383 +... +P:, Sm-ı1 + Sm). 


Man kann zu der durch Elimination von x aus den Gleichun- 
gen 1) und 3) hervorgehenden Gleichung aber auch auf folgende 
Art gelangen. In dem Gleichungssysteme 4) sind m — 1 Gleichun- 
gen enthalten, welche in Bezug auf 


u HE 


vom ersten Grade sind, so dass man also diese Grössen aus den 
genannten Gleichungen immer auf bekannte Weise bestimmen, und 


Theil XL. 16) 


2% 
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die erhaltenen Ausdrücke dann für die entsprechenden Potenzen 
von x in die Gleichung 3) einführen kann, wobei man zu bemer- 
ken hat, dass n nicht grösser als m—1 ist. Durch dieses Ver- 
fahren, welches den Vortheil hat, dass man dabei zugleich x als 
ganze rationale Function von y ausgedrückt erhält, ergiebt sich 
die gesuchte Gleichung des mten Grades mit der unbekannten 
Grösse y. 

Sollen nun in der Gleichung 6) vom zweiten Gliede an n 
Glieder verschwinden, so muss, wie aus den Gleichungen 7) ohne 
Weiteres erhellet, 


9)...se0, nel, 3=0, sen 
sein, und die Coefficienten 
1 1 1 1 61 1 
do ds Ay Ayye... Ani, Um 
in dem Ausdrucke 3) von y, von denen die Potenzensummen 
Ss SQ Sys Sa sen iR 


nach dem Obigen abhängen, müssen also so bestimmt werden, 
dass den Gleichungen 8) genügt wird, wobei man, da die Anzahl 
der zu bestimmenden Coelfficienten n+ 1, die Anzahl der zu er- 
füllenden Gleichungen aber nur r ist, immer einen der ersteren 
willkührlich annehmen kann. 


Betrachten wir, indem x, % überhaupt zwei zusammengehö- 
rende Werthe der im Allgemeinen eben so bezeichneten Grössen 
bezeichnen, 

1 1 1 1 1 

d0> dı > Ags er. 19 An—1; Un 
als unabhängige veränderliche Grössen, was oflenbar verstattet 
ist, von denen nach dem Obigen z gar nicht, aber natürlich % 
abhängt, so ist nach 3): 


und nach 6): 


Imym-14 (m) P; ym-24(m—2) Pym-24...4 Pac) 


a 
m IPı + ym-2 Ban). ee ; 
da, da, da; Aa. & 


also nach diesen beiden Gleichungen: 
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{ 9) 
op, oP, OPn-ı Pa 
Per. 4yorn 
da, “ ; day y on, da, 


_— a 0 en I er 9 
my”! + (m— 1) Pı yn-2+(m— 2) Pyym-2 +... Ps 
mittelst welcher Formel aus den durch Auflösung der Gleichung 6) 
erhaltenen Werthen von y unmittelbar die entsprechenden Werthe 
von x erhalten werden. Weil nach 5): 


U, ... a Ku Rn 
da, ÖQz day Odn 


ist, so kann man ganz auf ähnliche Art wie vorher auch Aus- 
drücke zur Bestimmung der Potenzen 22, x3, x, ..., 2% entwickeln, 
was einer weiteren Erläuterung nicht bedarf. 


$. 4. 


Wir haben im Vorhergehenden ganz im Allgemeinen ge- 
zeigt, wie die Elimination der Grösse © aus den beiden Gleichun- 
gen 1) und 3) jederzeit ausgeführt werden kann ;s wodurch wir auf 
eine Gleichung mit der unbekannten Grösse y von demselben 
Grade wie die Gleichung 1) mit der unbekannten Grüsse z£ ge- 
führt worden sind. Natürlich kann man aber diese Elimination 
noch auf vielen anderen Wegen ausführen, welche in besonderen 
Fällen oft einfacher und leichter das Ziel erreichen lassen. indem 
ich nun jetzt zeigen will, wie nach der Methode von Tschirn- 
haus die Gleichungen des dritten Grades aufzulösen sind, werde 
ich mich in diesem Falle bei der erwähnten Elimination der von 
Lagrange *) gebrauchten, ziemlich einfachen Methode bedienen. 


Die aufzulösende Gleichung des dritten Grades sei: 
I susın Nädıs ı . ta? +b2+0c—0. 


Man setze: 


*) M.s. Leonhard Euler’s Einleitung in die Analysis 
des Unendlichen. Aus dem Lateinischen übersetzt von J. A. 
€. Michelsen. Drittes Buch (Die Theorie der Gleichungen. 
Aus den Schriften der Herren Euler und de la Grange). Ber- 
lin. 1791. S.291.; in der von Michelsen übersetzten Abhandlung : 
Bemerkungen über die algebraische Auflösung der Glei- 
chungen. Vom Herrn de lä Grange. Aus dem 2ten Bande 
der neuen Memoiren der Königl. Akademie der Wissen- 
schaften in Berlin. Nr. 10. ’ 


15* 
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LIVE RR EE y=—-p-qgc +2, 
also, wenn der Kürze wegen 

13). er 
gesetzt wird: 

JAyV Lad Koh wish a =r+ ger 
Hieraus folgt: 

Lay. AR a=re+g2®=gr +(g?"+tr)z, 


und folglich nach 11): 

gr+(g+r)ctalr+ge)+bzte=0), 

. _et(aatgr | 
dö+(a+Ng+tr 


Führt man nun diesen Ausdruck in die Gleichung 14) ein, so er- 
hält man die Gleichung: 


\_e+(atg)r U=r— c+latgr_ 
b+(a+gN)g+tr) 7 b+(a+g)g+r! 


also: 


11) Ba a A SR ee 


oder: 
Ic+(a+g)r® +gict(a+gritö+(a+gNg+tr! 
—rtö+(a+Ng+tr? 


und, wenn man nach den Potenzen von r ordnet, wie man nach 
leichter Rechnung findet: 


I p PRRERE ve \ 
— (a — 2b +ag)r? 
— t2ac—b?+(dc— ab)g — bg?!r 
— e(e+bg+ag?” + 9°) 
Entwickelt man nun aber mit Bezug auf die Gleichung 13) die 


vorstehende Gleichung nach Potenzen von y, so erhält man, wenn 
der Kürze wegen: 


P=—a?+2b—ag+3p, 

Q=-t2ac—b? + (3c— ab)g— bg?) 
— 2(a?—2b + ag)p 
+3p?, 

R=—c(c+bg-+ag? +4) 
— (2ac— b?+(3c — ab)g —bg?\p 
— (a —2b + ag)p? 

\ +p? 


_— 
SR. J 


—, 1} 


18). °. 
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gesetzt wird: 


Weil... +PP?+Qy+R=0. 
Bildet man jetzt die beiden Gleichungen: 
Be, BEI 0; 


so kann man aus denselben durch bekannte Hülfsmittel p, g be- 
stimmen, weil in Bezug auf diese beiden unbekannten Grössen 
die erste dieser beiden Gleichungen vom ersten, die zweite vom 
zweiten Grade ist. Führt man dann die auf diese Weise gefun- 
denen Werthe von p, g in die Grösse R ein, und bezeichnet den 
dadurch erhaltenen Werth dieser Grösse durch R'; se wird die 
Gleichung 19): 


5 28 4 A ee P+R'—=0, 
und lässt sich also als eine reine Gleichung nach bekannten Me- 
thoden auflösen. 
Weil für den vorliegenden Fall im vorhergehenden Paragraphen 


1 1 ı 
m=3; W=—Pp, 1 =—g, mm]; 


P,z2 P, en Q, P,=R 


zu setzen ist; so hat man nach 9) zur Bestimmung von x die 
Formel: 
ae. 0Q 
e ut ” 

Bee DB = 3y2+42Py+Q 

Aus dem theoretischen Gesichtspunkte betrachtet, ist diese 
Auflösung der Gleichungen des dritten Grades jedenfalls sehr 
einfach, führt aber dessenungeachtet auf sehr weitläufige Rech- 
nungen. 

Um die Gleichung des vierten Grades 


22 +ax?°+b2?+cx +d=V 
aufzulösen, setze man wieder « 
9=—p—ngare?, 


und eliminire aus den beiden vorstehenden Gleichungen die Grösse 
z, so erhält man eine Gleichung von der Form: 


y+PyP+Qy+Ry+S=0. 


Setzt man nun 
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so findet man, dass aus diesen beiden Gleichungen die Grössen 
pP, g bloss mittelst einer cubischen Gleichung bestimmt werden 
können ; und bezeichnet man die diesen Werthen von p,g ent- 
sprechenden Werthe von @, S respective durch @', $S’, so hat 
man zur Bestimmung von y die Gleichung: 


+ yr+ Pr +'—=0, 


welche wie eine quadratische Gleichung aufgelöst werden kann, 
wodurch also die Auflösung der Gleichungen des vierten Grades 
gegeben ist, indem x immer nach der aus dem vorhergehenden 
Paragraphen bekannten Methode bestimmt werden kann, Die voll- 
ständige Ausführung der Rechnung führt in nicht geringe Weit- 
läufigkeit und kann bei Lagrange a.a. ©. S.348. oder auch in 
der Sammlung von Aufgaben aus der Theorie der alge- 
braischen Gleichungen von Meier Hirsch. Erster Theil. 
Berlin. 1809. S. 142. nachgesehen werden. | 


Will man nun aber die Methode von Tschirnhaus auf die 
Auflösung den vierten Grad übersteigender Gleichungen anwen- 
den, so kommt man auf Gleichungen, deren Grad nicht unter dem 
Grade der aufzulösenden Gleichung liegt, wird also bei diesen 
höheren Gleichungen von der Methode ganz verlassen. Wir wol- 
len deshalb auch diese Methode hier nicht weiter verfolgen, was 
überhaupt gleich von vorn herein nicht in unserer Absicht lag, 
indem wir vielmehr in dieser Abhandlung hauptsächlich die neu- 
erlich von Jerrard gefundene höchst merkwürdige Transforma- 
tion der Gleichungen im Auge haben, die aber ohne die Methode 
von Tschirnhaus im Allgemeinen nicht verständlich ist und de- 
ren genaue, Kenntniss voraussetzt, weshalb auch Serret a.a.0, 
Note V. die Methode von Jerrard ohne Weiteres als eine An- 
wendung der Methode von Tschirnhaus bezeichnet; zu dieser 
Methode von Jerrard wollen wir daher jetzt übergehen. 


8.5. 


An die in $.2. und $. 3. im Allgemeinen entwickelte Methode 
von Tscehirnhaus uns anschliessend, sei nun wieder die gege- 
bene Gleichung: 


23). . 2m + A am + Arm? +... + Am-12 4 Am=0; 
es werde 


1 1 1 1 1 
BED RDRON > YZAy+ YET + 092? + az2d+ ayr* 
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gesetzt, und nach der in den beiden genannten Paragraphen ge- 
gebenen allgemeinen Anleitung die aus diesen beiden Gleichun- 
gen durch Elimination von x hervorgehende Gleichung - 


25) ai 8 ym 4 P, yr—14+ P,yr— +... + Pm-19+Pm=0 


gebildet; so sind, wie aus der in $.2. und $.3. gegebenen Dar- 
stellung ganz unzweideutig und ganz ohne Weiteres erhellet, die 
Coefficienten 


Pı; P3; RP, .., Pn:i} Pi 


sämmtlich homogene ganze rationale algebraische Functionen von 


1 1 1 1 1 
Ag, 4, Ag, Az, Ay 


respective vom 
lten, 2ten, sten,...., (m—1)ten, mten 
Grade'*). 
Wenn nun, was wir im Allgemeinen unseren weiteren Be- 


0 
trachtungen vorausschicken müssen, Y eine beliebige homogene 
ganze rationale algebraische Function der beliebigen Grössen 


Go Qı 5 ds; Ag; ....,. Un—1 
0 
vom zweiten Grade bezeichnet, so kann V jederzeit auf die Form: 


V= Pay: +Qay + R 


gebracht werden, wo P eine constante Grösse, @ eine homogene 
ganze rationale algebraische Function des ersten Grades von 
Qı> Ag, Ay ...., An-ı und R eine homogene ganze rationale alge- 
braische Function des zweiten Grades von a], Qg, Ay,...., An— 
bezeichnet. Bringt man aber den vorstehenden Ausdruck von 


o 
V ferner auf die Form: 


o 2 
P=(avP+ Ep? +R Ip). 


so sind 


*) Dass in $. 4.18) die Coefficienten P, 0, R nicht als homogene 
ganze rationale algebraische Functionen der Coefficienten in dem für % 
angenommenen Ausdrucke erscheinen, hat lediglich darin seinen Grund, 
dass in diesem Ausdrucke der Coefficient von zZ? der Einheit gleich ge- 
setzt worden ist. | 


\ 
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ovVP+ Ep und Be 


respective homogene ganze rationale algebraische Functionen vom 
ersten und zweiten Grade von ag, Aı, @g5 Ag -..+:;An-ı und Qı, Qy 
Agys..., dn—ı; woraus sich also ergiebt, dass immer 


v— Vo? + v 


0 . 
gesetzt werden kann, wo V eine homogene ganze rationale alge- 
braische Function des zweiten Grades von qa,, A, Ag, (z,..., An-15 
V, eine homogene ganze rationale algebraische Function des ersten 


1 . 
Grades von ay, @j, Gy, Ag y...., An-—ı5 V eine homogene ganze ratio- 
nale algebraische Function des zweiten Grades von @ı, @a, Q3, 
222, Qn-ı ist. Ganz auf dieselbe Art kann man nun wieder 


ge V,”+ v 


“a 


setzen, wo F, eine homogene ganze rationale algebraische Function 


2 
des ersten Grades von a], Ag, AQg,...., Qn-ı5 V eine homogene 
ganze rationale algebraische Function des zweiten Grades von 
gs Ag3 ...., An—ı ist. Eben so kann man wieder 


2 3 
Ki V,? + V 
setzen, wo F, eine homogene ganze rationale algebraische Function 


des ersten Grades von Q,, dg5 ....; An-ı5 V eine homogene ganze 
_ rationale algebraische Function des zweiten Grades von 3, ...., Qn-ı 
ist. Geht man auf diese Art weiter, so gelangt man endlich zu 
der Gleichung: R: 


z 


n—3 n—2 

= Vn-3? + V, 
n—3 

wo V eine homogene ganze rationale algebraische Function des 

zweiten Grades von Qn-3, An-g; An-ı;5 Vn-3 eine homogene ganze 


rationale algebraische Function des ersten Grades von Qn-3, An-9; 
n—2 

An-ı; VW eine homogene ganze rationale algebraische Function 

des zweiten Grades von Q@n—2, @n-ı ist. Ferner ist: 


n—2 n—l 


V= Vn-2?+V, 


wo Vn-2 eine homogene ganze rationale algebraische Function 
n—1 
des ersten Grades von an-2, An-ı5 V eine homogene ganze ratio-- 


nale algebraische Function des zweiten Grades von an-ı ist. Weil 
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man nun oflenbar jede, homogene ganze rationale algebraische 
Function des zweiten Grades von einer einzigen veränderlichen 
Grösse als das Quadrat einer homogenen ganzen rationalen alge- 
braischen Function des ersten Grades von derselben veränderlichen 
Grösse darstellen kann, so kann man 


n—1 
n—_ Vn-ı? 


setzen, wo Vn-ı eine homogene ganze rationale algebraische 
Function des ersten Grades von a„_ı ist. Hiernach hat man also 
die folgenden Gleichungen: 


v= V. + v, 
1% ge V,? + 2 
1% = v2 + v, 

u. S. W. 
n—2 n—1 
V.> Vn-2? + V, 

n—1 

Mm Vn-ı?; 

durch deren Addition sich die Gleichung: 
26)... V=V24 924 Part... + Pn-a? + Pa-ı? 


und also der folgende Satz ergiebt: 
Jede homogene ganze rationale algebraische Func- 


tion V des zweiten Grades der n Grössen 


- 


a)» qaı> (g> dz3; u...9 Un—2 5 An—1 


lässt sich immer als eine Summe von Quadraten von 
n homogonen ganzen rationalen algebraischen Func- 
tionen des ersten Grades 


Vo; V;; N;; V;, ....,; Vn-2; Vn-ı 
respective der Grössen | 


Go» U» a9 > (3, .o.9 Un—2 5; Un—1; 
Ay> „Ag, Ugyerse., An—2,; (4n—15; 


d9> (da, ....,. (An—2> UAn—1 5 
Aa 5 „...,9 Un—2 > Un—15 
u. S. W. 


An—2;  An-—15 


On—i 
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ausdrücken, und: zwar auf sehr verschiedene adın Can 
weil man natürlich die Grössen 


Qo> qaı> do; ds, .„...g9 Uin—1 


in beliebiger Ordnung oder Folge nehmen kann. 


Hiervon lässt sich nun die folgende Anwendung auf das Obige 
machen. In der Gleichung 25) setze man: 


I) Man del daniel. AD, 
Weil P, eine homogene ganze rationale algebraische Function 
des ersten Grades oder eine homogene lineare Function von 


1 1 1 1 1 
095 4, Ag, Ay, Gy 


ist, so kann man mittelst der Gleichung 
P, Be 0 
1 

die Grösse a, als homogene lineare Function der Grössen 

1 1 1 1 

> A, Ag, Az 

° 1 | ® 
ausdrücken, und diesen Ausdruck für a, in die Gleichungen 
einführen, wodurch ‚man die Gleichungen: 
28) u ann u a De 

erhalten mag. Weil P, und P, beziehungsweise homogene ganze 
rationale algebraische Functionen des zweiten und dritten Grades von 


1 1 1 1 1 
do E} a 9 d2 9 Ag 9 Ay 


sind, so sind Py' und P,' homogene ganze rationale algebraische 
Functionen respective des zweiten und dritten Grades von 


1 1 1 1 
do; a 9 A55 Ay. 


Also kann man nach dem obigen J,emma 
2)... 2.2.20 Be eK? + L2 + M2+N2 


setzen, wo 


K, L, M, N 


homogene ganze rationale algebraische Functionen des ersten Gra- 
des respective von 
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1 1 oh 
Ag; Ay; Ag, As; 
1 1 1 
a; Ag; Az; 
1 1 
Ag; d3 5 
1 
az 
sind. Die Gleichung 
P,' = 0 
wird nach 29) erfüllt durch die beiden Gleichungen : 
Ss, RD, MH —=0 
oder: 
3). ...2.. K=LN II, M=NNV I; 
A 
welche linear sind. Also kann man mittelst derselben a,, az 


2 
durch a,, a, in linearer Form ausdrücken; und führt man nun 


1,8 
diese Ausdrücke für a,, a; in die Gleichung 


P;' = 0 
ein, so erhält man eine Gleichung: 
32). u ee A ae SD cal. 


in welcher, weil P,' eine homogene ganze rationale algebraische 
Function des dritten Grades von 


1 ı »u4 1 
Ag; Ay, Ag, Az 


ist, 23” eine homogene ganze rationale algebraische Function des 
Re 
dritten Grades von a,, a; bezeichnet. Nimmt man nun eine die- 


ser beiden Grössen willkührlich an, so wird: die andere im All- 
gemeinen durch eine Gleichung des dritten Grades bestimmt, 


welche sich auf bekannte Weise auflösen lässt; und die übrigen 
PR RB 
Grössen az, a3, a, sind dann durch das Obige von selbst bestimmt. 


150. da al ni nd 
Hat man aber auf diese Weise a,; @ı; Ag; Uz, Ay bestimmt, 


so nimmt die Gleichung 25) die Forn 
33)... ymn + Py”m+.. + Pm-1ı4%+Pm=0 


an, also die Form einer Gleichung, in welcher das zweite, dritte 
und vierte Glied fehlen, und diese Transformation ist bloss durch 
Auflösung einer Gleichung des dritten Grades bewirkt worden. 
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Die ganze vorhergehende Darstellung zeigt aber zugleich auf 
das Deutlichste, dass auch aus jeder Gleichung das zweite, dritte 
und fünfte Glied bloss mittelst der Auflösung einer Gleichung des 
vierten Grades weggeschafft werden kann. 

Hierin besteht die merkwürdige, von Jerrard gefundene 
Transformation der Gleichungen, über die übrigens schon Ha- 
milton a.a. O. p. 307. sehr richtig bemerkt hat: „It is, howe- 
ver, important to remark that the coeffieients of these new or 
transformed equations will often be imaginary, even when the 
coefficients of the original equation *) are real.“ 


8. 6. 


Wenden wir jetzt das Vorhergehende auf die Gleichungen 
des fünften Grades an, so sehen wir, dass jede Gleichung die- 
ses Grades bloss mittelst der Auflösung einer Gleichung des 
dritten oder des vierten Grades auf eine der beiden Formen: 

z°’+axz +b=0, 
2° +axr? +b—=0 
gebracht werden kann; und setzt man in diesen Gleichungen 


2=,, so erhalten sie die Form: 
PR MN 
Fr 
u +74 +, =. 


Also kann bloss durch Auflösung von Gleichungen des dritten 
oder vierten Grades jede Gleichung des fünften Grades auf eine 
der vier folgenden Formen gebracht werden: 

z’+ar +b=0, 

x +aa2+5b—=0, 

25 +ar®? +b—=0, 

2 + at +b=0. 


Wenn man in der ersten dieser vier Formen 


1 
ax? 
==(*) «Ü 
4 


setzt, wo g eine unbestimmte Grösse, die man beliebig anneh- 
men kann, bezeichnen soll; so wird die Gleichung: 


h 


*) Oben 23). 
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(Orr) o+0=0. I 


also, wenn man diese Gleichung mit 
X). 
0 
dd" 
0) +a((C cH+ r ö 
und folglich: 
»+0(5) .+2(()) =0 
® +a(: cH 2 
Ka 
»+0+5((7)) =0 


woraus man, weil e willkührlich ist, sieht, dass man dem zwei- 
ten Gliede der Gleichung jeden beliebigen Coefficienten verschaf- 
fen kann. 


multiplieirt: 


oder: 


Setzt man in der vierten der vier obigen Formen 


a 
z=-v, 
@ 


so wird die Gleichung: | 


(2) + a(2) .0+0=0, 


also, wenn man diese Gleichung mit 


O5 
ler) 


ax-—>® 
vd + o0t+0(°) LE 


multiplieirt: 


oder: 


woraus sich ergiebt, dass man auch in dieser Form dem zweiten 
Gliede jeden beliebigen Coefficienten verschaffen kann. 


Aehnliche Betrachtungen würden sich mehrere anstellen las- 
sen, was aber hier nicht weiter ausgeführt zu werden braucht. 


nme 
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xV. 


Note über Differentialgleichungen der Form 
() zym) — my) — ay, 
in welchen und @ constante Zahlen sind und » ganz 
und positiv ist. 


Von 


Herrn Simon Spitzer, 


Professor an der Handels - Akademie in Wien. 


Ich setze das Integral der linearen Differentialgleichung 
Re) zz") = a: 


als bekannt voraus; es sei z="%(z); und man nehme nun an, dass 
der Gleichung (1) genügt wird durch einen Ausdruck der folgen- 
den Form: 


on 
@) y=}zunlvtun) 718, 


woselbst W eine, einstweilen noch unbestimmte Function von x 
ist, A eine ganze positive Zahl bezeichnet und « diejenige con- 
stante Zahl anzeigt, die in 


or 
ämlYluz) W] 


nach vorgenommener hmaliger Differentiation statt x gesetzt wer- 
den muss. 


Aus (3) folgt: 


h h 
ya-ı) — Sa [Pr (u) un-ı W] 6 » yW= I [Y® (ux)ur wi 


. 
9 } 
[24 
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. und setzt man diese Werthe in (l), so erhält man: 
(4) | 
oh 
| Zur [ur Way) (ux) —mur 1 WyRrd (ur) — aWy(ur) ] U 
Nun ist aber: 


zy) (2) = ayl®), 
folglich : 


uxv" (ux) = aylur); 


und setzt man den hieraus sich ergebenden Werth von y(ux) in 
(4), so erhält man: 


(6) 
h 
' 2 Tu Way (ur) —mun-t Wed (ua) — u Way (ur)] | ee 


Damit aber der eben aufgestellte Ausdruck identisch werde, ist 
. es erforderlich, dass er in folgende Form: 


oh op 
(6) lag], = 0 
gebracht werden könne; denn führt man die hier vorkommende 
hmalige Differentiation bezüglich v wirklich aus, so erhält man: 
Oh 
(u— eo) Grant 


was für u=eo in der Regel Null wird. 


Durch Gleichsetzen der Ausdrücke (5) und (6) kömmt man zu 
folgender Gleichung: 


(7) 
Wera) win (us) mungen (ul = (u) Ip, 
aus welcher nun und W zu bestimmen ist. 
Ich setze in selber: 
(8) = yrV(ur).Z, 
unter Z eine reine Function von u verstanden, und habe dann, da 


°P _ 
ou 


yamd (un) + 220m (ua) 


ist, 


234 Spitzer: Note üb. Different.-Gleich. der Form zyW—mya-)=ay, 
(9) W [x (ur— u) y®) (ux) — mur ya (ur) ] 
Z : 
= (u— a) yr—D (ur) = + (u — 0) 2Zy) (ux) — hZya)) (ur), 
welche Gleichung in folgende zwei zerfällt: 
W(ur—u) = (u—o)Z, 


Z 
—m Wur-1 = (u—e) = —hZ. 
Aus ihnen folgt: 


gi Ba? > 
(10) Z= ne gi Wake 
(url — ri u(url— pair 


folglich ist: 
u— o)Ptrlaylux 
iR NER) 
I 3 
u(ur 1 — = —ı 
das Integral der vorgelegten Gleichung. 


Das so eben gefundene y ist, wenn A eine ganze positive 
Zahl bezeichnet und « ganz willkührlich ist, stets gleich Null. 
Bloss in dem einen speciellen Falle, wo u—« ein Factor von. 
ur-1—1 ist, ergibt sich für y ein anderer Werth. 


Ich setze daher «=1 und erhalte hierdurch: 
(u Wi] 
(12) u 17] Kon: ST | = 
ua pr- an 


was sich vereinfacht, wenn 


st; denn man hat sodann: 


as) ln en EZ ; Er. )" 4 ' 


Sei z.B. m=n-—-.1l, dann ist die zu integrirende Differential- 
gleichung 


(14) zym =(n —1)yr-V +ay, 


und das Integral derselben ist: 
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a) ul a ’ 


Entwickelt man diesen Ausdruck, so erhält man: 


er Ba—L- Yuz) 8 eh 
v=; et—l' u dulur!—] 
u—1 ? ua (ur) — (ur) ) 


a] 2 r 


Nun ist für z=1: 


u—1 1 
wa] = n-T 
°/ u—| and 
len 5. ,2(n-): 


folglich hat man: 


Ale zU() — Y(R) 
Y r) Sa m 1727) r ine; 


1 
oder, den constanten Factor 18 weglassend: 


(16) y=m—D) la) —ay'(a) 
als Integral der Gleichung (14). 


Auf ganz, ähnliche Weise lässt sich auch das Integral der 
linearen Differentialgleichung 


d) zym) —myrd = ay 
abhängig machen von dem Integral der Gleichung 
(17) 2.) — ur) = ar. 


Setzt man nämlich voraus, dass diese Gleichung das Integral 


(18) := f(z) 
habe, so ist das Integral der Gleichung (1) von folgender Form: 


h 
a y= Half) Wi} 


und diess führt, in (1) substituirt, zu folgender Gleichung : 


3 
& 


(20) 3 Rn [zur Wf ®(ux)—mur-1 Wen (un)—d Wftuz)], 
—0. | 
Theil XL, 16 
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Nun ist aber: 


zf (2) — uf" (a) = afle), 
und folglich: 


uxfo(ux) — uf uz) = afluR). 
Daher hat man, den aus dieser Gleichung folgenden Werth von 
f(ux) in (20) einführend: 
u 
(21) Such (ur — u) Wf® (ux)—(mur— u) Wf@-V(ur)] N) 


Der hier aufgestellte Ausdruck wird identisch, wenn er in fol- 
gende Form gebracht werden «kann: 


Sala) Eh] & =0, 
und damit diess stattfinde, muss sein: 
(ur — u) Wf®(ux) — (mur — u) WfRr-V(ux) = (u— 0) ne — hp; 
aus welcher Gleichung nun W und x zu bestimmen sind. 
Ich setze in derselben: | 
p=frV(ur)Z, 
und erhalte sodann: 
(ur— u)z Wf"(ux) — (murt— u) WfRr—D(ur) = (u— a)fln-Dd (ua) 
+ (u— o)zZf@ (ur) — hZfe-V ei | 


welche Gleichung in folgende zwei zerfällt: 
W(ur— u) = (u—o)Z, 
(u — mu!) W= (u— eo) w — hZ2. 


Aus ihnen folgt: 

um 
ig (uni— l) n—1 (u Pa a) 
=. Ben u % 2 Se 3 


Z 


u—m 


w- (ur-1— ])n-1 > (u— o)htHl 
= BEINE RETTEN u Ne 


daher ist: 
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Mus) er N a } ]: 
u Ya ee 1) (u — a)kt \ 
m 
Setzt man hierein «&—=1 und = ——, so erhält man: 


22) KOT fur) ( u—l. Es 3 


raue Ka 


als Integral der re laa Gleichung. 
Sei z. B. s 
m=u+n—l, 


dann ist die zu integrirende Differentialgleichung: 
(23) zym — (u tn— Dye) =ay, 


und das Integral derselben ist: 


EeEHT: 
vorausgesetzt, dass 
zfıK&) - uf d(z) = afle) 
ist. Aus (24) folst: 
y=nt+tu—d)fa)— xf'(z), 
oder ‚anders geschrieben: 
y=mfa)—af'(#) 


als das Integral der vorgelegten Differentialgleichung. 


Hat man daher folgendes System linearer Differentialgleichungen. 


zyı (n) — m; Yı (n—1) — ayı; 
ya) — mayarV) = ayg, 
LYsz (n) — My Ya (n—1) — Ay; 


(25) 


und ist in selben: 
nn =m +tn—l, 
Mg = Mg + n—], 
m=m +n-—l1, 


so ist: 
16* 
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Br ) 

Ya = My Yı — #Yı > 
Bi: ade 4 
9 mMz3 Ya XYg ’ 
ll 

Ya MyaY3 — Ts > 


Kennt man daher das Integral der ersten Gleichung des Systems 
(25), so kennt man auch die Integrale aller übrigen Gleichungen. 


Dieselbe Methode lässt sich auch bei Gleichungen der Form: 
(26) x’ y®) — mer! yıa-ı) =ay 


in Anwendung bringen. Sei nämlich z=F(z) das Integral der 
Gleichung = 


(27) xp zn) — uap—iz{n-1) —az, 
so ist: 
Oh 
@8) y=Sam[Rlua) WS, 


das Integral der Gleichung (26), vorausgesetzt, dass W eine be- 
stimmte Function von a ist, i und « constante Zahlen sind. Durch 
Substitution von % in (26) erhält man: 


(29) 
äh 
m: [x? ur WFW@ (ux) — mar tun WFeR-) (ux) —aWF(uz)] ‘: =. 


a ER 


Nun ist aber: _ 
up zP F) (ux) — uuplar 1! FR (ur) =aF(uz); 


folglich hat man, den Werth von F(ux), der aus dieser Gleichung 
folgt, in (29) einführend: 


$ neu —ur) 2 WF'@lu2) + (u! —mun) WERD (u)] =0 


Diess wird wieder identisch, wenn es in folgende Form gebracht 
werden kann: 


h dp 
alu. hp] .=0; 
es muss also sein: 


(n—u)z WF" (ur) + (uup-!—mur-!) WFV (ua) = = (u— 0) hp. 
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Ich setze nun : | 
p=Fw-l(ux)Z, 


woselbst Z eine reine Function von u bedeutet, und habe sodann: 


w— w)zWF®(uz) + (uup-! — mur) WF@-V (ur) 
= (u—e) FR (ur) + (u—o)zZEW (ux) - AZFR (ur), 


welche Gleichung in folgende zwei zerfällt: 


W(ur — ur) = (u—eo)Z, 
W (uur-! — mur-!) = (u— eo) ai hZ. 


Aus diesen folgt: 


Ww= (u mi a)h+1 (un—p de 1)r-? 
uptu 35 ä 


daher ist: 
oh D- Flux a ee; 
v= tal ante er], 
und diess vereinfacht sich für 


m— u 
n—p 


em], a 
und geht dadurch über in: 
s _ 60% FF(ux) u h+l 
(30) Y Az er Er uptu un—p ui. 21 ir $; 
was tadellos ist in allen jenen Fällen, wo A eine ganze positive 


Zahl ist. 
Die Gleichung 


an zn) = az, 
welche aus der Gleichung (27) hervorgeht, wenn man in selber 
a BE 


setzt, lässt sich leicht integriren.. Es lässt sich demnach auch 
die Gleichung 
(31) i zn ym) — mim ya =ay 


mittelst der Formel (30) integriren, wenn nur A, d.i. _., eine 
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ganze positive Zahl ist. Setzen wir in (31) statt — m seinen Werth 
hn, so hat man die Differentialgleichung: 


cm ya) + hncin- yRrd — ay; 
deren Integral für ganze und positive Werthe von h die Gestalt hat: 


nen 


vorausgesetzt, dass 


‚SetElpl(ka)se aF(o) 


ist. 


xXVT. 
Zinsen oder Zinseszinsen ? 
Ds 
Ven 


Herrn Professor Dr. FWHittstein 


in Hannover. 


Herr Hofrath Oettinger hat in diesem Archiv, so wie in 
seiner „Weiteren Ausführung der politischen Arithmetik“ 
die Unrichtigkeit der einfachen Zinsrechnung und die Richtigkeit der 
Zinseszinsrechnung bei jeder Vergleichung von Capitalien, welche 
zu verschiedenen Zeitpunkten fällig sind, so überzeugend nach- 
gewiesen, dass unsers Erachtens diese seit langer Zeit schwe- 
bend gewesene Frage damit ihre definitive Erledigung gefunden 
hat. Wenn nun dessen ungeachtet dieser Beweis in der in Ber- 

“lin erscheinenden „Deutschen Versicherungs Zeitung“ vom 
14. Dec. 1862 von dem Herrn Dr. Zillmer als verfehlt bezeichnet 
wird, so darf uns dies wohl rechtfertigen, noch einmal auf, den 
Gegenstand zurückzukommen. Denn wir glauben, .dass sich der 
Beweis, unbeschadet des Princips, in einer.noch viel einfacheren 
Form geben lässt, die wir hier nachstehend mittheilen. 
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1: Wenn ‚Jemand: 100 Thaler zu 4 Procent ausleihet, so er- 
achtet 'er offenbar den Besitz von 100 Thaler baar von gleichem 
Werthe ‚mit einer jährlich postnumerando fälligen und. bis in die 
Ewigkeit fortlaufenden Rente von 4 Thalern. Wenn man demnach 
jeden dieser Rentenbeträge auf den gegenwärtigen Augenblick 
redueirt, so muss die Summe der also erhaltenen Werthe genau 
100 Thaler betragen, oder diejenige Reductionsmethode, welche 
dieses Resultat herbeiführt, wird die richtige sein. 


Es sei allgemein a ein Capital,'welches zu p Procent ausge- 


liehen ist, und 14 ak Dann ist die jährliche Rente: 
r=a(d—)]). (1) 


Aber nach dem Princip der Zinseszinsen hat 


r nach 1 Jahr gegenwärtig den Werth 5 
r 


Tr ’’ 2 Jahren br} 3 >] 02 b 
T 
1 ’ 3 E2 „ „ „ 03’ 


u. 8. W., 


und die Summe aller. dieser gegenwärtigen Werthe beträgt: 


welche Summe nach (1) den Werth a annimmt. 


Nach dem Prineip der einfachen Zinsen würden statt der Di- 


visoren 
02 ...005 Nun 


an die Stelle treten: 
2 3 


und da diese kleiner sind als jene, so wird hier die Summe aller 
auf die Gegenwart reducirten Werthe >a. Sie wird sogar, wie 
beiläufig bemerkt werden mag, unendlich gross. Dies widerspricht 
aber der Natur der Aufgabe, und es folgt mithin, dass die Re- 
duetion mit einfachen Zinsen fehlerhaft, diejenige mit Zinseszin- 
sen dagegen die allein richtige ist. 
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2. ‚Mau kann vom Standpunkte der Praxis gegen das vorige 
Beispiel den Einwand machen, dass darin ‘die Rückzahlung: 'des 
Capitals ausser Acht gelassen sei. Setzen wir deshalb, um’auch 
diese'zu berücksichtigen, es finde nach 'n Jahren zugleich mit der 
letzten Zinszahlung die Rückzahlung des ‚Capitals statt. Dann 
ist nach dem Prineip der Zinseszinsen‘die Summe‘ der gegenwär- 
tigen Werthe der n Rentenbeträge 


1 
1— zn 
age lis nla len Feier Da 
u A u 2 nn 0% nr 
=) 


und der gegenwärtige Werth des nach n Jahren zurückfallenden 
Capitals a ist ebenso 


a 


Ti än? 


folglich die Totalsumme aus beiden wieder =a, wie es sein muss. 
Dagegen nach dem Princip der einfachen Zinsen würde auch hier 
eine Summe »>a erschienen sein. 


3. Die beweisende Kraft dieses Beweises liegt offenbar da- 
rin, dass, wenn in einem besonderen Falle, wo man das Resultat 
der Rechnung aus der Natur dieses Falles schon im Voraus kennt, 
eine gewisse Methode das richtige Resultat liefert, diese Methode 
sodann, insoweit sie durch den Fall vollständig bestimmt wird, 
auch in allen verwandten, obwohl verwickelteren Fällen die rich- 
tige sein muss. Es ist dies genau dieselbe Beweisform, durch 
welche Gauss in der Theoria motus etc. die Methode der 
kleinsten Quadrate begründet, indem er aus der Gültigkeit für den 
besonderen Fall des arithmetischen Mittels die allgemeine: Gül- 
tigkeit ableitet. Wir müssen demnach als bewiesen ansehen, dass 
in allen Fällen, wo Capitalien aus verschiedenen Zeiten mit ein- 
ander verglichen werden sollen, die Reducirung auf einerlei Zeit- 
punkt nur nach dem Prineip der Zinseszinsen ausgeführt werden darf. 

Nichts desto weniger kann es Fälle geben, wo auch: die An- 
wendung der Zinseszinsen zu fehlerhaften Resultaten führt; aber 
man kann sicher sein, dass dies niemals an dem Prineip der Zin- 
seszinsen liegt, sondern an einer unvorsichtigen Anwendung des- 
selben. Ein Beispiel dieser Art haben wir: in der kleinen Schrift 
erörtert: „Die Berechnung der Ablösung von Bauver- 
pflichtungen, Hannover 1861“, wo wir durch die Auflösung, 
welche wir von dieser Aufgabe geben, den Gebrauch. der. Zinses- 
zinsen wieder in das ihm gebührende Recht gesetzt zu haben glauben. 


—— nn 
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Bemerkung zu dem vorstehenden Aufsatze des Herrn 
Professor Dr. Wittstein. 


Von 


Herrn Dr. L. Oettinger, 


Grossherzoglich Badischem Hofrathe und ordentlichem "Professor der 
Mathematik an der Universität zu Freiburg i. B. 


Es kann nur im Interesse der Wissenschaft gelegen und da- 
rum sehr erwünscht sein, wenn ein so wichtiger Gegenstand, wie 
die Lehre von der Rechnung mit einfachen und Zinseszinsen, 
worüber die Ansichten bisher ziemlich von einander abwichen, von 
mehreren Seiten besprochen und untersucht wird. Die Wahrheit 
kann hiedurch nur gewinnen. Der Aufsatz des Herrn Professor 
Dr. Wittstein ist daher als ein sehr willkommener und dankens- 
werther Beitrag zur Begründung und Feststellung der Lehrsätze 
der politischen Arithmetik zu betrachten, zumal er einen sehr klaren 
und präcisen Beweis für die Richtigkeit der Zinszins-Rechnung 
- enthält. Er steht auf demselben Boden, von welchem ich bei 
meiner Beweisführung ausging, nämlich dem der unbestrittenen, 
zum Voraus bekannten Thatsachen, und baut hierauf seine weitere, 
einen, andern Weg betretende mathematische Begründung. 


Was den erwähnten, in der „Deutschen Versicherungs- 
Zeitung‘ erschienenen Artikel des Herrn Dr. Zillmer betrifft, so 
ist in derselben Zeitung (15. Februar) von mir eine Erwiderung 
hierauf erschienen. Ob ich gleich auf Zeitungsartikel nicht zu 
antworten gewohnt bin, so’ glaubte ich doch, es der Wichtigkeit 
der Sache wegen thun zu sollen und glaube es, den Lesern des 
Archivs, denen meine Arbeit hierüber vorliegt, schuldig zu sein, 
kurz über den Inhalt dieses ganz unbegründeten Angriffs berich- 
‚ten zu sollen. Die Hauptpunkte sind folgende: 


1) Ich habe $.2. meiner Schrift gezeigt, wie im Laufe der 
Zeit der genannte Gegenstand sich entwickelte und mit der juri- 
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dischen Streitfrage über die richtige Berechnung des Interusuriums 
zusammen behandelt und dadurch in ein seiner Natur fremdes 
Gebiet übergeführt wurde, dem er entrückt werden müsse, indem 
hier allein die Mathematik, nicht die Jurisprudenz entscheiden könne. 
Dieser historischen Thatsache stellt Herr Dr. Zillmer die nicht 
näher begründete Behauptung gegenüber, dass meine Ansicht 
„vollständig irrig“ sei. Die einfache Erwähnung hiervon über- 
hebt mich einer Widerlegung. 


2) Ich habe die Mathematik als die Wissenschaft bezeichnet, 
durch welche die vorliegende Streitfrage zur Entscheidung ge- 
bracht werden müsse. Herr Dr. Zillmer läugnet diess und be- 
hauptet, nicht die „Mathematik“, sondern die „Volkswirthschafts- 
lehre‘“ habe diess zu thun, und gibt in einem Räsonnement 
hierüber wesentlich die Gründe wieder, welche Bilfinger schon 
vor hundert Jahren in einer Abhandlung (2. Aufl. von Polack’s 
Mathesis forensis) gegeben hat, die aber Herr Dr. Zillmer 
nicht zu kennen scheint. Ein allgemeines Räsonnement ersetzt 
aber, keinen Beweis, wie denn auch die von Bilfinger vorge- 
brachten Gründe von den Gegnern nicht anerkannt wurden... Uebri- 
gens schliessen sich verschiedene Gründe für dieselbe Sache 
nieht aus. 


3) Nachdem Herr Dr. Zillmer nach. seiner Weise ‚den: Be- . 
weis für die Richtigkeit: der Zinszinsrechnung aufgestellt und im 
Einzelnen noch näher. bezeichnet hat, so sollte man: mit Recht 
erwarten, dass er diess ‚auch festhalte und die von mir angege- 
benen: Sätze über die Unrichtigkeit ‘der einfachen Zinsrechnung 
anerkenne. Diess thut er aber nicht und es findet sich folgende 
ganz eigenthümliche Behauptung: 


4) Dass ich bewiesen habe, „die einfache Zinsrechnung gehe 
von falschen Voraussetzungen aus.“ Leider aber könne Herr Dr. 
Zillmer diess doch nicht sagen und setzt bei, dass ich „falsch 
gerechnet“ habe. — Was soll man: zu. solch sich widersprechen- 
den Behauptungen sagen? Habe ich „bewiesen“, dass die ein- 
fache Zinsrechnung falsch ist, so habe ich nicht falsch gerech- 
net. Habeich falsch gerechnet, so habe ich nieht bewiesen. 
Der Nachweis des Falschrechnens ist aber nicht gegeben. 


5) Um nun den Vorwurf des Falschrechnens etwas plausibel 
zu machen, greift Herr Dr. Zillmer den in $. 13. behandelten 
Fall heraus, worin gezeigt ist, zu welchen Ungereimtheiten die 
Rechnung mit einfachen Zinsen führt, und kommt im Laufe seiner ' 
Erörterungen zu der Behauptung, dass ich auch durch. die ein- 
fache Zinsrechnung zu einem andern, nämlich dem richtigen Re- 
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sultate hätte kommen müssen. Wie Herr Dr. Zillmer eine solche 
Behauptung aufstellen kann, nachdem zugestanden ist, dass die 
Rechnung mit einfachen Zinsen auf falschen Voraussetzungen 
beruht, ist mir in der That nicht recht begreiflich. 


6) Vergleicht man folgende Worte des. Herrn Dr. Zillmer, 
die sich am Schlusse seiner Begründung für die Richtigkeit der 
Zinszinsrechnung finden: — „Zugleich ergibt sich hieraus, wie 
man zu rechnen hat, wenn es sich um einen Zeitraum handelt, 
der kleiner als jener bestimmte Zeitraum, für welchen die Ver- 
mehrung festgesetzt ist. Die gewöhnliche Rechnung mit einfachen 
Zinsen für solchen Zeitraum ergiebt sich als falsch, wenn sie 
auch annäherungsweise richtige Resultate liefert‘“ — mit seinen 
sonstigen, zum Theil oben angeführten Aeusserungen, so lassen 
sie sich um so schwerer in einen klaren Zusammenhang unter 
einander bringen, da sie mit den von mir aufgestellten Sätzen 
vollständig übereinstimmen, ‚während er letztere als „vollständig 
irrig“, als ‚falsch gerechnet‘ und ‚‚prineip-verletzend “ bekämpft. 
Bei’etwas rubigerer Prüfung wären wohl alle diese unbegründe- 
ten Vorwürfe unterblieben. 


7) Da mir gelegentlich auch der Vorwurf der Princip- Ver- 
letzung von Herrn Dr. Zillmer gemacht wurde, so: muss ich zur 
Abwehr dieses vollständig unbegründeten Vorwurfs bemerken, dass 
Herr Dr. Zillmer es ist, welcher sich am bezüglichen Orte .sei- 
ner Schrift „Die mathematischen Rechnungen bei Le- 
bensversicherungen“ dieses Vorwurfs schuldig gemacht hat. 
Er hat dort mit einfachen Zinsen statt mit Zinseszinsen, also 
falsch gerechnet, und dadurch das von mir und ihm selbst ver- 
theidigte Prineip der Zinszinsrechnung verletzt. 

Ich glaube, es wird an dem Gesagten, das noch vermehrt 
werden könnte, genügen, um den völlig unbegründeten und in- 
haltslosen Angriff des Herrn Dr. Zillmer zu würdigen und als 
solchen zu kennzeichnen. 

8) Endlich glaube ich noch, der Sache, nicht meiner Per- 
son wegen, auf einen Aufsatz aufmerksam machen zu dürfen, der 
sieh im 20sten Bande der „Nouvelles Annales de mathe- 
matiques p. Terquem et Gerono“ p. 441 u. ff. findet und den 
Titel führt: „Interet simple et interet compose& d’apres 
M. Oettinger.“ Dort ist mit vieler Anerkennung auf meine Arbeit 
über diesen Gegenstand hingewiesen, die Beweisführung kurz und 
sehr präcis wieder gegeben und die Richtigkeit des zu Grunde geleg- 
ten Princips mit den Worten „C’est doncläle vrai criterium“ 
anerkannt. 


f 
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xVIEn 
Die ‚allgemeine Cardanische Formel. 


Von 


dem Herausgeber. 


Es ist mir schon früher öfters aufgefallen, dass die Carda- 
nische Formel, so viel mir bekannt ist, immer nur unter der Vor- 
aussetzung entwickelt wird, dass aus der gegebenen Gleichung 
des dritten Grades das’ zweite Glied weggeschaflt ist; jedoch bin 
ich nur erst ganz vor'Kurzem zufällig auf eine Entwickelung ge- 
kommen, welche jene’ Voraussetzung nicht in Anspruch nimmt. 
Diese Entwickelung‘ will: ich im Folgenden mit einigen Worten 
mittheilen. | 


Die aufzulösende Gleichung des dritten Grades sei: 
).. 2.2.0.0. 235—3ar?+3bz—c—=L0. 
Nun findet, wie man sich mittelst leichter Rechnung auf der Stelle 
überzeugt, zwischen jeden drei Grössen x, v, w die identische 
Gleichung: 
2) 
(u+v + w)?— 3u(u tv +w)? +3(u? — vu) (u+v+w) 
— (3 +03 4 w—3uvw) ) 
Statt. - Vergleicht man diese Gleichung mit der. vorhergehenden 
und bestimmt die Grössen u, v, w mittelst der drei folgenden 
Gleichungen: 
uckla; 
Se n d u —vw—=b, 


ud + v3? +Ww° — Juvw — c; 


so ist offenbar: 
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eine Wurzel der aufzulösenden cubischen Gleichung ]). 


Die Auflösung der drei Gleichungen 3) unterliegt ‘aber nicht 
der mindesten Schwierigkeit. Denn aus den beiden ersten Glei- 
chungen folgt auf der Stelle: 


u=a, w=a—b; 
also: 
www = a(a?—b), Zw = 3a(a?—b); 
und daher vermöge der dritten Gleichung: 
v3 +w? =c—a?+3a(a?—b) 

oder: 
ve +w=2ad—Iab + c. 
Folglich hat man jetzt die drei Gleichungen: 

5)... u=a, mw=a?—b, BIN Gab +c. 
Aus den beiden letzten dieser drei Gleichungen ergiebt sich aber: 

vwd = (a —b)?, P+w =Rad — 3ab-+c; 

also: 

(v— w?)? = (0? + w3)? — 4v?w? = (2a? —3ab +0)? —A(a? — 5)3, 


oder: 
(v8 — w3)? = 453 + c? — a(3ab?—Aa?c-+6bec); \ 


folglich: 
0 — w° = + V 46° + 02 — a(dab?—4a?c + 6bc). 
Daher hat man jetzt die beiden Gleichungen: 
ve +w—2a?—Iab +c, 
v—u3= N 434 2 —alab?—4ade +Übo); 


aus denen sich mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen 
auf einander ergiebt: 


6) 
203 = 2a? —3ab +c+Y 460°+02— a(3ab? —Aa?c +6be), 
w®— 2a —3ab + cFN 46340? — a(dub2—Aa2c + 660). 


Setzen wir nun: 
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N 203 —3ab + EN 30°} 02 a (dab? — Aatc +öbe) 
5 ) 


OR —— 


so ist, wegen der aus 4) bekannten Gleichung 


vw — a—b 


zu setzen: 
8) 
& a—b 
SERIE ea et 7 ee a 
V 2a®—3ab+c+ V 463 +  — alBab?— date +6be) 
" ne "tfunialalit Din Ra 


wo natürlich die Cubikwurzeln in den Ausdrücken von v und w 
gleichwerthig sind. 


Nach 4), 5), 7), 8) hat man nun’ für die Wurzel x der all- 
gemeinen cubischen Gleichung 


23 —3ax? +3b2— c=0 


den folgenden merkwürdigen Ausdruck: 


y) 
V 2a3 —3ab +c+Y 46° + c?2— a(dab? — da2c + 66c) 
«sat I ee ee 
a—b 
+ BE Er ER et en ET LT ne 
V 2a3—3ab+c4+N 46° + ce? — a(3ab? — Aa?c +66c) 
Een aaa n14.7 Fran» Lara oparm a mm mama 
. oder, wenn wir wie vorher: 
.10) 


Ra V 2a —3ab +c+N 30° + —a (ab?— ac + 6be) 


AN 9a —3ab+cEV Rad 3ab F 0? - Aa — 6) 
TA I Kaiadeaa Bades 


u 


setzen: 
a—b 
Da a a z=atv+ Top x 
oder 
2_ 2 
N za“ udn. : 
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oder auch: 


(a+v)?— (b+ av) 
A ee re 


® 


Diese Bemerkungen über den vorliegenden Gegenstand mögen 
für jetzt genügen; ich behalte mir aber vor, späterhin auf den- 
selben zurückzukommen. 


Bemerken will ich jedoch noch, dass die Gleichungen des 
zweiten Grades eine ganz ähnliche Auflösung zulassen. Die auf- 
zulösende quadratische Gleichung sei nämlich: 


1): ec Han ı 2 —2az+b=0. 
Nun hat man die identische Gleichung: 
hu N reger (uv+v) — 2u(u+tv) tu —?—=0. 
Bestimmt man x und » mittelst der Gleichungen : 
Ben... u=a, ?—-v=b; 
so ist 
KOPEN are ht. 


Aus den beiden Gleichungen 16) erhält man aber: 
u=a, W=a?—b, vetN a—b; 


also nach 17): 


Es liegt nahe, eine ähnliche Auflösung der Gleichungen des 
vierten Grades zu suchen, indem man die Wurzel z=t+4+u+v+w 
setzt, welche mitzutheilen aber hier der Raum fehl®, was daher 
erst in einem der nächsten Hefte geschehen wird. 


Ich erlaube mir hiebei noch auf die beiden Abhandlungen des 
Herrn Professor Mossbrugger in Theil XIV. Nr. VII. S. 113. und 
Theil XXVIH. Nr. IX. S. 205. zu verweisen, glaube aber, dass die 
von mir hier und in dem erwähnten später mitzutheilenden Auf- 
satze gewählte Darstellungsweise diesen Gegenstand besonders 
zur Aufnahme in die elementare Algebra geeignet macht. 
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XIX. 


Herleitung einiger Formeln zur Berechnung der wah- 
ren Distanz zwischen Sonne und Mond. 


- 


Von 


Herrn Dr. Ligowski, 


Lehrer an der vereinigten Artillerie- und Ingenieurschule und am See- 
Cadetten-Institut in Berlin. 


Es sei d die wahre und d’ die scheinbare Distanz zwischen Sonne 
und Mond, 
Rt, ar st Höhe der Sonne, 
He, ME Fr 7 N 5 LIZTRE %; Höhe des Mondes, 
y der Winkel zwischen den Scheitelkreisen der Sonne 
und des Mondes; dann ist bekanntlich: 


Rn. cosd=sinÄsinh + cos Hcoshcosy 
und 
2): 2... . «eosd' = sin H'sinh’ + cos H’ cosh! cosy. 
'ı hd f 
Setzt man ne ar —S, so ist: 
FD KR IE (H'’— S) sin (h’ — 8), 
B] + naBrilig sing 97 "TTeosH'cosh' 
_g/ cosScos(S-+d') 
4) A N cos h) = nos He ana! 
und 
R a HT — Sein (W— 8) 
I Re 55 cosScos(S+d) 
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Wenn man in No.1) für cosy seinen Werth 0082, — sin? ein- 


führt und das erste Glied der rechten Seite mit cos?) + sin?) — — 


multiplieirt, dann entsteht: 


cosd= sin Hsinh (cos? + sin? 3) +cos Hcosh (cos? — sin? 
9) 


—=(cosHecosh + sin sin h) cos23 — (cos Heosk — sin A sin h)sinZ, 


6)... cosd=cos(HA-—h)cos an cos(H-+ A) sin. 
Nun ist: 
cosd—|1 a 


cos(H-M)=1-2sin’y(H—h) und cos (H+h)=2c0s% (H+h)—1. 


Setzt man diese Werthe von cosd, cos(H — h) und cos(4 -+h) 
in No.6) ein, dann erhält man nach einigen einfachen Reduktio- 
nen die bekannte Formel: 


MEER. sin? = sin2y(H — h) cos + ST) sin??. 


 d N F 
sing ist also die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, des- 
sen Katheten sin (H—h) cos und cos4(A +h)sin? sind. Nach 
No. 7) folgt aus No. 2): 
. d’ e / I % ' / . v. 
8)... sin = sin MH’ —h )cos?z + c0s?3(H' + h’) sin? 
2 2 


Nennt man in dem rechtwinkligen Dreieck, dessen Hypotenuse 
sing ist, den der Kathete cos4(H -+ h)sin$ gegenüberliegenden 
Winkel ı, dann ist: 


cosz(H+h), y 

9) er A tgy = AR sin Hn 8 > 
und 

I sing = Sn nn BIS sind. 


Mit Hülfe der Formeln 5), 9) und 10) lässt sich nun aus 4, H', 
h, h' und d’ die wahre Distanz d berechnen. 
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Zum Vergleiche mit dem weiter unten Folgenden wenden wir 
die eben genannten Formeln auf ein von Dr. Schaub in seiner 
Nautischen Astronomie gegebenes Beispiel an. 


(Es ist gegeben: 
H' —=65°41' 41” 
h' —=270 32’ 42" 
Hieraus erhält man: 

S— 9016’ 10” 

H' — S=560%'31” 

h' — S= 18016’ 32” 

d'’ + S—= 83058’ 13” 
logsin (4’ — S)=9,9207312— 10 
logsin (h’ — $) = 9,4963586 — 10 
19,4170895 — 20 


19,0156642— 20 
0,1014256 


logtg5—0,2007128 


= 57047' 32,1" 


logcos4(H+R) =9,8353596 — 10 


logtg4—=0,2007128— 1 

0.036074 

logsin 4 A—h) =9,5189167 — 10 
logtg 4 —0,5171557 
v—7305' 30,5” 

log cos4(4 + h) = 9,8353596 — 10 

logsin 5 = 9,9274325— 10 

19,7627921— 20 

log sin v —=9,9808084 — 10 


logsin 2 — 9,7819837 — 10 


Q 


5 =371’032 
d=174°30' 12,6”. 


18) 


d' —=740.42' 3" 


und #4=66° 5’ 34” 
h=2t8L 5% 


H 
NE — 460 48! 19,5” 


Bes h 


—=190 17' 14,5" 


logcos S— 9,9942915 — 10 


logcos ($ + d’)=9,0213727 — 10 
19,0156642 — 20 


log sin 5=9,9274335 — 10 


log sin y = 9,9808084 — 10 


= 
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Um die Distanz d mit der eben gefundenen Genauigkeit durch 
Benutzung fünfstelliger, oder sogar nur vierstelliger irn) Sana 
zu erhalten, setzen wir: 


H+h=H'+h+ta, 


also: 
a—= H+h—-H—W=(H—-H)—(h—h) 
| und 
| hA—H=H'—h-+5b, 
| also: 
| 6= H—h—H+h=(H-H)+(h"—h). 


Es ist daher a die Differenz und 5 die Summe der mit positivem 
Zeichen genommenen Correctionen der scheinbaren Mond- und 
Sonnenhöhen. 


| Nach No.7) und No. 8) hat man nun: 


! HR 
sin? = RL \E Fi sin + sin Anl AR; 
2 2 
und 
1 Zr 2, a 
sin“ — cos? 5 —sin2, + sine cos25. 


Durch Subtraktion dieser Gleichungen ergiebt sich: 


d d’ H' h . 1 / 
sin?z — sin?Z- = (ost t® — cos? au "sin 
H'—h D 
+ A — sin? ee ER) cos 
Da nun 
sin?r-— sin?y = — (cos? — cos?y) = sin (x +) sin (= — y) 
| ist, so entsteht: 
/ ! Ay 
sin s 5 e sin Een =—sin 5sin (H’ +44 5)sin22 


b 
+sin „sin (H’—h' + 5) cos25. 


en 2 
| en } s und ; sind sehr kleine Winkel, weshalb man für ihre 


Sinus der ns nach setzen kann: 


> sin 1”, 5 sin 1” und Ssin 1”, 
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wenn die Winkel selbst in Sekunden ausgedrückt. sind. : Die 
obige Gleichung verwandelt sich nun in die folgende: 


ı 
(d— d’) sin BR, = — asin(H’+h'+ >) sin, 
+Öbsin(H’—h’ 4 5 cos 5 
oder auch: 
ER en ae 2) sin? 
2 2 2 
—bsin(H’—W + 6, cos25). 
y’ | 
Setzt man d’ —d=x, dann ist ie an und daher: 
11) 


zsin(d’! — 5)=asin(H’ +4'+ = sing —bsin (H’—h+ a cos25. 
Führt man in No. 31) noch die sich aus No. 3) und No. 4) erge- 


benden Werthe von sin2, und cos?) ein, dann entsteht: 


asin(H'’—-S)sin(h’—S)sin(Z7' +h'45)—beosScos(S+d') sim(H' 45) 


h x 
cos H’ cosh' sin(d' — 5). 


Man setze nun: 


13). . . p=asin(H’— S)sin (h' — S)sin(H’+h' +5) 
und | | 

14)... .g=bcos Seos(S+d’)sin(H’—h' +3), 
dann ist: 

oe Le Der 7 7 


cos H' cos h’ sin (d' 5 
Da > sehr klein ist, so hat man als Näherungswerth: 


u WR TR © er! 


1 7 eos H' cosh'sind' 
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und alsdann genauer: 


Be... Aueind: > 
sin (d’ — 7) 
mithin 
18) .. logz=logz, + (logsind’ — logsin (d’ — DD) 
und endlich: 
IE: d=d-—.ı. 


Wir wenden jetzt diese Formeln auf das vorhin berechnete 
Beispiel an. 
Es war gegeben: 
H'=65°41/4l"  d’=74042'3" und H= 66° 5'34" 


h'= 27032’ 42” 2131 09" 
Hieraus ergiebt sich: | | 
= 9016’ 10” a=22 16” — 1336” 
H' — S =560 235'31” b=25' 30" = 1530” 
h' — S= 18016’ 32” 
d’ +8=83058' 13” . 


H+h +5=93035' 31” 


H+% +3= 39021744 f 


loga=3,12581 logd=3,18469 
log sin (H’ — S) = 9,92073— 10 logcos S— 9,99429—10 
log sin (4’ — S)=9,49636—10 logcos (d’ + S)—=9,02137—10 
logsin (Z’ +’ + ) —9,99923—10 logsin(7’—h' + 5) —9,79284—10 
logp = 2,54213 logg=1,99319 
p= 9348,44 q= 98,444 
498,444 | 


pP — 9 —=249,996 


log cos 4’ = 9,61447— 10 
logcos#’ — 9,94775—10 
" logsin d’ —9,98433—10 
0,54655—1 
log (p — 9) =2,39794 
loe.z, —2,85130 
2 =1710,2"—11'50,9” d'’ 7 — 740367 8" 
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logsin d'’ —9,98433— 10 
log sin (d’ — 5) — 9,98412 


» 0,00021 h 
log. x, = 2,85139 
log x = 2,85160 
x = 1710,56” = 11’ 50,56” 
d=d'—x, also: 
d = 174030' 12,44”. 

Dr. Schaub hat in dem oben genannten Werke d nauh den 
Methoden von Dr. Bremiker und Witchell berechnet und fin- 
det nach der Methode des Erstern: 

d=74930' 14", 
und nach der Methode des Andern: 
d=74930' 13”. 

In den meisten Fällen wird die Distanz d nach der von mir 
entwickelten Methode mit vierstelligen Logarithmen berechnet 
werden können, wodurch die Rechnung bedeutend abgekürzt wird, 
wie die folgende Berechnung zeigt, welche mit den vierstelligen 
Logarithmen ausgeführt ist, die in dem Traite el&ementaire de 
Navigation von Caillet auf Seite 194 stehen. 


loga=3,1258 | logb = 3,1847 
logsin (H’ — S) = 9,9207 — 10 log cos S= 9,9943 — 10 
log sin (h' — S) = 9,4964 — 10 logeos (d’ + IE —= 9,0214— 10 


loesin (H’ + h' + 5) —9,9992—10 log H — = — 9,7928 — 10 


loegp—2,5421 loggqg = 1,9932 
p= 348,4 gq= 98,45 
q = 98,45 
p—y= 249,95 


logcos 4’ — 9,6145 — 10 
logeos h' = 9,9477 — 10 
logsin d' = 9,9843 — 10 


05465 — 1 
log(p — gq) = 3,3979 
log x, = 2,8514 
2, = 710,9" 11'50,2" d’ - = 14086’ 8" 


logsin d’ = 9,9843 — 10 
logsin (d’ — 3) =9,9841— 10 
0,0002 

log x, =2,8514 

log = 2,8516 


4 
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2= 710,5 = 11'50,5” und d=d’ — 2 =74030' 12,5”. 


ge Der oben gefundene Werth von d weicht also von dem, nach den 


Formeln No. 5), 9) und 10) mit siebenstelligen Logarithmen be- 
rechneten nur um eine zehntel Secunde ab. 

Wenn der in den Formeln 15) und 16) vorkommende Ausdruck 
p—g negativ wird, dann setze man für z-und x, auch — x und 
—zı, es wird alsdann aus No. 17), 18) und 19): 


en 2 
| sin (d’ +5) 
2). . logz=loga — (logsin (d’ +) —logsind') 
und 
Br ala. inıb sin) d=d'+z 
nn  — — — 
xX. 


Uebungsaufgaben für Schüler. 


- Von Herrn Dr. O. Böklen in Sulz a.N. in Würtemberg. 


1. Bei allen Dreiecken von gleichem Umfange, welche den 
inneren Berührungskreis gemeinschaftlich haben, ist konstant 


. (r Halbmesser dieses Kreises, 2s Umfang): 


a) das Produkt der Tangenten der halben Winkel ae 
b) das Produkt der Cotangenten der halben Winkel ="; 


c) die Summe der Üotangenten der halben Winkel N 


d) der Inhalt =1rs; 

e) das Produkt der Halbmesser der drei äusseren Berührungs- 
kreise =r52; 

f) Sr Produkt der Seiten und der Cosinus der halben Win- 
el =1r33; 

g) das Verhältniss des Produkts der Seiten zum Halbmesser 
des umschriebenen Kreises =4rs: 

h) das Produkt der drei Höhen und des Halbmessers des 
umschriebenen Kreises = 2r252; 

i) das Produkt aus den Ueberschüssen des halben Umfangs 
über je eine Seite —=r2s, 
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2. Bei allen Dreiecken von gleichem Inhalt, deren Ecken auf 
Einem Kreise liegen, ist konstant (i Inhalt, & Halbmesser dieses 
‚ Kreises): 


a) das Produkt der Sad der Winkel = Te 

b) die Summe der Sinus der doppelten Winkel . 
c) das Produkt der Seiten FR 

d) das Produkt der Höhen = 75; 


e) das Produkt der Entfernungen der drei Ecken von den 
Mittelpunkten der Kreise, welche je eine anliegende Seite 
berühren (ABC ist das Dreieck und G, H, K sind die 
Mittelpunkte der Kreise, welche die Seiten BC, AC, AB 


von aussen berühren) : 
AK.BG.CH= AH.BK.CG =4ki; 


f) das Produkt der Entfernungen der drei Ecken von den 
Mittelpunkten der die Gegenseiten berührenden Kreise und 
des inneren Berührungskreises (dessen Mittelpunkt J): 


AJ.BJ.CJ.AG. BH.CK=16R2i2; 

sg) das Produkt der Höhen zweier Seiten dividirt durch die 
dritte Seite er 

h) das Produkt einer Höhe und des Sinus des Winkels, durch 
den sie geht, = 

i) das Produkt des Halbmessers «les inneren Berührungskrei- 
ses und der Cosinus der halben Winkel m} 

k) der Umfang des durch die Fusspunkte der Höhen gebilde- 
deten Dreiecks = 

3. Bei den Dreiecken von gleichem Umfange, deren Ecken 

auf Einem Kreise liegen, ist konstant (Umfang —=2s): 


a) das Produkt der Cosinus der halben Winkel = Ip 


b) die Summe der Sinus der ganzen Winkel 5 


ce) die durch die Mittelpunkte der äusseren Berührungskreise 
gebildeten Dreiecke haben alle Eigenschaften der Dreiecke 
in 2. a) bis i). | 


4. Betrachtet man die beiden durch die Ecken eines Drei- 
ecks und durch die Fusspunkte der Höhen desselben gehenden 
Kreise als fest, so gibt es noch unendlich viele Dreiecke, deren 
Ecken auf dem ersten Kreise und deren Höhen -Fusspunkte auf 
dem zweiten Kreise liegen. Die Eigenschaften dieser Dreiecke 
sind zusammengestellt in dem Aufsatze: „Ueber die Drei- 
ecke, welche den ein- und umbeschriebenen Kreis ge- 
mein haben“ Thl. XXXVIN. S.145. u), aa) bis nn). 


ä SL 


N rn 
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oh. 


N Be: 


däsie, namentlich. auch über-‚neue merkwürdige Aus- 
drücke der grössten und kleinsten Krümmungshalbmes- 
ser und einen neuen geometrisch merkwürdigen und 
für ‚Geodäsie wichtigen, Satz ‚von diesen Krümmnngs- 

halbmesse ern. 


Von 


dem Herausgeber. 


‚1. 


In einer früheren Abhandlung (Archiv. Thl. XXVIM. Nr. I. 
S.1.) habe ich die Krümmung der ‘überhaupt von Ebenen gebil- 
deten Schnitte des Ellipsoids, insbesondere auch die Krümmung 
der Normalschnitte einer ausführlichen Untersuchung unterworfen, 
und dabei, wie es natürlich ganz: in nei dieser Abhand- 


lung lag, Alles auf das gewöhnlich ehtwinklige Coordinaten- 
system bezogen. Hierauf habe ich in der Abhandlung: Archiv. 
Thl. XXXVI. Nr. VII. S.79. gezeigt, was man auf dem allge- 
meinen dreiaxigen Ellipsoid unter Länge und Breite, reducirter 
Länge und reducirter Breite zu verstehen hat, und habe die zwischen 
diesen verschiedenen geographischen Elementen Sn findenden 
allgemeinen Relationen entwickelt. Mit bes 
diese letzteren Entwickelungen werde en ehe t 
den Abhandlung die Normalschnitte Me, namentlich 
auch deren Krümmung, einer neuen Untersuchung unterziehen, 
"wobei mich insbesondere das Interesse leitet, 'welches diese Un- 
tersuchungen jedenfalls für Geodäsie haben müssen, wenn es 
' namentlich, wie sich immer mehr und mehr herauszustellen’ scheint, 
nothwendig werden dürfte, das Erdsphäroid nicht mehr bloss als 
Rotations-Ellipsoid, dern vielmehr als ein allgemeines drei- 
axiges Ellipsoid zu betrachten. _Auch wird in neueren geodäti- 
‚Theorie der Normalschnitte des blossen 


schen Werk ur di 
Rotations - oids nicht selten in so schwerfälliger und analy- ° 
tisch wenig genügender Weise behandelt, dass ich wohl hoffen 


Theil XL, 18 


= > 


ee 


RN 


a a # 


260 Grunert: Normalschnitie des Ellipsoids 


darf, dass die im Folgenden ı von mir gegebene Theorie der Nor- 
malschnitte des allgemeinen dreiaxigen Ellipsoids, von welcher 


natürlich die Theorie derselben Schnitte auf dem Rotations-Ellip- 
 soid ein sehr einfacher besonderer Fall ist, der Aufmerksamkeit 
der Mathematiker und Geodäten sich einigermassen empfehlen 


europäischen Gradmessung_ get werden. Vorläufig will ich 
auch noch darauf aufmerksam machen, dass ich im Folgenden ein 
von mir gefundenes neues merkwürdiges 'und interessantes’ geo- - 
metrisches Theorem von den Halbmessern der grössten und kleinsten 
Krümmung auf dem Ellipsoid beweisen werde, dessen, Wichtig- 
keit auch für Geodäsie mir ausser Zweifel zu sein scheint. Noch 
einige andere, speciell auf ‚Geodäsie Bezug habende Bemerkun- 
gen werden sodann den Schluss dieser Abhandlung bilden. 


„ch 52. 


dürfte, da ja jetzt auch Vorbe Eu zu. einer grossen mittel- 


Die Gleichung des zu betrachtenden Ellipsoids sei, wenn die 
laufenden oder veränderlichen Coordinaten durch r, y, 3 bezeich- 
net werden, wie gewöhnlich: 


Ara ORTOWTOwEN 


und (zyz) sei ein beliebiger, aber bestimmter Punkt auf diesem 


Ellipsoid, wo also Be , . 
se & ; 
ehe (2) + (4) + (-) md , 


ist; dann ist bekanntlich die Gleichung der Berührungsebene des 
Ellipsoids in diesem Punkte oder die Gleichung des Horizonts 
des Punktes (zyz):  ., 


< Hr K , 
a 


Von dem Punkte (#yz) aus: denken wir uns‘ nun in, seineni 
Horizonte eine beliebige Gerade gezogen und bezeichnen die von 
derselben mit den positiven Theilen der. Axen der x, 9, 5 einge- 
schlossenen, 180° nicht übersteigenden Winkel durch «, ß, 780 
dass also: ' 


eos« cosß y A 
die Gleichungen dieser Geraden sind, und, weil dieselbe in dem 


ä RE 
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durch die Gleichung 3) charakterisirten Horizonte des Punktes 
(zy2) liegt, die Gleichung: 


1 re FE seosa-t ac ß+- —cosy—0 


Statt findet. Diese Gerade wird gewissermassen als eine feste 
oder unveränderliche, von dem Punkte (zyz) ausgehende Gerade 
in dessen Horizonte betrachtet. 

Nun lassen wir von dem Punkte (zyz) in dessen Horizonte 
eine zweite Gerade ausgeben, welche mit der vorhergehenden 
festen Geraden den 180° nicht übersteigenden Winkel 2 ein- 
schliesst; die von dieser Geraden mit den positiven Theilen der 
Axen der r, 9, 3 eingesehlossenen, 180° nicht übersteigenden 
Winkel seien 6, ©, ©; so dass also die Gleichungen dieser Geraden: 


| ze 
sind, und die Winkel 0, ®, © der Gleichung. 


vb Fe 54 eos test 3008 ö —— 


entsprechen müssen, weil die in Rede stehende Gerade in dem 
Horizonte des Punktes (xyz) liegen soll. 

Unter diesen Voraussetzungen habe» wir nun, wenn wir die 
Winkel 0, ©, © aus den Coordinaten &,y, 2; den Winkeln «, ß, y 
und dem Winkel 2 zu bestimmen beabsichtigen, zu dieser Be- 
stimmung die Gleichungen: 


| cos&cos0+ cosßcos + cosycos®=cos 2, 
na Yy z ” 
8) | | „a 60s0+ „5c0osa + zcoso=0), 
cos 9? -+ cos 2 + cs@2=1; 


welche wir also jetzt in Bezug auf cd Ka, cos® als unbe- 
kannte Grössen auflösen wollen. 

Bei dieser Auflösung bedienen wir uns, wie fast in allen ähn- 
lichen Fällen, bei Weitem am besten und zweckmässigsten des 
im Archiv. TheiF XXXVH S. 442. von mir entwickelten allge- 
meinen Verfahrens; und setzen zu dem Ende in den dortigen For- 
meln in diesem Falle: 


au cose, u. CG=cosy; K=cos!; 
z | 3 

A -: > At khı=0; 

1 a2’ 1 er i ce?’ 1. > 


18* 


ui, ; A. h m 
262 - Grunert: Normalschnitte des. Ellipsoids 
also 


a9 +60 + co = cosa? + cosß?+cospP—=1,‘: 


(a) + (2) 4 +@) 


- und nach 5): 


5 


“ 


agaı + bodı + Cocı = 2 cos0+ ae. 


folglich ferner in den a. a. ©. Bebrasriai Symbolen: 
= cosacos®, 
B= cosßcos2, 
MR; 


- &=cosycos SL 
und: 


z Y he 
m | A=3008P— ;5 cosSYy, 
B T „6 
ne 27208 VITO 


C = ja 008 0— 2008; 


also nach den Formeln 6) a. a. ©.: 


2080 =eosacosQ + (3 ensp Ber), 
008 0=cosßoos 24 (Z,cosy— eos G, 


r Yy ’E 
cosd—= cosy ge 24 (% C08— 5008 6) G. 


Nun ist offenbar ide: 


he Sy 5 
(3 cosß — jneosy) cose | ti 

+ (36087 — S2c0se )eosß =0, 

I (2 COS a— 3608 B)eosy' 


und ausserdem nach einer bekannten allgemeinen analytischen 
Relation: „g2y b 


/ 


. « 
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(4 zc08 33 jcosr) + (3 36087 Z3cose), +(2 COSE— Zeosß) L A 
-(3 TE RIAR N +(jaeoe7— zcosß) +(eose- Soosy) kt k i | 


= 19) * ( .) + G) | we + cos ß? + cos?) | jr 5 Ye 


— (Z;eos a} 73008 ß+ 3008 ’) 


"++ 


also wegen der dritten der drei aufzulösenden Gleichungen 8) 


offenbar: 
ETOHOMOLGE 


DROHEN 


woraus sich unmittelbar: 


- oder: 


Ba \9) 


KURORT AO) +2) 


und daher nach dem Obigen: 
(2 = cosß— 75 Beosy) sin 
cos@ =C0S« COS 24 SER le hi 
WOROEO) 
(007; —,c0s ) sin & 


9) cosw=cosßcos LH 
VOROKO) 


(daeosa— 130058) sin & 2 


er Co EFT IT na 
\ N +(%) + O% 


oder: 
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(Beosy— Zac0s ) sin 2 


(EN /yN® (one 
VOROEO 
| (Zeos« — 20087) sin 3 


cosd =cosSacosQ F 


€ 


10) cos@—cosßcos F Sara 
& Yy 2 
VOHORTE 
((2e05ß— aeosa) sin & 


cos =cosycos2 F 7a tzehe a 
x Y 
v(@ e ») + (2) 


! 


\ | 
ergiebt, wo natürlich überall die oberen und unteren Vorzeichen 
sich auf einander beziehen. 


a} 


Das Erscheinen doppelter Vorzeichen in den vorhergehenden 
Formeln liegt hier ganz in der Natur der Sache, weil ja die 
zweite der beiden von dem Punkte (zyz) aus in dessen Horizonte 
gezogenen Geraden mit der ersten dieser beiden Geraden auf 
zwei verschiedenen Seiten dieser letzteren den 1800 nicht über- 
steigenden Winkel 2 einschliessen kann; es kommt nun darauf 
an, ein Kriterium zu besitzen, mittelst dessen man in jedem 
Falle sicher entscheiden kann, welches Zeichen man zu nehmen 
hat, wozu wir auf folgende Art gelangen können. | 


Die Gleichungen der Normale des Ellipsoids in dem Punkte 
(zyz) sind bekanntlich: 


RR N ya RE GET ER ku 
u Y z 
a? b? c2 


Durch diese Normale und die durch die Winkel &, P, xy he- 
stimmte Gerade, deren Gleichungen nach 4). 


any _ FT: 
cos« cosß cosy 


waren, legen wir eine Ebene, welche durch die Gleichung 
A@—2) + Bo—y) + C6G—-2)=0 


charakterisirt sein möge; so ist: 
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x z 
ASABat+la=0. 
Acos« + Bcosß + Ccosy=P0; 


und es kant also oflenbar: 
I; Hcosy—„2C08 ß> | 


z x 
— RT BEAT: 


C=c0osß—,3c08« 
a? b? 


gesetzt werden, so dass also: 
22) EN RRE (des — _5C08 ß) (k— 2) 
+ (;e0s— 2e0s7) Y9—y) } =0 
+ (130058 — Zacos a (3 — 2) 


die Gleichung der in Rede stehenden Ebene ist. 


Ein beliebiger Punkt in der von dem Punkte (xyz) in dessen 
Horizonte ausgehenden, durch die Winkel 0, », © bestimmten 
Geraden. sei (XYZ), dessen Entfernung von dem Punkte (22) 
wir durch r bezeichnen wollen; so ist in völliger Allgemeinheit: 


X—=x+rcos®, 
Y=y + rcos@, 
Z=z-+1rcos®. 


Ferner denken wir üns eine von dem Punkte (xyz) ausgehende 
Gerade, welche mit dem positiven Theile der Axe der 3 parallel 
und gleich gerichtet ist, und nehmen auch in dieser Geraden, 
deren 180° nicht übersteigende Bestimmungswinkel 90°, 90°, 0 
sind, einen beliebigen Punkt (X’Y’Z') an, dessen Entfernung von 
dem Punkte (zyz) wir durch r’ bezeichnen; so ist in völliger All- 
gemeibheit: 


Mr, 
Ras, 
Z =:H+r'.. 


Jenächdem wun die Punkte (XYZ) und (X’Y’Z’) auf gleichen 


266 Grunert: ‚Normalschnitte des. Ellipsoids 
oder ungleichen Seiten der durch die Gleichung 12) charakteri- 


sirten Normalebene liegen, haben nach ‘einem bekannten Satze 
die Grössen: f 


(2 cos 1—.ae0sß) (A—2)+ (3 coSser- "308 ») (Ky). 


+ (Zeosß— 35008 (Z-2), 
(eos — 5008 BR + (# cos a 5008 ,) (Y'—y) 

+ (Zeosß— cose )(Z'—:); 
also nach dem Vorhergehenden die Grössen: er | 
(os>— .3°0sß) cosd + (Acose — 3 C08 ,) cos 

or = cos ß— #008) cos Ö, 

e cosß — 2 cos | 
gleiche oder ungleiche Vorzeichen. Nun ist aber nach 10): 
(% cos y—-3c08 ) cos + (336050—%cos}) cos @ 
+ (c0s8 Z— jac0se) cos ö 


r 2 2 2 
Y(zzeos B- 5ac0sa)-} (13°08y-2008B)-+(zeosa-cosy) sin 
—F— 


VOROROHEE 


’ 


und die Grösse 


Y Zi v4 vA 
75C0SY—-=C08S cos® >5608@— —Cosy Jcoso 
(# Y.2°0sPß) +2 a2“0FY JC08, | 


+ (3 cos B- jae0se) cos® 


st also, weil sin X stets positiv ist, negativ oder positiv, jenach- 
dem in den Formeln 10) die oberen oder unteren Zeichen genom- 
men werden. Liegen also die Punkte (XYZ) und (X'FY'Z') auf 
derselben Seite der durch die Gleichung 12) charakterisirten Nor- 
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malebene, so muss man in den Binsln 10) die oberen oder un- 
teren Zeichen nehmen, jenachdem die Grösse 


Y 
cosß — 7,08 «@ 
r 62 


negativ oder positiv ist; liegen dagegen die. Punkte (XYZ) und 
(A Y'Z') auf entgegengesetzten Seiten der durch die Gleichung 12) 
charakterisirten Normalebenen, so muss man in den Formeln 10) 
die oberen oder unteren Zeichen nehmen, jenachdem die Grösse 


LT Y 
—5C0SP — 75 C0S« 
a? ß b? 


positiv oder negativ. ist. 


Wir wollen nun aber in dem Horizonte des Punktes (zyz) von 

der durch die Winkel «, ß, y bestimmten Geraden an die Win- 

 kel 2 von O bis 360° zählen nach der Seite der durch diese Gerade 

gelegten Normalebene hin, auf welcher die von dem Punkte (xyz) 

aus parallel und gleich Sariahte) mit dem positiven Theile der 

Axe der 3 gezogene Gerade liegt. Ist’ dann 2< 180°, so ist 
nach dem Vorhergehenden oflenbar : | 


(ersr-ase)ine 
VONORHoL 
(4 (ame) 
VOROZOL 
a (e0sB- —peost) sine 


| cosd=eisyeosAF— FF —— 
| VOR (2) + 


indem man in diesen Formeln die oberen oder unteren Zeichen 
nimmt, jenachdem die Grösse 


cos9 = cosacos IL F 


cos@=cosßcos AF———————— — 


J 


Bo 
5008ß— 7, C08« 
„cos Pß 23° 


negativ oder positiv ist. Wenn dagegen 2 > 180° ist, so ist nach 
dem Vorhergehenden offenbar: 
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cos9 = cos« cos (360° — 2) Fr 


cos #=c08ß eos (I3609— L)F 
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gt (& cosYy— 3608 p)si sin (360°— D 
Va+D+@) 4 (i 7) 5 (3) 

n cosa— „3008 2) sin (360% 82) 


NW 


(200° j6008«,)sin( zcosß— 23008 «) sin (360° — E 


cos ö = cos y cos (360° — 2) F ——————a 7 
Vol A" 0 1 (3) 


also: 


c08d = cds «6082 + 


—=e605ycos & + 


jecosy— —5 008 ro 32 


vG)+@)+@) +(#)" +(3) 


Sr 
(: 3 08 a — 5008 ,) sin & 


cosw=cosßcoss2 + an, 
WOROETO) 


ars pres) in 


VOTE 


wenn man in diesen Formeln die oberen oder unteren Zeichen . 
nimmt, jenachdem die Grösse 


P Y 
cosß cos «& 
a? 6b? 


positiv oder negativ ist. Wenn also nur die Winkel 2 auf die 
vorher angegebene Weise gezählt werden, so kann man in völli- 
ger Allgemeinheit setzen: | 
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(Beosy „3c0sß) sin 2 


Me 

c0os0 = cosacos 4 eh 
P RER 
| 


pr 0080 — 23087) sinS2 


058 — cosßcos + eere- zer) sinn » 
NDR 


(eosp 25 °08 «) sin 2 
coSW = cosy cos2H 


| OHOKO) 


indem man die oberen oder unteren Zeichen nimmt, jenachdem 


®. .. LT 
die Grösse „cos ß En da c08@ positiv oder negativ ist. 


Allerdings verliert dieses Kriterium seine Anwendbarkeit, wenn 
% 


die Grösse „a c08 B— 25 °08«@ verschwindet, wobei aber zu bemer- 


ken ist, dass man im Vorhergehenden an die Stelle der Axe der 
3 auch jede der beiden anderen Coordinatenaxen setzen kann, wenn 
man dann, wie sich von selbst versteht, nur die Winkel 2 in ent- 
sprechender Weise zählt, woraus sich die beiden folgenden Krite- 
rien ergeben. 

Wenn man die Winkel 2 in’dem Horizonte des Punktes (zz) 
von der durch die Winkel «, ß, y bestimmten Geraden an von 0 
bis 360° zählt nach der Seite der durch diese Gerade gelegten 
Normalebene hin, auf welcher die von dem Punkte (zyz) aus pa- 
rallel und gleich gerichtet mit dem positiven Theile der Axe der 
n» gezogene Gerade liegt; so ist: 


(dae0s7— Ze0sß) sin 32 
cos0 —=cosa cos 2 4 —, 
V@ =) +( () Mi G) 


Br 2050 — 2 30087 )sin © 


V() +(B) + +(3) 


(3 5608 B— 7: I cos «) sin 


eosQ=cosyeos AL ——— 


| VoRozor 


13*) cos =cosßcos I+ 


270 Grunert: Normalschnitte des Ellipsoids 


indem man in diesen Formeln die oberen oder unteren Zeichen 
nimmt, jenachdem die Grösse 


2 KL 
—3c0sa — —C0Ss 
c2 Pe Y 


positiv oder negativ ist. 


Wenn man die Winkel 8 in dem Horizonte des Punktes 2 
von der durch die Winkel «&, ß, y bestimmten Geraden an von 0 
bis 360° zählt nach der Seite der durch diese Gerade gelegten 
Normalebene hin, ‚auf welcher die von dem Punkte (zyz) aus pa- 
rallel und gleich gerichtet mit dem positiven Theile der Axe der 
x gezogene Gerade liegt; so’ist: 


( KRSKE 3608 ) sin 2 
cosd = cosacos 2 4 ee. 
amarT @HO,8, 
i3c0s7)sin Re) 
13**) COS @ re cos + ——————— lu 
Yo “ () t (a) 
(eos B- 73608 «) sin Se 


| c0Sd— c08yc0os + Han .(@) 6)" 


indem man in diesen Formeln die oberen oder unteren Zeichen nimmt, 
jenachdem die Grösse 


Y z 
7 008% — —C0S 
b2 v2 ß 


positiv oder negativ ist. 


$. )d. 


Durch den Punkt (zyz) denken wir uns jetzt die auf der Ebene 
der xy senkrecht stehende Normalebene gelegt, deren Gleichung 


Ar — 2) +BW—y) + 06—2)=0 


sein mag. Da diese Ebene auf der Ebene der xy senkrecht ste- 
hen soll, so muss die vorstehende Gleichung für r=z2,y=y 
erfüllt sein, woraus sich C=0 ergiebt; also ist die Gleichung 
unserer Ebene: 
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Ara) + BO—-y)=0. 


Weil ferner diese Ebene, als eine Normalebene in dem Punkte 
(zy2), durch die Normale in diesem ‚Punkte, ‘deren Gleichungen 
bekanntlich | 


3 LT . 
sind, gehen muss, so muss A 72 + B 35 —( sein, und es kann 


also A=4: B=-7 gesetzt werden. Daher ist 


Harrid Ir 462) 50-9) =0 


die Gleichung der auf der Ebene: der xy senkrecht stehenden 
Normalebene in dem Punkte (zz). 


Soll nun in dieser Normalebene die durch die Winkel «, ß, y 
bestimmte, durch die TEA 
dir u Fra}? 


cos@a cosß cosy 


charakterisirte feste gerade Linie liegen; so hat man zur Bestim- 
mung der Winkel «, ß, y,. wobei 5) zu vergleichen, die Glei- 
chungen: 


Yy X 
j3C0S@ — „3008 B=0, 


3080 + 35008 ß+ zcosy=0, 
cosa? +cosß? + cosy?—=1. 


Wegen der beiden ersten Gleichungen kann man, wenn @ einen 
gewissen unbestimmten Factor bezeichnet, in bekannter Weise 
setzen: 

z 
c2 


0 Fo} 


cosa—= G(— 
cosß—= 60. 5: a) 


BAN *- 
RE at a); 


Be EBEN Zar. /y\. 
1202’ csfp=—-G 3 cs7=@) 4) +(%) & 
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. 


woraus sich mittelst der dritten der drei anfzulösenden Gleichun- 
gen zur Bestimmung von @ die Gleichung: 


Ele ) + -(%) | (m) +5) + (2) \ 
INT 


ergiebt. Folglich ist nach ‚dem Obigen: 
15) 


x 12 
az“ For BRRHR 


# a OO) NORD) & Ho) 3). 
V)+G + (2) 
V(JHR@)HG) HG) 


Bezeichnet nun 2 die Breite des Punktes (xyz), so ist nach 
Archiv. Thl. XXXVI S. 87. Nr. 8), 9), 10), auf welche Ab- 
handlung ich wegen der Begriffe und der hier ganz in gleicher 
Weise wie dort gebrauchten Bezeichnungen ein für alle Mal ver- 
weise: 


also: 


cosy—# 


3 


NO: OR O3 
MORO) 
ORGEL ( 


16) . .... S co Bm En LS 
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also nach 15): 
cosy=+cosB. 


Nehmen wir nun die von dem Punkte (xyz) ausgehende, in 
dessen Horizonte und der senkrecht auf der Ebene der xy stehen- 
den, Normalebene liegende, durch die Winkel «, ß, y bestimmte 
Gerade, was offenbar verstattet ist, so an, dass, indem das obere 
und untere Zeichen sich auf die positive und negative Hälfte des 
Ellipsoids beziehen, y„=+B ist; so ist cosy=cosB, folglich 


nach dem Obigen: 
EN? y\? 
V(@+(%) 
COSYFE Te nn, 
z 2 Yy 2 z 2 
Va) +) 
und man muss also in den Formeln 15) die oberen Zeichen neh- 
men, folglich: 


17) 


x 2 


cose& 


VoRake! 


Nach 16) und 17) ist nun ferner: 


osß 


 c0sy—= 


TC 


a? 

18) . Pat RR c80—= ZZ sn, 
DR + Er 
a? b? 


sind, cosy=cosB: 


a 
b2 


cosß=— Sarg ge ee 


YORZO) 
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oder, weil 


1 tangB 
fzN\?, fy\® Fr 
V( +) @. 
ist: 
TC 
a2, Axis, | 
cose=— — sin BtangB= — a3, so B tangB, ri 

c? i 

19) Yy 


„3 200 B B Ye; BtangB, 
rn tang5 = — ,5nDtangD, 
ca ’ 

' c0o8y=cosB. 


Setzen wir, wo £, % die bekannten Bezeichnungen der redu- 
cirten Länge und reducirten Breite des Punktes (xyz) sind: 


20) z=acoslcosd, y=bsinfcosd, z=csind; 
so ist: 


tt | | 
cose=— „cosLcotd sin BtangB, 


ar 


C 


cos Pp=— zöing cot® sin BtangB, 


cosy=cosB. 


Für das Rotations-Ellipsoid ist: 


a=b, £=L, atang®=ctangB, =, =tangeotB; 
also: 
cose—=—cosLsinD, 
PAR aA cosß=—sinLsm 2, 


cosy=cosB. 


Leicht findet man mittelst der Formeln 19): 
008 ß—45 c08u= 0, 
23) .: .°. He0s7 — zcosß= D5secB, 


z en x B 
— LOSE — —C0Sy = — sec D5 
ec? en” Y 2 
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oder nach 20): 


Fr Y 
ag e0sß— 505 —0, 


24)... da 6087 — eos ß = ae 
20s.£ cos BsccB 


z x 
— L0SE— — C08y = — 
ce? a? 7 a 


& 5. 


Von der durch die Winkel «, ß, y bestimmten Geraden an 
in der Ebene des Horizonts von. (xyz) wollen wir jetzt die Win- 
kel 2 in der positiven Hälfte des Ellipsoids in der Richtung von 
dem positiven Theile der Axe der r an nach dem positiven Theile 
der Axe der 4 hin von O0 bis 360° zählen; in der negativen Hälfte 
des Eilipsoids sollen dagegen diese Winkel von der durch die 
Winkel @, ß, y bestimmten Geraden an in der Ebene des Hori- 
zonts von (xyz) nach der entgegengesetzten Richtung hin von 0 
‚bis 360° gezählt werden *). Die in $. 3. durch 2 bezeichneten, 
von 0 bis 3600 gezählten Winkel wollen wir jetzt, jenachdem die 
Richtung, nach welcher hin sie gezählt werden, auf den positi- 
ven Theil der Axe der 9 oder auf den positiven Theil der Axe 
der x bezogen wird, respective durch 2’ und 2” bezeichnen. 


dl. Winkel &. 


”,. z T . . 
Wenn . positiv, nach 23) also „3 08 &— „3C08y negativ ist**), 


so ist nach 13*), indem man in diesem Falle die unteren Zeichen 
zu nehmen hat: 


| (daeos7— KoieoerZ eos ß,)ein. Sa 


VoROHoR 


*) Man hat sich, um bei dieser Bestimmung der Richtung der Zäh- 
lung der Winkel 2 von O bis 360° jede Zweideutigkeit zu vermeiden und 
derselben völlige Bestimmtheit zu verleihen, die von dem Punkte (2y2) 
aus in dessen Horizonte gezogene, durch die Winkel «, £> y bestimmte 
Gerade, und eben so jede andere in derselben Ebene von (2y2) ausge- 
hende Gerade, auf die Ebene der rY, oder vielmehr auf eine parallel mit 
derselben durch den Punkt (22) gelegte Ebene, projieirt zu denken, wo- 
durch Alles zu völliger Deutlichkeit und Bestimmtheit Eee werden wird. 
*”*) secD ist immer positiv. 


Theil XL. 19 


cos = cos«a cos 2’ — 
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x 
(; „3608 a — 5008 (Bese—zeosy Jin: 02 


VOROHO) 


S 00; cos (@e0s6—5seose) sin. sin &/ 


c080 = eosycos& — MORTONTE (3) + (2) +2) Oy 


Offenbar ist in diesem Falle 2’+ 2 — 360°, also cos 2! = cos 2, 
sin’ —=—sin 2, und folglich: | 


(# C08y— 308 ß) sin 2 
VORORHOR 
(3e0s«— eos) sin & 
VORORO%L 
(120058— acose) sin.® 


V+E)+G u (2) +@)' % Oy 


Wenn z negativ, nach 23) also 5608 0— 30087 positiv ist, 
so ist nach 15*), indem man in diesem Falle die oberen Zeichen 
nehmen muss: 


c08s@ = cosßcos SI — 


cos$ = cosacos 2 + 
cos = cosßcos$ + 


COSO — C0SycosS + —m————— nt 


(Hcos Y— „3608 £) sin $‘ 


NE*G JUOHO% 


BALTı Sy f 
(z zc0s@ (Ges e— 30087) sine sin 


NOW 


E „5 °08 P— 23008 >E sin 2/ 


VE % ( 5) + 4)" 


cosd = cosacos 3’ + 


Pr 


cos@ = cosß cos 2’ + 


c0s0 = cosycosV + 
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h 
- Offenbar ist in diesem Falle X —= 2, also cos 2’ —= cos, sin 2 
= sin 2, und folglich: 


(G5o087 —geosß) sine 2 


6050 = cosacos KUNDE @&) + + (2) +(4) ( 


(3,cos (Bes 0—zeosy) sin a 2 


VOHORE | 


(eos Ieose) sin 


VOHOO% 


HE. Winkel 2”. 


cos» = cosßcos a2, 2 alt ARE FREE An 


cosO = cosycos Q+ 


Wenn % positiv ist, so ist nach 23) auch 55008 — 305 ß 


positiv, und ‘folglich nach 13**), indem man in diesem Falle die 
oberen Zeichen zu nehmen hat: 


(daeosy - 3,e0sß) sin sr 


KIaRE 2) + er K )+@)" 


(aese- zer cosa — 3608 :) sin 2” 


Vor ie) i (+) G)" 


x 
ch " 
( —,c0sß 5 sin (esß—zsine) sin sin 2 


KIOHOHeN 


Offenbar ist in dieserh Falle 2’— 2, cos2”’—cos2, sin 2” 
=sin$; also: 


cos = = cosacos 2" + 
coso = cosßcos 2” + 


. c0sO = cosycos 32” + 


D5c0s7— 5 c0sß)sin 2 
cos® — Cos«acos Nonne, 


(@) +6) O5 
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fa; 
73608 «556087 )sin 2 
C08S@ —= cosßcos N. 
VOE OL O% 
x 
(: cos ß—;75in «sin 32 


VOROHO) 


Wenn y negativ ist, so ist nach 23) auch Dos y— = zcosß 


c05W = cosycos + 


negativ, und folglich nach 13**), indem man in diesem Falle die 
unteren Zeichen nehmen muss : 


(4 cosy— „5008 B)sin 2” 

ultz\® ,(y\®_ [2\® ’ 
KOROEO 
(: 08 — 5008 (eosa— 3008 7)sin a” 2” 


NOROHoE 


(eos B— sin «)sin 2” 


VG (2) + OU 


Offenbar ist: in diesem Falle 2” +2 — 360°, cos 2” — cos L.- 
sin 27 —= — sin; also: 


cos0 = cos«.cos 2” — 
cos = tosßcos 2” — 


c0SG = c08Y cos 2” — 


% 


(# cos v5 — C0S (B50087— 7 e0sß) si sin 2 


2080 =eos acos a4 I O:0+@ .(@ + ou 


Pr; 3008030087) sin 2 


cos a=cosßcos R+ NaRORTaN 


(eosß— asine ) si —cosß— Zsine ) sin 2 


cosG =cosycos + — VO r G y+ ON 
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Hiernach haben wir also unter den gemachten Voraussetzun- 
gen die folgenden ganz allgemein EultBen Gleichungen: 


| (}acos y— zes) 


cos9 = cosacos 8 + 
V@ +(2) + (2) 


€ —zC0SE — 3087) sin 2 


cos = cosßcosQ 4 Ne). + (2) + (4) 


25) "E 


% 13008 ß— jac0sa) sin Q 2 


ee ooro; 


Den nach den im Obigen gegebenen Bestimmungen genommenen 
Winkel 2 werden wir im Folgenden das Azimuth der durch die 
Winkel 0, »&, & bestimmten Geraden nennen. 


Nach 16) ist: 


OUROMOEEEL Ir: 


Ann mittelst der Formeln 21), 24), 25) erhält man nun für cos, 
cosw, cos® leicht die folgenden merkwürdigen Ausdrücke: 


97) 


cos =— cotdsin D (Zeos£tang Beos 8 —zsing sec Bsin 2). 


cosw—=—cotdsin B (€ cos£secDsin2 + zsin Etang Beos2), 


cosd= cosBcos 2; 


oder: 


28) 
GT € . 
cosd = cotdtangB G sin£sin  — „cos£sin Beos 2). 


cosw—=— cot%tang DB (€ cos£sin + zsin £sinDcos 2). 


coso= cosBDcos 2. 
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Für das Rotations-Ellipsoid ist: 


a=b, £=L, atang®=ctangB, - = „= tang® eot B; 
also nach Vorstehendem: 


cos = sinLsin® — cosLsinBcos2, 


29) cs = — cosLsin 2 —sinLsinBcos2, 
cosß= cosBeos2. 
$. 6. 


_ Wir wollen jetzt die Gleichung der Normalebene suchen, 
welche durch die Gerade geht, deren Bestimmungswinkel @, », ö 
sind. Da diese Ebene, welche durch die Gleichung: 


30) 200... A'a—a) + BH—y) + C'6—)=0 


charakterisirt sein mag, durch die beiden durch die Gleichungen 


_—u "Merl 9% 
EAN rn nl 
a? b2 22 


charakterisirten Geraden gehen soll; so muss: 


A'c0os$8 + P'cos»o +Ül cos8 —0, 


sein, woraus sieh: 


ergiebt; und führt man nun in diese Ausdrücke die Formeln 25) 
ein, so findet man, mit Rücksicht auf die bekannte Relation 


„608 4 5c0sß + zeosy=0, 
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die folgenden | Ausdrücke: 
3l) 


Pie® (Beosy—%eos 5)eos@-eoscsina (5) +(3) +(5) ; 
Ze 5 08a — 3.608 y)eos2-cospsinst/ (2) z) Ha) + ne 
C'— (cos 5 eosa)eosR-cospsina (3) t(&) +6) £ 


’ 


Hieraus ergiebt sich nach 21), 24), 26) ferner leicht: 


32) 
a... (ee B sin 1) Ef: sin u) 
Boa (= tangBsinQ& cos£secBcos2 
B b er ae 205. VE 9 
ah gain eot Beingn 


c 
Für das Rotations-Ellipsoid ist: 
. cos%® sinLcos& + cos Lsin Bsin 2 


9 


ER Aa cosB 
.; 2 
ee ap gFatps Loos a ein Dep Sen 
a cosB 
C'=— ©" .cot Bein 2. 


8. 7. 


Zunächst wenden wir uns nun zu der Bestimmung des Krüm- 
mungskreises des durch die Winkel 0, ®, © bestimmten Normal- 
schnitts in dem Punkte (xyz), indem wir den Halbmesser dieses 
Kreises durch R und die Coordinaten seines Mittelpunkts durch 


X, Y, Z bezeichnen. 
Nach Archiv. Thl. XXVIH. S. 16. und S. 17. ist: 
a? y? > 
tra Ba 


DR en (Ca °) .( o)“ co) 
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und: ü 
B% e 
5 
E; (= ) (3 2 u ke 
a. A b c 
: 
35). ./Y= Yy— 


(ea), -) + Ic °) + (= or 
ı Zr 


e Ay (° os ) + Ic) 


cos® 


an welche Formeln wir also unsere fernäreN Besäihen an 
zuschliessen haben. 
Weil 


wie man leicht findet 


- 


cos er 
23608 y— 3cosß — cosa 


26087) 
yes Sonsß— Yeose) 
a INES 
=-(»-3 „eos ßeosy— (a— 3) aeosyeos« 
1 IN z 
-(3- 52) „2 °05 «cos ß " 
und 
x 2 ] 2 
mr (G3°087 —,3c0s?) + 12 (220050 eos) 
1 
193 


r ß Yy 2 
5008 — 7; C0S« 
a? b? 


ZaioE KOALO EIGNEN 
tal) +) Tonne 


a2b2c? (2y cos «cos ß-+yz cos Pcos yt2zxcosycose) 

RR cosa? cos pP? cosy? _ (@zeosa+ycosß+zcos :05 y)? 

— 9262 He) c2a2 ab? a2b2c? 

_ @?cos a? -+ b2 cos ß?+0?cos y? — (zcosa+ycosß + '+zcosy)? 
a202c2 
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ist; so ist, wenn man der Kürze wegen: 


3).. 2 cos Y +(5: 3 +(e) a 92 
‘ 1 1 D 
2 (18 5) eos Beosyt (3-3) jacosrcose 
1 I\ z } 
+ e = £) 73.08 & cos BlsinLcosQ. 
N? yY\? I, 
VOROEE 
er *) 4 +(@ cos >) +) (Bestes einge 
SA SEN BELNT aan) ERY 


2) +) +) 


setzt, nach 25) oflenbar: 


m.. Be. er Es 28 


und folglich nach 34) und 35): 


e Men... R= IVO BIOR } 


und 
TC Y z 
a RL ® 
39). Sa ‚Azı mw Y=y—-% a 2 Tu 


Andere sehr merkwürdige Ausdrücke für diese Grössen erge- 
ben sich aus dem Obigen sehr leicht auf folgende Art. Nach 28) ist: 


: (c 
0056 =— cotBtang B 4 2 (Geos£sin Bcos 2—zsin£sin 2) B 


„eos 0 =—cot% tang B.G (Gsin£sin Beos2 + = cos£sin 2). 


C — = 
„c0os6= cos Bcos2; 


also, wenn man der Kürze wegen: 


Br PR M= cos B?cos 2? 


(2) (2 cos£sinBcos2& —  sinlein 2) 
a a b 


: cot B5?tang B? 
+ (5) 6 sin{sinB cos2 + - cos£ sin 2) 
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a). 023 (== ) +(& Mi. 


Weil nun nach 2%6): 


NARTORTE 


und nach 34): 


MOROKOIC 


ist, so ist offenbar: 


As: 2): (= 


) = 


"2 cos 
+( 


sin B. 
sinB' 


— 


+ 


Ferner ist nach 35) und 20), wie man leicht findet: 


A x c:cosf 


cos% 


| ce Da 
\ 
Y 9 ce sinfcos% 
45) me un ss Die 1 ee ae F Dos I? ° 
2ER 
Orc PR M i 
oder: 
X To 
= 28.77) e0sLeosB, 
Yy “ 
AA)G Hast = (C-5- m) sing eos, 
Zr3 Korlakach Sl: 
Bir a) sind: 
oder nach 42) 
(2-2. cos£cosd, 
AA EEE =(-5.05 sin£cosd, 
ZT VeRER. sin B\I IR 
=(2-7-55 sind )- . 


. 


*) Aus diesen Formeln ergiebt sich: 


cos 


u): 
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Die Grösse M, von welcher die vorhergehenden Ausdrücke 
hauptsächlich abhängen, kann man nach 40) offenbar auch auf 
folgende Art darstellen: 


1 ce „sinD 
X-z=X— acosfcsd®=— „R a cosLcosB, 
; 8 B 
Y—y=Y—bsinfcesd®=— ze Su sin£cos®, 
k ce _snD. 
Z—- : = Z-—- csind = Rand: 
also: 
(X—-2)? +(Y—y?+4+(Z— 2)? 
— (2R? ( 3) Gen »? sin cos sin£? cos 5? sin 2 
Bid sindY LE ea 
Nach Archiv. Thl. XXXVL S. 92. Nr. 26) ist: 
t 
tangB = ang» 20 0 pp ee Sr SOOSSER Tees Dessen me. 2 mE 
N (er (7 y 
also: 
ORDER ET 
tang B? — ofeos £2cos®%? , sinf?cosB?\ ’ 
cos£? cos? sin£?2cos%? , sind? 
a? b2 c? 
ee pe Ei ae Ar A Er IT. £7 
1 +tang B?= cosf2cos%? _ sin£?cos %?2 5 
Ian ie 
folglich : 
1 F sin $? 
Bo ELBA NEE DE ER tr ARE RENT 
sin B? = c2 cosf?2cos%?2 sinf?cos%2 sin?’ 
AR ee 
und daher: 
sin B cos£?cos 5? sin? cos%? _ sind? 
ADBEN: nahen onen! una ln 


also nach dem Obigen: 
(Ka)? 4 (P-y)24+(Z-?=RR, 


wie es sein muss, was zur Prüfung der Richtigkeit der obigen For- 
meln dient. | 


n 
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45) u.a Nast: M = cos B?cos 2? 


Na F 
|) cosf? + (5) sin e: | sin B? cos 22 


+ -241 6) -6) Isingeos£sin Bin Reos2 cot2tangB?. 
NoroRT: 


$. 8. 


Für das Rotations-Ellipsoid ist nach 45): 
4 | 
M = cos B?cos 22 + (2) (sin B?cos 32? + sin 22) cot B?tang B? 
4 
— cos B? cos 224 (2) (1 — cos B? cos 822) cot B?tang B?; 


aber in diesem Falle bekanntlich: 


cotd tang B=-; 


also: 
Cc 2 C 2 ns 
AD) Sn EE n=() +11-(©) \cos B?cos 22. 
Daher ist nach 42) in diesem Falle: 
AN)... ma R=(2) +0-() }cos B2 Cs 22. 


Weil 
cos(2+180%) = — cos2, sin(2+ 180% = — sin 2 


ist, so sind nach 42) und 45)-in den Azimuthen 2 und 241800 
auf jedem Ellipsoid die Krümmungshalbmesser oflenbar einander 
gleich, und nach 44) fallen auch die Mittelpunkte der Krüm- 
mungskreise mit einander zusammen, woraus sich ergiebt, dass 
man bei der Bestimmung der Krümmungskreise die Azimuthe nur 
von OÖ bis 1800 wachsen zu lassen braucht. 


Für < 1 wird nach 47) auf dem Rotations-Ellipsoid R offen- 


bar ein Minimum und ein Maximum respective für &=0 und 
2—=W°; und bezeichnen wir also den kleinsten und grössten 
Krümmungshalbmesser respective durch R’ und R”, so ist: 
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48) 
sin® ce e\? a? % 
BE =(2) +1-(C) \cos 2=1—11— (©) \sin D2, 
sind ec _fe a 
nn w=(£) j 


Für => 1 wird nach 47), welehe Formel man jetzt lieber auf 


folgende Art: 


sind ce a kfe\? ? 
nBE'R” (3) (€) “lg cos B?coa 2? 


schreiben mag, auf dem Rotations-Ellipsoid R offenbar ein Mini- 
mum und ein Maximum respective für 2=W° und 2=0; und 
bezeichnen wir nun wieder den kleinsten und grössten Krümmungs- 
halbmesser durch R’ und R”, so ist: 


49) 
sind Kä =(2 ir 
snB R' 7” *) : 


einB c . (e\? SEN n tat et PS SR 
np m=(}) =o —ieüsh =1+3(2) Sue 


Die Coordinaten der Mittelpunkte der Kreise der kleinsten-und 
erössten Krümmungshalbmesser ‘kann man nun nach den Formeln 
des vorhergehenden Paragraphen natürlich auch leicht bestimmen. 


Anmerkung. 


Für den Fall des Rotations-Ellipsoids, wenn <i ist, wol- 


len wir noch einige bemerkenswerthe Formeln entwickeln, ohne 
der Kürze wegen uns auf eine ähnliche Betrachtung des Falls, 


c : d > 
wenn > 1 ist, weiter einzulassen. 
Man setze: 


(= era 
a a 


5; el — e2(1 — cos B?cos 32?) 


‘so Ist: 


—=1— e2 (sin B? + cos B? sin 222). 
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Nun ist: 


CE 
1— e2sin BP? = 1 (1-5) sin B? 


2 
Da 
— 608 B?+ „3 sin B? 


I 


cos B?+tang 3? cot B?sin 32 
— (1 +tang 9?) cos B? | 


c? tangB? cos B? 
a?" tang3? "cos®2 
a? cotB? cos BD? 
ce? cot%? "cos%2 
ce? sin B? 

ar sind? 

a? cos Bis inY2 
c2 cos%%sin B? 


Also ist: 
snd € cos B? 


— 
e 


2 2 <'n 02 
> — e?cos B?sin® 
snB R cos»? 


s B? 2 
= oa — (1-2) eos Besin 02 
cos B? tang%? 


I 


20582 2 ( ı GogB? cos B? sin 2? 


cos B? _tang B?—tang3#? ‚cas R2sin 22 


— 00582 tangB? 
_ osB® c0sB% sinB?cos3°—cosB2sinB® gs 
cos%?2 cosß2 sim 29 mat sin 2 
_ cos.B? sin (B+3)sin (B— 2). 
a cos?! E .  sin.B? —sin SR), 
folglich: 
\ 3 ig 
ec _sinBcosB 1_ sin(B+3)sin(B rn 
RT sindcosd%? sin B? 
SER ASLEET sin(B+%)sin(B—%) . $ 
—sindBcosb' sin B& RER 
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Ferner ist: 
sinBcosB? _ sn?BcosB 


c sinB 

R m» 4-esinB" an sin? cos ’ 
ER (° sinB _tang»® sinB _ sind cos B?, 
R" 2) "sind “ tangB? sind ” sinBecos%?’ 


wo die beiden Formeln: 
c simDcosDb? c sindcos DB? 
R' sind cos?’ R" 7 sinBeos%?’ 
) 
aus denen sich auch 


x 


Cr .C cos B\ * 


R''R"T\cos% 
ergiebt, jedenfalls sehr bemerkenswerth sind. 
Nach dem Obigen hat man nun auch die folgende Formel: 


sin(B + 3) sin(B—B) . 
B= = ptl- sinB2 sin SER). 


Es ist ferner: | 
sin B? cos >»? — cos B?sin $? 


pi sin(B+B)sin(2— 3) 1. | 
sin B? -  sinB? 
_ (ein B*+cos B?)sin%? sin%# 
sin B? m2?’ 


also nach dem Obigen: 
ce _sinBeos B* |sin®® „ sin(B+P)sn (BB) os 
Ra sindcos%? !sin B? sin 32 3 
_sindcos B? sin (B+3)sin(?—%) 
sin Best t Sa Ta 


und folglich: 
Semil + ee) NEE JE Er rn 22}, 
Multiplicirt man die beiden Gleichungen: 
sin(B+B)sin(B—3) . ) sin R2ı, 


c 
=ptl- sinB? 


„An CT) eu 08.221 


ce ec 
BR mtl sin 5? 
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respective mit cos 322, sin2?, und addirt sie dann zu einander, 
so erhält man: 


e c er 
RT Ri°® 2? + 7msin 22 


_ sn(B+3)sin (B- 


nee ie sin 9? — 5 sin B2)sin 22cos 27; 


nach dem Obigen ist aber: 


eh. 12 sin®sinDcosB? 
u SIDE — I un 
R' cos 5? , 
© mB sin sin Bcos B? 
7 S1n =) ee, 00 2 
R" cos»? $ 


also: 
c . C ” 
pt — sin B?=0), 


und folglich: 
B = 608.224 75 sin 2 
oder: 
1 cosS22 sin 22 
RT RA ee 


wie bekannt. 


&. 9. 


Wir wollen nun den kleinsten und grössten Krümmungshalb- 
messer R’ und R” auch für das allgemeine dreiaxige Ellipsoid 
bestimmen, wobei wir von der Formel 42), nämlich von der Formel: 


„sin »3 
esinB' 


Hi M 


ausgehen müssen, aus welcher sich unmittelbar: 
sind 0.R-1__0M sind 9.R-!1_ 02M 
"snB 9a TR’ sind’ dNr IR 
ergiebt. 


Nach einigen leichten Reductionen erhält man aus 40) durch 
Differentiation nach 2, wenn der Kürze wegen: 
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50) 
P=2°.5| ( ) -6 ;) | sin£cos£sin Bcot32tang B2, 
Q= cosB? 

+} 19} cos? + (5) sine: ] sin B2 — (2) :G)\ cotB*tangB? 
=cosB24+ (2) I sinB®—(5) cost: 

+ (3) 16) sin B2—_ ()] sin £2| cot9*tang.B? 
=o0sB2 — |(2) 16) 2 () sin B® ]cos£2 

+ G) [IC A (6) sin B® |sing2! cot#*tangB 


aM = — Pcos?2— Qsin22 , 


gesetzt wird: 


(eb) 


6) 
= %(Psin22— Qeos22). 
Nun ist aber: 

Pcos22 + Qsin?2 = 0 


zu setzen, woraus sich zur Bestimmung von 2 die Formel: 


WENN... 0. . tang22=— 
ergiebt; und da nun 
0?M 
393 = 200822 (Ptang22 — Q) = — 200522 (t& + 0) 
= 2sin22(P— Rcot22)— 2sin22(P4 5) 
ist, so ist: 
32m pP? 2 2102 
32). . a93= 2 0022 — 2? + sin22. 


Den zwischen 0 und 180° liegenden Werth von 22, welcher 
der Gleichung 5l) genügt, wollen wir durch 22' bezeichnen ; 


Theil XL, 20 
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dann kann das zwischen O0 und 2.360° liegende 22 die vier fol- 
senden Werthe haben: 


3%, 22" +1.1800%, 2% 42.1800, 294 3.180%; 
also 22 die vier folgenden Werthe: 
2%, 2'+1.90%, 2’ +2.90%, 82'+3.90°. 


Für 2-2, 2=R%'+2.90% und eben so für 2=2+1.90°, 
2— 2' +3.90° sind aber die Krümmungshalbmesser , einander 
gleich, woraus sich ergiebt, dass man bloss 22’ und 2=R’+90°, 
also bloss 2222!" und 22—=?22'+180% zu setzen braucht. 


Für das Rotations-Ellipsoid, welches wir zuerst betrachten 
wollen, um die aus den ‘hier entwickelten allgemeinen Formeln 
sich ergebenden Resultate mit den im vorhergehenden Paragra- 
phen auf anderem Wege erhaltenen Resultaten vergleichen zu 
können, ist nach 50): 


\ + 
P=0, Q=11-(*) cot B?tang B?} cos B?; 
also : 


Pp, Q=11-(2) \cos B2. 


Folglich ist nach 51): 

tang22 —=0, | 
und daher 2=0, 2=90% 22=0, 22 — 180% zu setzen; 
respectivealso cos22—=+]1, cos2?2?——1. Ist nun El so ist 


für 2=0, &= 90° nach 52) der. zweite Differentialquotient von 
M, und folglich auch von R-1, respective negativ und positiv, 
folglich AR! respective ein Maximum und Minimum, also R respec- 


tive ein Minimum und Maximum. Ist dagegen => 1, so ist für 


2=0,.%2—=90° nach 52) der zweite Differentialquotient von M, 
und folglich auch von R-1, respective positiv und negativ, folg- 
lich $-! respective ein Minimum und Maximum, also R respec- 
tive ein Maximum und Minimum. Dies stimmt ganz mit den im 
vorhergehenden Paragraphen gefundenen Resultaten überein. 


Um nun auch das allgemeine dreiaxige Ellipsoid zu betrach- 
ten, wollen wir grösserer Bestimmtheit wegen annehmen, dass 


ab, also 2<5 sei. Nach 50) ist: 
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ps- =. E 3) -($) (sin? sin Beot3*tang B°, 


und diese Grösse ist folglich unter der so eben gemachten Vor- 
aussetzung negativ oder positiv, jenachden sin 2£ sin 3 positiv 
oder ‚negativ ist. Berücksichtigt man dies, so wird man: sich 
mittelst Mer im Obigen entwickelten allgemeinen Formeln leicht 
von der Richtigkeit der folgenden Regeln überzeugen: 


. I. sin £ sin B positiv. 
) 2=%, R-! ein Maximum, R ein Minimum; 
9) 2—2'+90%, R-! ein Minimum,, R. ein Maximum. 
II. sin 2£sin B negativ. 


) 2—= 2, Rrlein Minimum, R ein Maximun; 
9) = +90%, R-t ein Maximum, R ein Minimum. 


g. 10. 


Wir wollen nun auch analytische Ausdrücke für den kleinsten 
und grössten Krümmungshalbmesser auf dem allgemeinen drei- 
axigen Ellipsoid zu finden suchen. 


Die Gleichung 45) kann man offenbar auf die folgende Form 
bringen: 
' 2M = cos B? 


1. |) (5) +((£) cos£?+ (3) sin 2) sin B: | cot%#?tang B? 
+!cos B?— [(:) ; (5) 

e Di cosg”+ (5) sin g2)sin B? |cot332tangB2jcos22 

a b 


A a 16) E (5) Tsing cos£ sin Bcot®?tang 5?sin22. 
a bi \a b = 


Bezeichnen wir nun überhaupt zwei Krümmungshalbmesser, 
deren Azimuthe um 90° unterschieden sind, durch R’ und R”, 
und die entsprechenden Werthe von M durch M’ und M”; so 
sind diese letzteren Werthe nach der vorstehenden Gleichung 
offenbar von der Form: 


20* 
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2M' —= cos B? 
4 1)" G) + (GC) cos£? + (G) sing?) sinB? ]eot%2tangBr 
+s-[ (2) 6) 
er (C) cos£? +(Z) sine2)sin B? |eot2® tangB?\cos22 


2 2 
-22:5[() -(5) |singeos£sin Beot#2tang B2sin 22 


und: 


2M" = cos B? 
+ [() . (5) + (C) cos£? + 5)‘ sin ze) sinB? |c018%tang* 
— {cos BR? — |) G) 
e\* A. x F 
ar (2) cos£?+ (5) sin £2)sinB2 Jeot3stang%}c0s22 


31€ 2) -(5) ie Lcos£sin DB cotB*tang B?sin222; 


und es ist folglich: 
M' + M" = cos B? 


+ (GL cos{? + (3) sin £2 Jsin B:| cot B?tang 2°. 


Nach 42) ist aber: 


sind c snd c y* 
sin’ Rp=M: sinB w=MW; 
also: 
sin® 


sin B m % )= =MW+M, 


und folglich nach dem Vorhergehenden: 


bB)bun Ardsinlı nl ji + pr) =eos B? 


+ OR G) + [(2) sr -F (3) sing? Jene! cot9*tangB?. 
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Setzen wir: 


ee S= cos B? 


5 ( ) G) + [GC IN cos? + 6) sing |sin2?} cotY2tangB3, 


so ist nach dem obigen Ausdrucke von 2M und nach 50) oflenhar: 


2M = S+ Rcos?22 — Psin?22 
oder | 
2M = S+ c0s22.(W — Ptang?222). 


Bezieht sich aber jetzt das Azimuth 2 auf den kleinsten und 
grössten Krümmungshalbmesser, so ist nach 51): 


P 
tang282 Sei [%) E) 


und folglich: 


21 02 
2M=S+H z E c0s29. 


[3 


Sind vun AR’ und R” ohne Beziehung der kleinste und grösste 
Krümmungshalbmesser, so haben die entsprechenden M’ und M” 
offenbar im Allgemeinen die Form: 


P2 +02 
0 cos?22, 
+ 


2M' = S+ 


Bi ee cos?232; 


2m" = S— 
woraus sich durch Multiplication: 


2\2 
mm —g_ a 0082.02 


ergiebt. Es ist aber bekanntlich: 


RN RER 
I+tang22 = Pr Q®’ 


c0os22? — 


also nach vorstehender Gleichung: 
4M'M" = S?— (P? + Q?); 


‚und weil nun nach dem OÖbigen: 


ist, so ist: . 
j 
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se 
Ba) ER ae 43 In (pr Q?)- 


Mittelst leichter Rechnung findet man aber aus 50) und 54): 


S?— (P24 Q3) 
RT 


(£) (5) cot 5? sin B? 
HONG Tann 
-[@ )e cos £2 + (5) en B*sin B 


oder, wie man sogleich übersieht: 


2 — (P2+ 02) 
A 


(2) 5) c0t%2sin B2 
KON 
+6), 6) ei cos B? 
+ 1&) e0sl?% 5) Si = sin Bee 


also ist nach 55): 


s6 (5) c 7=(2 ) G en 
BR ET sinB/J ' R'' R"T\a b/ tang%? 
Bay e\ 2_ (5) = 2 tang 5? 
><tcosB? + LG) cos£? + 7 sin £ ee 


welche Gleichung natürlich nur für den kleinsten und grösster 
Krümmungshalbmesser gilt; man kann dieselbe auch auf folgende 
Art schreiben: 


s » 2 . 2 2 
BI) SFR: (3 le) G) \cos B? 


EN? A eN? . \ 2 R N ’ = 
+[ (6) cos£ +(5) sing? | sin B? cot)? tang B?} cot B? tang B? 
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Setzen wir nun der Kürze wegen: 
58) 
U— cos B? 


+ HH cos£?+ (5) sin 2] sin B! cot#?tangB?, 
K= (2) G) \ cos B? 


2 2 2 
+1 &) cos 2+(5) sin v2] sinB?cot%#?tangB?}cotB?tangB?; 
so haben wir nach 53) und 57) die beiden folgenden Gleichungen: 
sin d snd\” c 
snB\R' tm) = U; (2: IR R= zu 


durch deren Auflösung sich auf bekannte Weise: 


pipe | ale = U4N DW, 
Be = UFN U?—AV 
ergiebt. 
Nach Archiv. Thl. XXX VI. S. 92. 26) ist: 
tangB? 1 


cot B?tang BP? = ET: TC 
tang® € 2) st (Z) singe. 


also nach 58): 


ZH mer) merlanze 


U=cos B?+ 
( ) cos£?+ (5) ng 
en 


’v= (©) (G) \cosB? LG ) cos£>+ (5) sing? | sin B3} 3 


folglich: 


s /eN® fe\? tang B® — cosB? + Ie ) cos£? + 6) sing? sin B2, 


0) 6) ine 


_ und daher, wie man leicht findet: 


/ 
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© Oo e 
©) RR) sing? 


also: 
ih) 6) 4 +3(2) — (5) c sin£?cos£?sin B2 
() all, Aniaana Um 
(ey 7 tang B?’ 
Yan Ay tang %? 
oder: 


EIFISEN® "fe\? a Ki h tang B? 
u=}(2) (5) +] (@) uU) 1 sin? cos Lin Bol ne 
tang 3? 
ayGLEıt- a) tang%3? 


Nun ist aber nach dem Obigen auch: 


ng»? cos B? 
fe QyG ) ® tang Be C0s B? Han pasin B? = Be’ 
6b) tang®2 ‘ 
also: 
60) 
ah ia tang B? 
RT +3() (3) + +] &) 6) Irinereose2ein seta 
und: 
e\” /c\? sin B? 
ee r=(?) 6) r- 


Setzen wir der Kürze wegen: 


62) e=(2) (3) p= [G) — (5) Teingzeosersinz>; 


so Ist: 
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cos B? tang B? sin B? 
= cute P) angiE T: m’ 
also: 


cos BD tangB* sin B? 
u 7, HH + (a nr zes “sin %2 


__ eos B* sin B? tang B* sin B? 
— cos men Wi ER FAR nenit Te 


__ cos B* ’ tang D* tang B* 
—e0sht ae MR tangwıt* Pranger’ 


folglich: 


es C 2.208 tang B? sin B? 
Te Are cos 5? («+P) a R in 38 
Pe cos B? ı „tang 3?) ® tang D* 
ana G5# Dane Ri Pranger 


woraus erhellet, dass U?—4V jederzeit eine positive Grösse, 
und natürlich, weil V eine positive Grösse ist, — eben so wie auch 
U, — immer kleiner als U?, also VW U2—4PV kleiner als U ist. 
Bezeichnen wir jetzt den kleinsten und grössten Krümmungs- 
halbmesser respective durch R’ und R”, so ist nach 59) offenbar: 


sind c = u 
25 9 0 VW U2-AF, 


sah 


sind 
2 m=zUu- NV U2—-APV; 


wo man nun die Werthe von «, ß und U, U2—-AV aus dem 
Obigen leicht einführen kann. 

Man erhält nämlich sogleich die beiden folgenden sehr merk- 
würdigen Ausdrücke: 


65) 
„sind c cos B? tang B? 
"sinB RT cos A der: tang®? 
$ cos 5? tang B?)? sin B? 


FW NEE T Ra HP ans rer 


sind c cos B? tang B? 
sinB RR" c0s%? Aa rrer tang %? 


cosB tang B? sin B? 
N (@ rt Ri ah ya’ 


welche also ganz allgemein und für jedes Ellipsoid gültig sind. 
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Im Falle des Rotations-Ellipsoids ist 


e\ taneB a, 
:=() we: tang® ec’ 


also: 
cos B? * tangB? cosD? e\? 
a EL: +(@ ) pe atle) e 
Dr n= en" me333 = [een (a) 5° 
aber: 
cos b?—= ame ACH se 
1+(2) tang DB? e0sB24(2) sin B? 
folglich: 
— - cos B? + (2) sin B?, 
und daher: 


len Bär, (2) (1.4 sin B2), 


U?-4AV —!1-— (2) 2 cos B*; 


also nach 64): 
„sind c < B2 e\? u Yıı c an Bi 
2nB "7 = cos + Pr (1+sin 29 + i1— n \2cos D*, 


Ar DITAE 
nn =} (2) +sn89- Y 11- (2) 12 cos B&. 


“ c R 5 
Wenn nun = <1 ist, so ist: 


sind c 


275° W —cosB? + (£) (1+sinDB9) + 1-(2) \cos B?, 


» ü j h 
a 7» =e0sB>4 (©) + sin 3) 11— (2) \cos B?; 


also: _ 


bene 1) min) 


sind c ONE 
mE Bü / 


2 


| 


D 
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folglich: 
sind c me. sind ce 
pn =i-1-() sin B?, snB' e=(2)- 


Wenn => 1 ist, so ist: 


in% 2 ? Hi 
ee) ge” 


2 = cos B?+ (2) (1+sinB) (2 ) —1l cos BB; 


sind C Bi eN? 
le 
. 2 e 2 
np —2|cos B2+(*) sin B?}=2!1 +4 [G) —1 [sin 22 ; 


folglich: 


sind c e\” snd € 
Fr =() met ey’! sine? 


Diese Resultate stimmen mit den in $. 8. gefundenen Resul- 
taten genau überein. 


Für die Kugel ist a=c und gemsdtelgt auch B=%, also 
nach den Obigen: 


= T: 


wie es sein muss. 


$. Hl. 


Wenn f(x) eine zwischen den Gränzen z=a und z=b oder 
von z=a bis z=b stetige Function bezeichnet, und man = sich 
von a bis b stetig verändern lässt; so wird sich f(z) von f(«a) 
bis f(b) stetig verändern oder eine Reihe sich von /(a) bis /(b) 
stetig verändernder Werthe durchlaufen. Das arithmetische Mit- 
tel zwischen allen diesen Werthen der Function f(z) wollen wir 
das arithmetische Mittel von /(x) zwischen den Grän- 
zen a und 5, oder für die Gränzen a und 5, nennen, durch 


My) 


bezeichnen und nun im Allgemeinen bestimmen. 
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Denken wir uns zu dem Ende das Intervall 5—a in n gleiche 
Theile getheilt und setzen 
b—a 
n 


eh 
so ist offenbar, indem wir annehmen, dass n in’s Unendliche 
wächst, im Allgemeinen 


Mt/a) Lim Dt fatd Arad +... + flatmd) 


n+1 
zu setzen. Nun ist aber: 
b—a .bs— art 1.5 2 
nor a ie 3 31 a a 7 
also: 
Mifta)i= Pt a LE REICH EDEEE ..+flatni)! | 
oder: 
b Lim.itfla) + fat) +fla+23)+... Arad 
MEI Lim.(b—a-+i) 


und folglich, weil nach dem Fundamentalsatze der Theorie der 
bestimmten Integrale bekanntlich: 


b 
f(@)0@ = Lim.itfla) + fa+) + fla+2i) + .... + fla+ ni)! 


und offenbar: 
Lim. b—a+)=b-a 
ist: 
b 
of f(z)0x 
b 
DOY Bu Baur" Nyon 


b-talirs 


Diese allgemeine Formel wollen wir in den nächstfolgenden 
Paragraphen auf die Bestimmung der arıthmetischen Mittel der 
reciproken Krümmungshalbmesser und der Krümmungshalbmesser 
selbst der Normalschnitte des Rotations-Ellipsoids in dem im 
Vorhergehenden immer betrachteten Punkte desselben anwenden, 
indem wir uns denken, dass das Azimuth 2 alle Werthe von 
2=0 bis Q=2% stetig durchlaufe, wobei wir natürlich alle im 
Vorhergehenden gebrauchten Bezeichnungen auch jetzt beibehalten. 
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g. 12. 


Zuerst wollen wir für das Rotations -Ellipsoid 
27 /] 1 27 0% 
(p)=m/ 8 
bestimmen. : 
Nach 47) ist allgemein: 


"sind ce ee; e\? 
MmMZR == (2) +i1 -(2) !cos B? cos 22, 
also: 


1 2790 2 
‚== = Ach "ar+ı-(2) \cos ef‘ cos 222, 
) 


wo 
27 


02 — Ir 


0) 
ist. Ferner ist bekanntlich: 


Secos 292 = 3s5in2cos2 +4/f0R, 


a2 | 27 
7 002 = 02—=n; 
0 


0 


also offenbar: 


und daher nach dem Vorhergehenden: 


ind 2n 92 
nf werke) 
0 


folglich : 


Or. er M(z)= (2) +21 (2) \cos B?. 


Nach $. 10. ist: 


. e e\N? . sind c c\’ 
Bm =zesB®4+ (° sin B?, u) 


sind sind c __ ce”. 
sin" el): nB m =eos B°+ (2) ni B}; 


oder 


“ 
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jenachdem 


x] oder > 1 


ist; also ist in beiden Fällen: 


» 
c re gt +9) = (2) +!cos B? +4 ( 2) sin B?} 
Gl +1-(5) \ cos B2, 


sin 
amt +) OB! \cos BR, 


und folglich nach 67): 


N PrYEn“ 1 1 


worin ein merkwürdiger, leicht in Worten auszusprechender Satz 
enthalten ist. 


$. 13, 


Für das Rotations-Ellipsoid wollen wir nun auch 


In 1 2ı 
MR)= 5; RK RO 
18) pe ® 

0 


zu entwickeln suchen, wozu zuvörderst die Bestimmung des Integrals 


I+acosz? 


erforderlich ist, welche sich unter der Voraussetzung, dass lI+a 
positiv ist, auf folgende Art geben lässt. 


0X 
0x cosx? otangz 
l+acos2? " at+secz? I+a+tanga?’ 
und folglich: | 
‚ 02 otangz 
l+acos 22 


Setzen wir nun: 
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a u, Stange NV] +a.ou; 


so ist: 
0 L ou 
I+acosa? Vita 1$u2’ 
und folglich: 


r dr nu And 1 iR Ir ou __ Arctangu 
J/ 140082? VlIyra: 14027 Vlt+a ’ 


-also: 


tangzx ’ 
Aretan ( a 
Be Yyaniıia Wlne 
l+ acosz? VlI+ta 
Man kann dieses Integral auch auf folgende Art finden. 
Wenn man 


1 = sinz?+ cos«? 


setzt, so erhält man: 
1 
EN l ee 
I+acos2?” sin=?+ (I4a)ecos2? 7 14 (1-Fa)cot=?’ 


also: 
0x 


0x sin x? e dcotz 


1+acos2? — 14+(1+a)cota? 1 +(lta)cota?’ 


und folglich, wenn man 


a ov 
cotzY l1+a=», detxz== ——— 
Vila 
setzt: 
SER ER . 
l+acosa? +v2’ 
also: 
/ SSR an EEE ae /N"00 7 Arctango 
Faktaoest VI) IH I NVTrn 
folglich: 


‚ Aretang(cot= VW | Vita a) 
Naar VIra as 
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Dass beide Ausdrücke in 69) und 70) dasselbe Integral reprä- 
sentiren, ist leicht zu übersehen. 


Also ist nach 70): 
7% Fe. .: 
1+ acosı? 
(0) 


Arctang (cotz.V 1+a) Arctang(cot0.V 1-Fa) 


Dee ee 
__.  Aretang(cot0. 0.V1+4a) Arctang (cotz.V 1- a) 
‚ vi+a vil-+a 
Aretang(+&) Arctang(— o) . 
SANT Yndza 
N. a Be EEE 
02V Ira 2Nlyra Vita 
so dass man‘ folglich die Gleichung: 
IE > 
7) Br a Ze 1+4+acosz? are VIta 
hat. 
Offenbar ist 
: Ir 0x 2m 
TE NR RN echt y 1+ acos2? Nlya 
Nach dem vorhergehenden ee ist: 
sinB R_ 
sind ec We ) +1-(£ ) cos Becos Q3 522 
oder: 
& 
sin B R_ c 
sind ce 1+(2 ) 1-(2 ,) cos B2 cos 2%. 
also: 


1 sin B 


2 2 27 
€ ‚sind i Rö2=(f) a\? Er 
0 1+(2) u-(2) \cosB?cos 322 
0 
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und da nun 


1+ (=) ı1-— (2) Icos B?=sin B? + (=) cos B? 


ist, so ist nach 72): 


; 2 2 
al (A 
F f) Ver B®2 + (=) cos B? 


folglich: 
a 2 
l sinD ?= (2) 
23)... ERS ar z ce 
sin B® + (©) cos B? 
oder: 
& 
1 27 nr 
7 u Ne. m 


Nach dem vorhergehenden Paragraphen ist allgemein: 


sind c 2 u /ENn a E 
sin2' vRR' Gi ay cos BD? + (£) sin B?, 
also nach 73), wenn man multiplieirt: 
2x LH ZEN TT 3 Eich 
M(R) A Nic B? + (2) sin B? Vin B? + (*) cos B? 
en SE = — rer re Pernree- 


VRR’ © vn B2 + (2) cos B? Keen B? + (©) cos? 


— 


folglich: 


27 


da 0 0 A EA MR)=NVR'R”, 
0) 


worin wiederum ein merkwürdiger, leicht in Worten auszusprechen- 
der Satz enthalten ist. 


$. 14. 


Es liegt nahe, zu untersuchen, ob die beiden in $. 12. und 
$. 13. für das Rotations-Ellipsoid bewiesenen Sätze für jedes be- 
liebige dreiaxige Ellipsoid gelten, zu welcher Untersuchung wir 
daher jetzt übergehen wollen. 


Theil XL. 21 
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Bekanntlich ist: 
Scos222 = 4sin2cos 2 +3f0R, 
Ssin 292 = — 35in Lcos2+3f08, 
2 [sin2 cos IR = [sin 2 OR ——3c0s28; 


27 27 
F 0220 o2—=n, 
f) 0 
27 27 
fr sin ana=ı / 02—m, 


[97 (0) 
27 
ef sin Lcos&a2 — —ı+4=0; 
f) 


folglich nach 45) oflenbar: 


also: 


27 


Mo2 


2 2 4 4 
=1c0sB2+| (2) (5) +((£) cos224+ (5) sin£®) sin? | 
>< cot%?tang B?), 
und daher nach 2): r 


sind 27 98 
sin B; oR 


—ntcos B? + [E)G) + ((&) cosf£? +(z) sn c2) sin B: | 


x cotB”tang B?}, 


also nach 66): 


„sin® A 
TR a en er M( 5) 


um [IC HC) we: Grm] 


x cot#?tang B?}, 


oder nach 58): 
„sin» M 


ce" A): 
Nach 64) ist aber: 
sind 
snB\®R + =) U 


also: 


2n (1 1 1 
77) u er n Gerlate)- 
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woraus sich demnach ergiebt, dass der in $. 12. für.das Rotations- 
Ellipsoid bewiesene Satz in der That ganz allgemein für jedes 
beliebige Ellipsoid gilt. 


& 15. 


Wenn wir der Kürze wegen: 
4 a: 
F=cos B? + \(&) cos£?+ (5) sing? | sin B? cot B?tang B?, 


G=—?2 ENG 2) - -(5) | sinlcos£sin B cot 8? tang B2, 


H= (2) (z): cot B?tang B? 


setzen, so ist nach 45): ; 
M= Fcos 22 u Gsin 2c0os2 + Hsin 22, 
-also nach 42): 
1 sinB * 02 
ce sind — Fecos 22? + Gsin 2cos2 + Hsin 22 
082 
By cos 22 Ki 
—F+Gtang2 + Htang 22 
Otang 2 
RT Gtang 2 + Htang 92° 


Nun ist aber: 
AFH — 62 


2 2 + 4 
=() (5) (cos B2+] (2) cos£2+(5) sin£2 [sin 32cot8*tang2 


x cot*?tang B? 


-(*) (5) (2) > (5) sin£? cos£? sin B? cot B* tang B4 
Cc 2 ce 2 . 
=(2) () cos B? cot 3? tang B? 
NONE -6) Turmurt 
> sin B? cot 9? tang B* 
RN *tang 5? A 
ao ) (5) tang»2'° nr 


2 
+[() cosg2 4 6) sing® | Sin Bann alı 


21* 
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also AFH—G? eine positive Grösse, folglich nach einer sehr be- 
kannten Integralformel *): 


Otang 2 2 he G+2Htang 2 
F+ Gtang 2 + Atang 02 vNAFH-@& er VAFH— 62 


und daher nach dem Obigen auch: 


02 
Sraseri Gsin 2cos 2 + H sin 22 
G +2H tang 2 Q 
"NAFH- @ 


—— Arctang 


m G? 


Folglich ist, wenn wir uns alle Bogen zw ischen — 37 und +4n 
genommen denken: 


02 
ger Fcos2? + Gsin cos 2 Gein 22 cos AT Hein? 


E G+2Htangza G +2HtangO 
"VIrH-@ 8 VarH— @NMETTIFH— 

= — { Arctang(4 x) — Arctun 
—VIFH-@ N AFH — @2 

2 G 

— Arctang ———— | 
—VAiFH-— IH SVIFH — @ n 
und 


” 02 
J; FeosQ2+} G sin 2cos 2 + Hsin 22 
7 


2 an G -+2Htangr 
= VIFH- 6: SVAFH—- @ 
2 G 
= ———— —} Aret nn 
VirB- ans /IFH- 6: 


— Arctang- 0 mt a) 


V4AFH- @ 


— Aretang (— %)! 


= net 


*) M. s. meinen Leitfaden für den ersten Unterricht in der 
höheren Analysis. Leipzig. 1838. S. 164. 

*) Warum bei der ersten und zweiten Integration respective 
G+24 tangsr 
VarH— 6° 


Arctang — Arctang (+ ») 


und 
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also nach- einem bekannten Satze von den bestimmten Integralen: 


02 2n 
EST Feos 22} Gsin Rcos 2 + Hsin 22” NAFH— @ 
Feen ist nach dem Obigen: 


l sin 7 In 

al RoR= rn 
0) 

und, weil offenbar: 


f ee Ra "RR 
Oo 0) 


ist: 
15 sinB 27 Ant 
ce "sind, Ro2= Tırn-@ 
also nach 66): 
i smBD ?7 3 
— .,—— ,MiR\ = u , 
ce sind m VAFH— G? 
oder: 
PALLLE. 
27 sinB 
MR)= 
A vVArFH-— G? 


und wenn man nun für den Nenner seinen aus dem Obigen be- 
kannten Ausdruck einführt: 


mr c tangB IC ): 1 (te ) tangB? 
utner cosB24 cos£?2+ Tg sin Bine ang 


Nach 58) ist aber: 


2 2 2 2 2 
DAUE ) (6) Dee cosB24] (© ans) sing? | sin B? nr 


G+2H nn & 
VarH— 


Arctang — Arctang (— %) 


gesetzt worden ist, wird einer ER nicht bedürfen, wenn man 
nur bedenkt, dass man immer das Gesetz der Stetigkeit festzuhalten hat. 


312 Grunert: Normalschnitte des Ellipsotids 


also nach 78): 


sind 
ud “sinB 
TI) TEE FRE M(R =7y° 
und daher nach 6l): 
27 ab /(sin®ß\? 
Buy Re Na)=e.. (5 
Nach 64) ist nun: | 
sind c sind c 


IHREM U+V O2-4PV, 2-5 m= U—-N T2_AV; 


also: 
„sind 
sinB\” c e R apa sus 
(3) ar m=r, VRW@enT,: 
folglich nach 79): 
27 ZTEMEN 
ISO ER 2 MR)=V RR”, 
0 


welche Formel wieder mit der früher für das Rotations-Ellipsoid 
gefundenen Formel 75) genau übereinstimmt. 


$. 16. 


In den in den beiden vorhergehenden Paragraphen für jedes 
beliebige dreiaxige Ellipsoid bewiesenen Gleichungen: 


M 4 u I 1 1 MR=VIRR" 
(R)=r(etm) Nm- 


ist der folgende merkwürdige Satz enthalten: 


Lehrsatz. 


Das arithmetische Mitiel der reciproken Krümmungshalb- 
messer aller Normalschnitte in einem beliebigen Punkte eines 
jeden Ellipsoids ist das arithmetische Mittel zwischen dem 
reciproken kleinsten und grössten Krümmungshalbmesser in 
diesem Punkte. 


Das arithmetische Mitiel der Krümmungshalbmesser al- 
ler Normalschnitte in einem beliebigen Punkte eines jeden 
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Ellipsoids ist das geometrische Mittel zwischen dem klein- 
sten und grössten Krimmungshalbmesser in diesem Punkte. 


Setzen wir 
10°] Be 
alarm) R=VER, 
so ist: 
2R'R" 
RER 
also: 
_.92RR" (R'+R"—N R'R")N RR” 
u BEN 1 BE ne en 
folglich : 
RR 
Rn VER m _ von. 


und daher offenbar immer: 


R>N. 
Weil ferner 
4E'R"—=(R’' + R'? — (R'— RR”), 
folglich 
4R'R" <(R'+ RN, NER’ <KR'+RN, SE <i 
et; so ist: 
R—N<4}.(vR'—vVR"). 


Weitere Untersuchungen über das obige Theorem, welches 
ich für sehr merkwürdig ‚halte und das zu manchen Anwendun- 
gen Gelegenheit geben kann, namentlich auch über seine viel- 
leicht mögliche noch grössere Verallgemeinerung, behalte ich mir 
vor, da die vorliegende Abhandlung nur dem Ellipsoid gewidmet 
sein sollte, insbesondere auch wegen dessen grosser Wichtigkeit 
für die höhere Geodäsie, wenn es, wie ich schon früher bemerkt 
habe, namentlich sich immer mehr als nothwendig herausstellen 
sollte, die Erde vielleicht als ein allgemeines dreiaxiges Ellipsoid zu 
betrachten. 


16:17. 


Nach diesen Untersuchungen über die Krümmung des Ellip- 
soids wollen wir jetzt zu anderen, in noch 'unmittelbarerer Bezie- 
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hung zur höheren Geodäsie stehenden Betrachtungen übergehen, 
indem wir uns zunächst die folgende, die Bestimmung des Azi- 
muths betreffende Aufgabe vorlegen. 


Von der Normale des durch die Coordinaten: 
| Lo = acos$,cosd%y, 

. 1 Yy =bsinf, cosd,, 
2, =.csind, 


bestimmten Punkte des Ellipsoids denken wir uns eine Ebene 
ausgehend, welche durch einen zweiten, durch die Coordinaten: 


x = acosf$,cos®,, 
33). aha de he 2 —bsing, cos», 
, =esind, 
bestimmten Punkt geht, und wollen nun das Azimuth dieser Ebene, 
oder vielmehr der Geraden, in welcher von derselben der Hori- 


zont des Punktes (zyyo29) geschnitten wird, welches durch Roı 
bezeichnet werden mag, zu bestimmen suchen. 


Bezeichnen wir die Gleichung der in Rede stehenden Ebene 
durch: 


4). Ay (#—20)+ Bo) W—- Yo) + Co G— 20) =0, 
so ist unter den gemachten Voraussetzungen auch: 
5). . Ayla —zo) + Bey —Yy)+ Oo (a —o)=0, 


und nach 32) ist: 


86) 
PEARESERENE cos%, tang B, sin 2,, , Sinf, sec, cos S2oı 
o =C08S59 is f ! > 
a h 
I, sin£„tangB, sin,  cosl,secBycos. Ro, 
B » 7: 
ou —C0S>, RE WR |, Dar ya 
sind, cot By sin Ayı 
a a en 


Aus 82), 83), 85) erhält man die Gleichung: 
aA, cost, cosd, +bBy sing, cos%, + cCy'sind, 
= uAy coskycosd, + bBy' sinf,cosd, + cCy' sind, ; 


und muss nun zuvörderst die Grösse auf der rechten Seite des 
Gleichheitszeichens weiter entwickeln. Nach 86) ist aber: 


% 
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aA, cosK, cos, +5Bv sinf,cos%ß, + cCy' sind, 


2 Br. 
=  eosdy (coskytang Bd, sin 2yı + zsin L,cos£,sec By cos Syı) 


. [1 b . 
+ cos do” (sin &,2? tang By sin 2yı — 7 sin L, eos, sec D, cos 2,1) 


— sin dB, cot B, sin Ryı 


—= (cosd,tang B, — sin By2cot By) sin Loı 
+(5 —2) sin£,cos£,secB, cosBp2cos Royı 


_ e0sd,2sin By? — sin Bo2cos Bo? 
u; sin B,cos By 


sin 29, 


b 
+ (5) sinn cos, sec Bo 0832 008 2, 


sin (B, + 3) sin (B— 5): 


sin B,cos B, 


+ G E -) sin, cos £,sec BD, cos Bo? cos Sdyı 


2sin (Bo+B,)sin (Bo — Bo) . 


sin2B, sin Sg, 


+} G- -2) sin2g£, sec 2, 608Bg2cos Ro: 


und man hat also nach dem Obigen die folgende Gleichung: 


‘ a 
cosd,(cos£,tang B,sin 2,1 + 5 sin &,sec B, 608 8%,1) cos£, cos, 


i 3 b 
++ cos», (sin &,tang By, sin Lyı — 3 cos£,sec B,cos 2,,)sin£, cos, 


— sind, sind, cot B, sin Lg, 
_ sin (Bo+%o)sin(Bo— Bo) ., 


sin 2 
sin B,cosB, u 


— (5 ur -) sin £, cos£, sec B, cosBy2 cos Ro, ; 


oder: 
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cos (&y,— Stang Bosin So, 
cos, cos B, e. b f 
+(zsin g,cosf, — 7zeos L, sin 8 )see BoycosS2oı 
— sin,sind, cot By sin Sp, 


sin (Bo +30) sin (Bo — Bo) .. 2 08 
Saar: Sog 2a, SJRIR- "27 7 RR 01 


sinD,cos Do 


ar Na 
5.) sing,cos&£,sec By, cos %02cC08 Sy > 


woraus man mittelst leichter Rechnung die folgende ganz allge- 
meine Formel zur Bestimmung des Azimuths 2,, erhält: 


N - cosho sind, — (G 2 #) ee sing, cost, 
= — nn el 
in sin(Bo+Bo)sin(B,—B i 
et \sind,sind, cotBo,+ sin(Bo+Bo)sin(Bo—Bo) 
Bekanntlich ist: 


atangL,—=btangf,, «atangL, = btangf;- 


a 
N 


sin Bo cos Bo 


Für das Rotations-Ellipsoid ist: 


an sin (L,—L,) 
Em cos(L,— L,)sinB, 
sin(Bo+Bo)sin(Bo— —%o) \ 


sin B,cos.B, 


cos Do 
7 cosd,cosd, 


—sinosind, cotB,+ 


$. 18. 


Man 'kann noch einen anderen bemerkenswerthen Ausdruck 
für das Azimuth entwickeln, wozu wir aber zunächst die folgende 
allgemeine analytisch -geometrische Betrachtung vorausschicken 


müssen. 


Die Gleichungen ‚einer ‚Geraden seien: 
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Durch diese Gerade sei eine Ebene gelegt, deren Gleichung 
46a) + B0-b)+ 06-0)=0, 
sein mag, so ist: 
Heoßk + Becosß + Ceosy=0. 
Geht nun diese Ebene durch einen zweiten Punkt (a)d1C,), so ist: 
4a -a)+B(b -d)+Cla-—d)=0, 
und es kann also: 


A= (bi —b) cosy— (a —e) cosß, 
B= (c, — 6)cosa— (a, — u) cosy, 
C= (a3 —a)cosß — (b, —b) cos« 
gesetzt werden. Durch den Punkt (abc) sei eine zweite, auf der 


ersten Geraden senkrecht stebende und in der vorhergehenden 
Ebene liegende Gerade gelegt, deren Gleichungen: 


u mn FE en 


sein mögen, so ist: 


c0os@cosd + cosßcosw+cosycosd—0, 
Ae0s8+Bcoso + Ccosö —(0; 


also: 
cos6 = G@(Becosy— Ccosß), 
cos» = G(Ccos« — Acosy), 
c080 = G(Acosß — Bcose); 
folglich: 


= N (Acosß—Beosa)?+(Beosy— Ceos P)2+(Ccosa— A cosy)? 

—=+V AH B?F O3 (Acosa + BeosB + Cookj)? 

=+NV 42+B?+ (02; 
und daher: 

__ , Beosy— Ccosß 
TE 
ee er 
\ v4A2+B?1 C? 

cosö— A eosßf— Beosa, 


ON A2+B2+ 02 
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wo nach dem Vorhergehenden: 
42+.B? + 0? = (a—a,)? +(d— 51)? + (cc)? 
— }(a—a,) cosa+(b— b,) cosß+(c—c,)cosy}? 


ist. Durch die erste Gerade sei eine zweite, auf der vorhergehen- 
den durch dieselbe gelegten ersten Ebene senkrecht stehende 
Ebene gelegt, deren Gleichung: 


A, —a) + B,W—b) + GG—e) = 
sein mag; so ist: 
AA, + BB, + CG =; 
Ancos@ + B,cosß + C,cosy =; 


also: 
Av =Beosy— Ccosß, 
B,=Ccosa— Acosy, 
C, = Acos ß— Bcose; 


“ 


= nach dem Obigen, wie man leicht findet: 
Acosß — Bcos« | 
— (a), —a)cosa+ (b, —b)cosß + (ce, —c)cosy}cosy—(cı —E), 
B cosy — Ccosß 
— (a, — a)cosa + (b, —b)cosß + (Ci, —c)cosY}cosa— (a, — A), 
Ccos@— Acosy 
— |(a} — a)cos« + (b,—b)cosß +(e, —e) cosy}cosß — (db —b) 
ist. Die Gleichung der zweiten Ebene ist: 
(Beosy— Ccosß) (r—.a) 
+(Ccosa — Acosy)y—b) * =Ö. 
+(Acosß—Beose) (5 — ec) 


Die Coordinaten eines beliebigen Punktes in dem durch die Win- 
kel 9, », & bestimmten Theile der durch die Gleichungen: 
Kar da Fe 
cos9 Cos® cos® 


charakterisirten Geraden seien: 


at 0Cos®, 
b-+ocoso, 
c-+ 0c080; 
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so erhält für dieselben, indem man sie für r, 9, 3 setzt, die Grösse 
auf der linken Seite der vorstehenden Gleichung den Werth: 

(Beosy — CcosPf)cos6 
E + (Ceos@a— Acosy) coso \; 
+(Acosß —Bcose)cos® | 


also nach dem Obigen den Werth: 
nr (Acosß— Beos 0)? + (B cosy— Ccosß)?+(Ccos«— Acosy)? 
;> V424+B?+ C? 


oder: 


+eY A?+ B?+ C? 
Für die C'oordinaten a,,d,,c, erhält dieselbe Grösse den Werth: 
(B cosy— CcosPp) (a, —.a) 
+ (Cecosa— Acosy) (b, — b) 
+ (A cosß — Bcoseo) (a, —a) 
—= t[(a3—a)eosa+(d,—b) cosp+(c,—c) cosy|cosae— (a —a)!(q—a) 
+ t[(an —a)eosae+ (db, —b) cosß-+(c, —ec) cosy]|cosß— (b,—b)}(bı —b) 
+ (a, —a)cosae+(b}—b) cosß+(c, —c) cosy]cos F— (cı —c) | (cı—e) 
—=}(a,-a)cose+(b,-b)cosß+(c,-e)cosy}?-|(a,—a)?+(b,-b)?+(c,—c)? 
=— (a, — a)?sin @ — (b, —b)? sin P?— (c, — c)?sin y? 
+2(a, —a) (b, —b)cosacosß 
+2(b, —b)(ch, —c)cosPßcosy 
+2(c, —c)(a, —a)cosycose. 
Man muss also nach einem bekannten Satze, weh der Punkt 


(a)d,€c,) und der durch die Winkel 9, »©, & bestimmte Theil der 
durch die Gleichungen 


charakterisirten Geraden auf. einer Seite der Ebene liegen sol- 
len, welche durch die erste, durch die Gleichungen 


-a 9—b 3-—c 


u I m nn 


cos@  cosß _ cosy 
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charakterisirte Gerade senkrecht gegen die durch diese Gerade 
und den Punkt (a,bic,) gelegte Ebene gelegt worden ist, in den 
obigen Formeln für cos4, cosw, cos@ die oberen oder unteren 
Zeichen nehmen, jenachden die vorstehende Grösse positiv oder 
negativ ist. Nach dem Obigen ist aber: 


— (4?+B?+C%)= {(a,—a) cosa+(b)—b) cosß-+(c,—e) cosy}? 
— (a — a)? + (6, 6)? +.(c —o)2}, 


folglich letztere Grösse negativ; daher muss man in den obigen 
Ausdrücken von cos6, cos®, cos@ die unteren Zeichen nehmen, 
und hat also: 


use ___ Beosy—Cecosß _ Ccosß— Beosy 
 NA2+Be+@ NV 424+B24+ 02 
Ceosae— Acosy Acosy— Ccos« 
COSR=— A ee se 
V4:2+B2+02 N 42+B2+ 0 
pi Acosß—Bcosae _Bcosa— Acosß 

LOSE m ee 
V4:+B2+C?2 N 42+B?+C 

zu setzen. 
$. 19. 


Die Gleichungen der Normale des Ellipsoids in dem Punkte 
(20Yo20) Seien 


wo bekanntlich: 
To 


ER noy 
NEO+O+E" 


‘ h = 


N@+@+@) 
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zu setzen ist (Archiv. Thl. XXXVI. S.83). Durch diese Nor- 
male und den Punkt (z,312,) des Ellipsoids legen wir eine durch 
die Gleichung _ 


Ayı E — ©) + Boı W — Yo) + Coı E— 20) = 0 


charakterisirte Ebene, und bezeichnen durch @y1, ®oı, Soı die 
Bestimmungswinkel des Theils der Durchschnittslinie dieser Ebene 
mit dem Horizont des Punktes (29%020), welcher mit dem Punkte 
(219121) auf einer Seite der durch die Normale: senkrecht gegen 
die vorhergehende Ebene gelegten Ebene liegt; so ist nach den 
im vorhergehenden Paragraphen entwickelten Förmeln: 


Bo Oh Coı €08 Bo — Boı C0S Yo 
N Ay? + Ba? + ©, + Ca?- 
__ Aoı C0S Yo — Co 608 ” 
V Ay? + Bo? + Cu? 
Byı 05 —  Aoı €0S Po. 


N Ay? + Bor? + Caı? 


cos Ogı = 


Nach dem vorhergehenden Paragraphen ist aber: 


Coı eos ßo— Boı C0S Yo 
= (2129) — (&17 20) 608 09 + (Yyı — Yo) COS Po + (21 — 20) COS Yu} COS Qy, 
Aoı C0SY0 — Coı C0S &y, 
= (Yı—%0) —t(21— 80) 0809 + (Yyı—Yo) €08 Po + (71 —20) COS }C0S ßy, 
Bor 608g — Ayı COS ßy 
= (21 —20)— 1 (21 — 20) 6050, + (Y1ı—Yo) 08 By + (21 — 20) COS Yg}COS yo 
und: 
Ay? + Bar? + Cor? = (&ı — 20) + (yı — Yo)? + (2ı —20)? 
—t(@1 —%o) 608 a9 + (Yı — Yo) COS ßo+ (21 — 20) cos 0! 
oder, wenn wir: 
89)... En=V He 


setzen: 
As? + Bor? + Co? 


= Eoı? (21 — 20) C0s a, + (4 (Yı — Yo) COS ßo + (zı — 20) cos Yo B; 


_ also ist nach dem Obigen: 


= 
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_ (&1-20)- (21-2 ,)cose,+ (yı=Yo)eosßo+k@ı=20)e0syo}cosay 


cos® Te re Kir 
0 NY Ey? — (2 — 29) c08 09 + (y1ı —Yo)Cosßo + (21 —20)C0SYo 2’ 

COS 01 = Yızyo ta -2,)608@,+(yı-Y0)C0sßo+(21ı—20)E08Y,}coSsßo 
NEL a2, cosa,+{y1—Y,)cosßot+(21 —2, )eosy,% 

cos So a2) —1(2 -T „)Jeosa,-t (1-Y,)cosßo+(2z1-2, )cosyo}cosY, 


N Euı?— \ (2 —2o) cos e.+(yı 47) cos B,+(ı A) cosYy, 08y,2 


Setzt man nun in den Formeln 17) für x, y, z respective &o, Yo, 2o; 
wodurch man: 

To 20 

a2 'c2 


Yo (DE 


9 ‚zo 
A. 0 


Br jü 
VIRNDHRDHR 


erhält, so ist offenbar allgemein *): 


c0osYy— 


cos S2,, = cosacos4,, + cosßcos w,;, + cosycosß,;- 


Nach gehöriger Substitution findet man als Zähler von cos 82,,, 
wenn der Kürze wegen: 


K,ı = (2ı —2,) cos, + (yı —Yo) c0osß, + (21 —2,)C0SY, 


gesetzt wird, die Grösse: 


To 3 To 29 
— (3 —%,) 72 3 + K,,cosa,. 0228 
20 


0 20 0 
N ee + K,,cosß,. 5 72 


Be (2) +) $- Kuren. (2) 1) 


*) Es mag 0< 2, S 180% oder 1800 {2,ı < 360° sein. 
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ag [ol =) 43 ze a YoCyı =) | 20 = Raus. 13 


x Y z z 
7 0) 0 0 (0) 
+ Koı 72 °08 ot 52 C08 Bo + 2200870) 


+ 121 — 29) — Koı cos 79} 1) +(& ) + @ ) £ 


Auf der Stelle überzeugt man sich aber, dass’ die Grösse 


er En LIE tan: Yo(Yı — Yo) 4 20a —20)] 20 


a? € ).e* 
To %o 20 20 
ct Koı (& cosoy + 12 °05 Po + „2C0s Yo 2 
verschwindet, so dass also der obige Zähler die Grösse 


(23 —2)—K, cos) +(%) +) 3 


und folglich offenbar: 


(a2) = Kur eosjo at ) + +(#) +@)' +2) 
Eeoge) 


also nach dem Obigen: 
VG OR +() 
) 
cos 2,,=c0osß,.. — 
v6 ) +2) 


ist. Nach 16) ist aber: 


ve ) 22) +( L (8 ;) = ensed, 
Vo; A —%cot Bo; 


NOROKOHEN 
a 


Theil XL, 22 


cos 2, = 
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folglich nach dem Obigen: 


C0SWoı 
—cosB, 


welches eine sehr einfache, für jedes Ellipsoid geltende Relation ist. 
Nun ist aber offenbar: 


NEE) 


— (sind, sin B, +cos%,cos dB, cos (Ln—Lı)— 1, 
also, wenn wir: ’ 


92) cos®,, = sin%,sind, + cosBycosd; cos &—L) 


VOROHORE 


folglich nach 26): 


setzen: 


sin Bo 
o1 sind, 3=01 > 


also: 


2c sinB 
Esı“ —K,ı? ee 1 — En Br, sin 40,12). I» 


Weil ferner nach dem Obigen: 


s 


LOHN 


ist, so ist: 


Bo 


sin Bo? 
K..cosy = —2-— siniQ,_,2; 
01 Yo sin do 3,019 


'also, weil endlich auch: 


27 —20=c (sind, —sind,)=—2ec sin 4 —B,) cos u: 


ist, nach dem Obigen: 


fi sin Bo : 
SP 18, — Bı) cos Bo +dı) — sind, sin30,,? 


CS, = — m a 
Eoı 2c snB,, , 2 
IE A) 
01 0 
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folglich nach 9]): 


95) 
3 sin Bo? 
Ie sin a(do — B)c0s3 + PB) - 7 Inn, Sin30, ‚2 
SQL =— = „me Rn Do, 
cos er Es. B Val eye, 2c. sin ER 19 2 
cos Dy —— ae sin}®,,? 


a?(cosf,cosB,—cosl, cos %,)? \ 
94) E,ı =  +b?(sinf, cos, —sinf, cos %,)? 
+ c? (sin B, — sind, )? 


Durch die Formeln 87) oder 88) und 93) für tangS2,, undcos 2, , 
wird das zwischen 0 und 360° liegende 2,, vollkommen be- 
stimmt. Durch eine dieser beiden Formeln allein wird 2,, nicht 
vollkommen bestimmt; man braucht aber bloss das Zeichen von 
cosS2,, zu kennen, um dann 2,, mittelst der Formel 87) oder 
88) ohne alle Zweideutigkeit berechnen zu können. Weil cos, 
positiv, 
negativ, 

; 2 
sinz(Bd,—B,) cost, +3) — ne sin30,,? N 0, 


stets positiv ist, so ist cos, , jenachdem 


oder jenachdem 


Bo 
sin d, —sind, —2 u sin}®, ,2 0, 


oder jenachdem 


sind d—2% ni int 10 N sin B, 


ist. 


Anmerkung. 


Die beiden merkwürdigen Ausdrücke 87) oder 88) und 93) 
für das Azimuth auf dem Ellipsoid wollen wir jetzt noch auf die 
Kugel anwenden, und untersuchen, ob die dadurch sich ergeben- 
den Resultate mit den Resultaten übereinstimmen, welche in die- 
sem Falle die sphärische Trigonometrie liefert, weil wir, wenn 
eine solche Uebereinstimmung sich zeigt, darin zugleich ein Kri- 
Aerium für die Richtigkeit der genannten Ausdrücke haben. Wir 
werden dabei aber zugleich sehen, dass diese Ausdrücke eigent- 
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lich nur Uebertragungen gewisser Formeln der sphärischen' Tri- 
gonometrie auf das Ellipsoid,, also jedenfalls sehr bemerkens- 
werthe Verallgemeinerungen dieser letzteren sind, wodurch das 
Interesse der in Rede. stehenden: allgemeinen Ausdrücke natür- 
lich sehr erhöhet werden muss. 


Für die Kugel ist 9,=D,. %, = B,. wodurch die Formel 
88) die folgende Gestalt erhält: 


sin (L, — L,) 


tag 2, = sa )sn Bo eosB,tangB, 
oder: | 
ot, tr Ba eos (hı — L,) — cos By tang Bı 


sin(L)— L,) 


wobei wir jetzt annehmen wollen, dass Z,— L, positiv und klei- 
ner als, 1800 sei. 


„Denken wir uns nun ein sphärisches. Dreieck ABC, dessen 
Spitze A.im positiven Pol liegt, so können wir uns 2 und. C in 
die Punkte (L,B,) und (L,B}) verlegt denken, wo dann offenbar: 


A=L,—L,, b=EW-—-B, c=W-Bs; 
L,n- Lb=48, B, — 900 —.b, Bu, ZW’ —c 


ist, indem wir die Seiten des sphärischen Dreiecks, ABC wie 
gewöhnlich durch a, b, ce bezeichnen. Also ist nach der obigen 
Formel: 


cosccos A— sin ccotb 


GOF Online sin A 


Nach der Art und Weise, wie in Folge der früher gegebenen 

Bestimmungen die Azimuthe 2,, von O bis 360% gezählt werden, 

ist aber offenbar 2,,=360°— B, also cot2,,=-cotB, folglich: 
cotbsine— cosccos 4 


cttB= Ä ee. 
sin A 


worin man auf der Stelle eine bekannte Formel der sphärischen 
Trigonometrie erkennt. 


Die Formel 93) wird im Falle der Kugel, deren Halbmesser 
wir durch r bezeichnen wollen: 


2r sin4{B,— Bi) cos4(B, + B,) — sin B, sin4O, 


"cos, =— FREI naar 2 oem FROH, 


Ei 2. 
N re - (2 sin 40, ,? 
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ala nach den ‚Ohigen: Ioun . 


RE PR | Ir sin 4{b — c) sin 1(b+ c)— cosesin! 30,1? 
cosB=-— 5 Hass... RE de een ah x 
x ine ı- En sing 395, 


Nach 92), wo offenbar @,; zwischen O’und 180° genommen  wer- 
kann, ist aber: 


cos O9, = sin By sin B, + cos Bycos B, cos(L, — L,) 
— cosbcosc + sinbsinc cos 4, 


folglich nach der sphärischen Trigonometrie ©,,—a, und daher 
nach. dem ‚Obigen: 


Ir  cosesinda? — sin4(b— c) sin 2(6+e) 
csB=—-: en — nn 
sine a g einge 


Nach 94) ist: 


re u) = — (cos ERIR. Voct. cos B,)? 
+ (sin L, cos Bu,— sin L, cos 51)? 
+ (sin B, — sin B})? 
—2}1-—-[sin B,sin DB, +cos B,cos B, cos (I, — L,)]! 


—2%(1— cosa) =4sinda?, 


Ir 1 2r er % 
u 1—(g-sinie? —1— sintia?— cos la? 
ed F) De p7 — CoSsza 

E,, sinda Has: i e kaheyr 

also: 
cos esina?— sin4b— c)sinä(b + ec) 
csB= tn 
sinesindacosta 

Weil nun: 


2sinta®=1—cosa, 2sing(b —c)sinz(b+c) = cose — cosb, 
DE: Vertahr Sie 
2sinda cos3a = sina 
ist; so ist: 
B cosce(l— cosa) — (cosce—cosb) 
eosB =. 2 
sincsin.a 


cosb—cosccosa 
sinesina 


eine der bekannten Grundformeln der sphärischen Trigonometrie. 
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Ich benutze diese Anmerkung noch zu der folgenden Ent- 
wickelung. In meiner Abhandlung : Archiv. Th. XXXV1. Nr. VIII. 
S. 95. 36) habe ich gezeigt, dass, wenn wir auf dem allgemeinen 
dreiaxigen Ellipsoid den von den äusseren Theilen der Normalen 
in den Punkten (L,B,) und (Z,B,) eingeschlossenen, 180° nicht 
übersteigenden Winkel jetzt durch o,, bezeichnen, 


2 2 
cos 09, —=sin B,sin ZB, {14 (3 cos$ycos£, +3 sinfysing, ) cotd,cotd, ! 


ist, habe aber dort der Kürze wegen, mit Bezug auf den Zweck 
jener Abhandlung, aus dieser merkwürdigen Formel noch nicht 
diejenigen Folgerungen gezogen, welche sich aus derselben ziehen 
lassen; muss ich mir nun zwar auch jetzt noch vorbehalten, auf 
diesen Gegenstand speciell zurückzukommen, so will ich doch 
schon hier auf eine mir besonders bemerkenswerth scheinende 
Folgerung aufmerksam machen, zu welcher jene Formel Gele- 
genheit giebt. 


Nach Nr. 26) meiner vorerwähnten Abhandlung haben wir die 
Gleichungen: 


tang%o? _c2 Gr 
Br B, 3 5°052,?4 zasin ko, 


tang B,? 


c2 an 2 
———=—cos 75 sin $,2; 
tang B,? a2 Tem Sc 


woraus sich ergiebt: 


tang dd? tang B,? 
© (cos£2sing,? sin 3) ing, 2— tang, —— a sin, 
6» N j tangd 2 tang 9,2 
za (cos£o?sing, ?—sinf,2cost, )=— tangB,2°0 Ba coskt . 


also: 
c? ca; | 
(3 cosf,cosf, + zasin £, sin &) (cos £„2sin£,2—sin£y2 cos£, 2) 


tangd,2 \ 

—: TR B, 3(cos£,cos£, sin £,?— sin £,sing, cos£,2) 
tang 31? 
 tangB,? 


(cosf,cosf,sin£,?— sin, sin, cos£,2), 


woraus man, wenn man durch 


sin(f,—$£,) = sinf,cosfl, —cos$,sinf, 
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dividirt, sogleich: 


c? c? 
— cosL,cosf, +738inkosing, Jsin(&o+ 
eC0s£,c0s& + 4zeinLosing, )ein(do+ %,) 


t t 
— ee sing, cos£, + er sin£,cos£, 
erhält. Also ist nach dem Obigen: 
COS @gı 
tangdo” ned? 
ı ne Eos B, —sin£gcos£, 
—sin B,sin B, 114 Sin&,+$ı) — cotd,cot%}! 
tangdy2 188? 
angB.t sing, cosf, ne: sinf,cosf, 


—sinB,sinB, +cosBocosB, sin(&, + &ı) 
[t) 1 


sd tangB, tangB,, 
tangdo. tangd, 
folglich : 
COS @,ı 
( tangd, tangB, 


tangB, tang%ı Bin C0atı 


tang B, tangdı . 
— sinB, sin B, +cosBy,cosB, eh 
S 0 1 


sin£,cos£, 


oder: 
COS @,ı 


tane BD, tangdı 
tang, tang "B° 


sin2L, 


tang do tangBı sin?g 
o o 1 
— sin B,sinB, + cos B,cosB, Ten 
| o+L£ı 


Für das Rotations-Ellipsoid ist: 


tangB, a tangB, _ u 


tans%, ce’ tangdı 

also: 
tangB, tangd, a € 
tang®, tangBı ec a 
tangd, tangBd, ca 
tareB, ehe 
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folglich nach obiger Formel: 


| sin2ZL, + sin2Z, 
co — sin D, si cos B, cos DB, — ua _— 
S Ogı nd,sinB, + 0 1 >sin (I, +L,) 3 


also, weil 


sin2L,+sin2L, =2sin(L, + L,) cos (Le a) 


ist: 


sin B,sin B, + cos B,cosB, cos(L,—L,) 
COS Ogı = 


sin B,sin B, +cosBy,cosB, cos(L, — L,). 


Dies ist aber ganz dieselbe Formel, welche die sphärische Tri- 
sonometrie für @g; im Falle der Kugel liefert, woraus man also 
sieht, dass diese sphärisch-trigonometrische Formel ganz in der- 
selben Weise für jedes Rotations-Ellipsoid gilt, und in ‘der wei- 
ter oben gegebenen Formel ihre Verallgemeinerung für jedes 
dreiaxige Ellipsoid findet. Ich muss mir, wie schon erinnert, 
vorbehalten, auf diesen Gegenstand in einer besonderen Abhand- 


lung zurückzukommen *). 


$. W. 


Wir wollen uns jetzt mit der folgenden Aufgabe beschäftigen: 


Aufgabe. 


Durch die Normalen zweier Punkte eines Ellipsoids 
seien zwei Ebenen gelegt; die Lage einer jeden die- 
ser Ebenen sei durch das Azimuth eines ihrer beiden 
von‘der Normale, durch welche die Ebene gelegt ist, 
ausgehenden Theile bestimmt: man soll den gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkt dieser beiden Ebe- 
nen und der Oberfläche des Ellipsoids bestimmen. 


*) Wären für einen der beiden betrachteten Punkte, etwa für den 
ersten, die Grössen Z,, B,, und demzufolge auch 2,, B,, bekannt, und 
ausserdem 2,, und ®,, durch irgend ein Verfahren gemessen oder über- 
haupt bestimmt worden; so würden sich aus dem Vorstehenden und aus 
$. 17. zwei Gleichungen entnehmen lassen, mittelst welcher sich für den 
anderen Punkt Z,, Zı und 2,, ®B, finden lassen, also dessen Lage auf 
dem Elltpsoid bestimmt werden kann. Die Auflösung der beiden in Rede 
stehenden Gleichungen würde aber nur auf dem Wege der Näherung 
ohne zu grosse Weitlänfigkeit möglich sein. 
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Bevor wir zur Lösung dieser Aufgabe schreiten können, müs- 


sen wir zuerst zeigen, wie aus zwei Gleichungen von der allge- 
meinen Form: 


95) 
A,cosucosv + B,sinucosv + C,sinv =D,, 
A, cosucosv + B, sinucosv + C,sinv—=D, 


die unbekannten Grössen u, v auf die eleganteste Weise bestimmt 
werden. 


Man setze der Kürze wegen: 
96) 
Ao = (AuBı —ByA,) Bo— (CA, —A9Cı) Co 
= Ao(AgAı + BoBı + CoCı) — Ar (Ag? + Bo? +02), 
B, Ir (BC, 7. CB) C Ea (AoBı 7 B,A,) A, 
=B,(A9Aı + BoBı + C,C,) — B, (Ao? + Bg? + 002), 
Co = (CA, I A,C,) A— (B,C, FR CoB,)Bo \ 
=(g(AgA, + BoBı + C5C1) — Cı (Ay? + Ba? + 092); 
97) 
Ay =(AoBı —BoA;) B, — (GA — AoC,) C 
=Ao(A,?+B,?+C,9 —A, (AoAı + BoBı + C9C}); 
B,’ ne (B,C, x CoB}) C, — (AoBı ger BoAı) A, 
=Bo(A,?+B,?+ 0,9) —Bı (AyAı + BoBı + C,C,); 
C' = (CoAı — A,C,) A, er, (B,C, 22) C,B}) B, 
=(9,(A,?+B1?+C,9—C, (AyA, + BoB, + C,Cı); 
98) 


= NV (A02 + Bo2+ 092) (A)2+ B12+ 0,9 — (AoAı + BoB, +C,C,)2; 
so ist, wie man sogleich übersieht: 
AuA, -} BoBo' + 0,6,’ — 0, 


AA,’ +B,B,’ +0,10)’ = 0; 
und: 


AuAı +5,81’ +C,C,’ = D2, 
A, Ay‘ + B, By -+ C Gy =— 12, 
22* 
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Setzen wir nun ferner: 


AD, — AN 
Ay = 22 
I 1 
a 0.Boı en 
Do CoD: , 
I Coi = Sn 10a w ’ 


so ist wegen der vorstehenden Relationen offenbar: 


AgAoı + BoBoı + CoCoı = Do; 
A,Ayı +BıBoı + C1Coı =D:- 


Ziehen wir diese Gleichungen von den beiden aufzulösenden Glei- 
chungen ab, so erhalten wir die Gleichungen: 


A, (cosucosv — Ayı) + Bo (sin cos» — By) + Co (sinv — Cy)=0, 
A, (coswcosv— Ayı) + Bı (sin ucosv— By) + ©, (sinv— Cy,)=0; 


und können also, wenn @ einen gewissen, noch unbestimmten 
Factor bezeichnet: 


cosuc0osv— Ayı = G@(B,C, — CB), 
sinu cos — By; = @ (CA, — A,Cı); 
sinv — Co; = G@(AoBı —BoA,) 
oder: 


cosucosvp = Ayı + G@ (B,C, — CoBı); 
sinucosv = By; + @(C,A,ı — A,C}); 
sin DZ Coi + G(A,Bı —B,A,) 
setzen. Weil nun: 
(cosucosv)? + (sinucosv)? + sinv—1 
und, wie sogleich erhellet: 
(BoC; — CoB;) Au’ + (CoAı —AoCı) Bo’ +(AoBı —B,A,) CH —=0, 
4 
(BoCı — OoB}) Ar’ + (C9A; — AoCı) Br’ +(AoBı —B9A,) CC,’ =0; 
also auch: 
(BoCı —CyB}) Adı + (C9Aı — AoCı) Bor + (AoBı —BoA 1) O4, =0 
ist; so ist offenbar: 
1=Aoı? 4 Boı? + 091249262, 


\ £ 
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also: 


100). .. . ee 


Zur Bestimmung der unbekannten Grössen u, v hat man nun 
aber nach dem Obigen unmittelbar die Formeln: 
sin® = Co + G(AoBı — B,A,); 
Ayı + @(BoCı —CoBı 


101)... bier hesc cosv 4 
. PR Boı + G(C9A, — A00,) 
TE er 2 u Ver 
cosv 
oder: 
| fang pa + @(C9A, — AoC;) 
> Aoı + @(BoCı - CoBı) 
sin® =3Ch, + G(AoBı TER B,A,) 
109)... . und 
a Ayı + @(BoCı — CoBı) 
cosu | 
_ Bor + @(CoA, — A001), 
gr sin 


Diese allgemeinen Formeln wollen wir jetzt zur Auflösung un- 
serer obigen Aufgabe anwenden. 


Die Coordinaten der beiden gegebenen Punkte des Ellipsoids 
seien: 


Lo = wcosL,cosdy, 27 =acosk,cosd,, 
103) | y =bsinf,cos%,, 7 = bsin f, cos, 
2, = csind,; z, =cCsind;; 
und die Coordinaten des gesuchten Punktes seien: 
2; = acosl, cosd,, 


Ya —bsin f, cosd,, 


Vman 

= 

Hann 

DZ 
mn 


2, = csind,; 


die beiden gegebenen Azimuthe bezeichnen wir respective durch 
205 und 2,5. Dann haben wir, um £,, %, zu bestimmen, in 
den obigen allgemeinen Formeln für Ay, Bo, Co, Do und A,, Bı 
C,, D, nach den in $. 16. gegebenen Entwickelungen die folgen- 
den Werthe: 
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105) 
Ao= cosd,(cosL,tang Bysin 2a + z sin £, sec By, cos Sn), 


b | 
Bo= cosd,(sinf,tang B, sin Iyg — cos £,.sec B, c0s 293) , 


C,=— sind, cot B, sin Reg; 


sin (Bu +%0) sin(B,— Bo) .. 
ROT in Be sin gg } 
D,= secB, | ; 
+ z — 2) sin, cos, cos By? cos og ( 
und: 


106) 
A,= cosd; (cost, tang B, sin 2,,+ z sin£, sec B, cos 82.) 


b 
B,= cosd%; (sinf, tang B, sin 2,08 £, secB, cos 2,,), 
C =—sind, cot B, sin 2,5, 


sin(3, +3,)sn(B, — 3) . 
( Zn 1 9 ) 


’ 


9 


D,= sec, { 
ee 
| ur & Er =) sin£, cos£, cos,?cos Sa 


und für vu, v respective £,, %, zu setzen. 


Man berechne nun die Hülfsgrössen @,, @,, ö, und G,, o,, ©, 
mittelst der Formeln: 


107) 
Au @, 605 8,0809, Bo= Gosin op 00589, G=Go5inde; 
A) = Gr cos 0, cosd,, B,=G,sino, cosd,, C, = G;sind;; 
wo Go, G, positiv genommen werden, so ist: 
Ao+Bo? +09? = Go, A?+B?+0?= 6; 
A,5A,+B,B, +C,C, = G,6G, !sin , sin ©, +cos (09 —-@1)C08 ByCosQ; |; 
oder, wenn wir, den Winkel 4,, zwischen 0 und 180° nehmend: 


108) cos6,, =sinö,sin ö, + cos(w, — @}) c0sÖ, cos, 
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setzen: 


AoA, + B,Bı + 6,C, — G,61 cos doı 5 
folglich: 


(Ao2+ Bo? + C92) (Aı?+B1?+C12) — (AoAı + BoBı + C9C, )? 
zZ Go G,?sin Og17> 
und daher nach dem Obigen: 
D— G,@ sin Oo1: 


Hieraus ergiebt sich ferner leicht: 


Au = — 6G,2G, (cos 0] C0S O, — C0S 0, C0S 0, COS Ayı); 
By,’ = — 6,76, (sin @, c0S 6, — sin @9 608 9, C0S Ay) » 
C, = — 6,26, (sin 6, — sin 89 c0S 0, ,) 


und: 

A,' = @,@,? (cos @, COS 0, — COS} €05 8; C08 dyı); 

B,' = @,61? (sin @, C0S ©, — Sin @j c0SG; €08 6, ,), 

C,' = 6,67? (sin 8, — sin 0, 608 6, ,)- 

Eben so leicht erhält man: 

AoB, — BoAı = — 6,6, sin (8, — @1)C0SW,COSW], 
B,C,—C,B, = 6,61 (sin @, cos, sin ®, — Sin @, SsinQ,cos dj), 
C,A, — A,C, = — 6,61 (605 @, COS @, SIN Od, — C0S @, SINW,Co8d,). 


Folglich ist: 
109) 


D 
« oO — u 
A, sin, ?= T, (COS © , COS, — C0S @| €08 0, C0S9, ,) 
D, = e 
+ G, (cos ©] C0S 0] — C08S @,C0S@, C0S9,,); 
D & 
. Oo . — 5 — 
B,  sin6,,°= Gy en @,C0SY, — Sin m; COSW, cos ®#,,) 
ö D, ° -— . —_— 
+ fan (sin ©, COS O0, — SiNn@,C0sS @, 6080, ,); 
: | 
D 
. o . — = 2 
C,,sin@, ‚= G, (sin ,— sin] 608, ,) 


D 
+ G, (sind, —sin®, c086,,); 
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oder: 


110) 
D, D 
A,ısin6,,>= cos COS, 7 Z— G c0S6,, 
1 


D, 
E08 0, C0S 0, ( — 6, C0Ssd,ı 


D, 
B,,sin6,,?= sin@, c0S0y G, - 1c0s6,, 
+sin o, cos, (2 RL 
GM 


1 


C,,sin0,,>= sind, (7 1. 
) 1 


Nach 99) ist: 
(Au?+B,,240,2)Di= (Ay? 4 B/240,72)D,2 
—2(Ag’ A,’ + Bo’Br’ + C0’C,)DoD, 
+(A0'? + Bo’?+ 0,2) D,2, 
und nach 96), 97), 98) ist, wie man leicht findet: 
A, ?+B,?+C,'?= (A)? + Bi? + 0,2) 08, 
Ao Aı'+Bo’B,’+09'C,'’ = (AyA, + BoB, +60.) D2, 
Ao?+Bo?+0,'?= (Ag? + Bo? + 0,922; 
also nach dem Vorhergehenden: 
(Au +B.,”+0,)2?= (A,?+B,2+0,2)D,? 
—2(AoAı + ByB, + C,C,) DD, 
+ (4024 Bg2+ 0,9 D;2, 
folglich: | 


D, „Do Dı D,\? 
(As, ?+B.1? +0,12) sin, ,? = 2) 25,6 086,,+(G°) 


ae 2 -2) c0836,17 + (04 te) sin 40,12, 
0 


s 111) 


D, D,\? D. , Dı\? 
Av 2+Boı +02=3$ (2 Er G, coset 30, Hate sec30, a 


5 


also: 
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L Setzt man jetzt: 
f 15), G,ı 


wen, Kr m) cosec30,ı 0.2 (7 + .): sec36,, 2, 


so ist nach dem Obigen offenbar: 


113) 


cos £, cos Bd, — A,ı + Goı (Sin @, cos D, Sin] — Sin 0, SiIN O9, COS OJ), 


sin £, cos 5, = Bj, — @oı (COS @, COS Gy Sin O, — COS @, SIN®,COSG,), 
sin Bd, — Co, — @oı Sin (@y — 81) COS @, COS G, 5 


also: 
114) 


sind, = Co — @oı Sin (@g — @)C0OSGJ, COS GT, 


Aoı + @oı (sin @y cos O, sin 8, — Sin @, SINOyCoS 1), 


cos, = 
AR cosdb, 

sing, — au @uı (008.0 608 Dysin D; — cos ai; sin Ogcos di) 
re cos, 


Durch die erste Formel wird das zwischen —90° und + 90° 
liegende %, vollkommen bestimmt; und die beiden letzten For- 
meln bestimmen das zwischen O0 und 360° liegende £, gleichfalls 
vollständig; durch die Formel: 


115) 


RT Boı — @oı (COS 0, cos O9, Sin 8; — COS @, SINGJCOS G}) 
D — En A 2 Eh 0 
an5*2— A, + Go (Sin ©, cos Og Sin D, — Sin © SIN Op COS Q}) 


allein wird £, nicht vollständig bestimmt. Dass es wegen des 
doppelten Zeichens von Gy, im Allgemeinen zwei® Auflösungen 
giebt, liegt ganz in der Natur der Sache. 


$. 21. 


Wir wenden uns jetzt zu einigen Untersuchungen über die 
Winkel, welche bei geodätischen Operationen gemessen werden, 
woran sich dann späterhin noch einige allgemeine Bemerkungen 
über solche Operationen überhaupt anschliessen werden. 


Zwei beliebige Punkte des Ellipsoids seien (2,9029) und (219121): 
Die Gleichung der Berührungsebene oder des Horizonts in dem 
Punkte (z9%020) ist: 
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110), ce, = zo) +8 2 (y— y)+3G—20) 0, 
und die Gleichungen der Normale in dem Punkte (z,Y12) sind: 
ya a PET Am ER dena 
Ei Yı a 
a? b2 c2 


oder, wenn wir: 


/ er 


"Ve)+@)+@) at ETC 
NO+@+@ 10) +@)+@)" 


22 


NaOH 


setzen, wo die oberen und unteren Zeichen sich auf den ausser- 
halb. und innerhalb des Ellipsoids liegenden Theil der Normale 
beziehen: 


118). . <cosß=+ 


cos Y sr — Re 


) 


STE ai 
cosc, cosß;, cosyı 


In dieser Normale nehmen wir nun einen beliebigen Punkt 
(u,c,w,) an, und bezeichnen dessen, jenachdem der Punkt (w,9,%,) 
in dem äusseren oder inneren Theile der Normale liegt, als posi- 
tiv oder negativ betrachtete Entfernung von dem Punkte (z1Y12,) 
durch E,; s® ist oflenbar, wenn wir von jetzt an die, Winkel 
&, Bj; Yı nur auf den äusseren Theil der Normale beziehen, also: 


120) 


je 


VHS” Va I NOROLO) 
ARD) 


cos = 


s - 
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setzen, in völliger Allgemeinheit: 
121) 
u = 4, + E,coso, % =yı +Ey,cosß,, W =z +Z, cos Y- 


Von dem Punkte (u,v,%,) fällen wir auf die Berührungsebene 
im Punkte (29%u29) ein Perpendikel, und bezeichnen dessen Fuss- 
punkt, nämlich die Projection des Punktes (u,v}w,) auf der in 
Rede stehenden ‚Berührungsebene, durch (z,’v,’wr’); die Glei- 
chungen dieses Perpendikels haben die Form: 


ru 9-0 mW, 
"c0sp cosyı cos. 


122) . 
wo nach den Lehren der analytischen Geometrie: 


123) cos = cosYy, = G03> co= 6% 


also: 


Torre) 


ist; die Gleichungen 122) sind: 


I U y—vı 3%, 


135) 2. Rn ne a en, 
und zur Bestimmung von 2’, ©)’, w,' haben wir nun die Glei 


chungen: 


TC / Y 2 
= (u -20)+%2 (0% — yo) + a (wı — 20) — 0, 


also: 
2” To IM + Yo LTE 2 Bush ‚0. 
126) u 446, a2 y. 9% +6, b2’ w; —w, +6, £2’ 
und folglich: 
x x 1: 
a u —20r+ G; + — Yyo+ @ı +5 3 (0, — +6 =, 


woraüs sich: 
Theil XL. h 23 
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To ae Pam 20) YWı 7% Hui yo). 20 er —29) 


+ 77a 7 


a ERNENET 


ergiebt, oder nach 121): 


N 


Lok —% (2, —%o) u IR el och (Zreosey+} jzcosßı +. eosBiageosn) 


OEOEZO) 


Die Formeln 126) können auch auf folgende Art geschrieben werden: 


er 
=rı+E,cosa4+G; Fr\ 
ER | AR 2’ =yı +Eıcosßı +6, 38» 


74 
RR | ‚URS 
wı Zi +E,cosy,+@ 2 9 


und gewähren in dieser Form die leichteste Bestimmung der Üoor- 
dinaten ı,', dv)’, w,’ der Projection des Punktes (u,%,%,) auf der 
das Ellipsoid in dem Punkte (z,%y020) berührenden Ebene. 


Die Gleichungen der Normale in dem Punkte (29%020) Sind: 


Bl ER A Ir 

130) ae are ae te DI ER 2) 
To Yo 0 
a? 62 02 


Durch diese Normale und den Punkt (219,21) legen wir eine 
Ebene, deren Gleichung: 


13)... he+-2)+ By) + GG —2)= 0 


sein mag; so ist: x 
X 2, 1 
dot} +% Bot a EZ N 
Aylzı —2o) + Bolyı —Yo) + Cola — 2%) =0 


woraus sich: 
132) 
Yo 20 re xo 
I= ga) 27%) Bo= aa -)T nal 20); 


X 
O= 72 (Yı — Yo) + 5 (2 —2o) 


mit Bezug auf Geodäsie. ' 341 


“ ergiebt. Die Gleichungen der Durchschnittslinie dieser Ebene mit 
der Berührugsebene in (29%020) Seien: 


& 20 II 977 Yo. 857.20 


COSpg COSY, COS 


wo sich 99, %o, %0 auf den durch den Punkt (219121) gehenden 
Theil der in Rede stehenden Ebene beziehen mögen; so ist: 


X Yo 20 
73605 9 + z2C0S%o ar 2 €08 fo =0, 
Ay C0S Yo E B,eceosywy + &eosy =V; 


z 
c0S 9, = Go £ , ae Bo)» 
133)...» cos Gy 40-26): 
an I: Bo — 58 Av): 


Nach 132) ist aber, wie man leicht findet, wenn der Kürze wegen: 


134) 


) +6) +6) | 


De p4 —2 KL 
N RS TER a, 


Au a-7) 


oz — %o) 
a? 


Yu nat ») +6) | 


n ja eo ol Yo „Han Yo 


—_ib. 


a? b? c? b2’ 


Zu= a (2) +) +(@) | 


2 ER) + ee Yo) + 29 er z0)| : 


gesetzt wird: 
Io c 20 B X 
b? 0 ec? => 01? 
20 To 
a“: Yoi: 


q 
= Bo- d=— Zu; 


n. 
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also: vr 
135) 
cs =— la Ay; cosy=— Go Yo, cos %ı =— @o' Zuı ; 
folglich: 


1 
ran 2: Ya2+ Zu? Zur 


und demnach: 


cos 9 = + er 7 A 
V Xy?+ For + Zu? 
Yoı 
13m 03 cwoh nee 
2 N Xo2+ Ya? + Zu? 
COSY = Zoı 


ir N Ay?+ Kor + Zu 


wo, wie man leicht findet, wenn der Kürze wegen: 


138)... Er=Y m ar Hm - Rt a” 
gesetzt. wird: 


139) on oa 8)aot. Xya?+ Fa? + Zu? 


OROKORSTIOHORON 


ce kdkarı x) +30 (yı— yolyı —Yo) 4 20 (21 a2]: 
ER! ei. c? 


ist. 

Bezeichnen wir die Bestimmungswinkel der von dem Punkte 
(20%0:0) nach der Projection (a,’v,’w,’) des Punktes (z,v,w,) ge- 
zogenen Geraden durch 99, Wo’, %0 ; und setzen der Kürze wegen: 

140). . Ey’ =V (u — 20) + (01 — yo)? + (wi — 20); 
so ist: 


I 1 
uU —%o Ö% —%Yo Wr na 
cos © == Er 7 >» vCcos 7 = an ». COS Yo == E, , 
ol 01 01 


also, weil nach 128), 129), 134), wenn der Kürze wegen noch: E 
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3 226080, +53 008 ßı + 0087) 
U En reger re ne Nah 
ODE % 


5 De 0 +3 p2 cosß, + 2 cos +2 cosyı) 
4) (Pu'=cosf, — ", 
BOLOHOEE 


20 (Yo Yo 20 
Po) (& cos 0 + b2 cos Pı + ce? cos n) 


ie ORONOE 


gesetzt wird: 


Ä, 
17%= EINTOSNTE ’ 
AEITIE 
Y, NT; 
er (a 2 ;+t£ı For‘: 
b? Tr c? 
FREI + E1Zor' 
BO% ») +(2) 
ist: 
E 
12 Bean, 0 Sr. X 
COS = By 01 > 
@)* »)+ Op 
E, f 
RER Bor ort aa Ra 
_E#ı 
pe. 2 dene 


u OHONOILZE 


Bezeichnen wir jetzt den Winkel, welchen die beiden durch 
die Winkel 99, Yos Xo und os Wo’ s X bestimmten Geraden mit 
einander einschliessen, durch W,,; so ist bekanntlich: 

sin Woı?=  (c0osQ9 608 %y — COS Yy COS 9’)? 
+ (cos, cos %o' — cos Yo COSYy)? 
+ (c0SY, COS p9 — C0S9g C08 9)”; 
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also nach 137) und 142) offenbar: 


E ı 2 
(Fsin Wa.) 
_ Aa t 0 — For Aoı + Yoı Zoı = Zoı For)? + Zei Aoı 1 5 Zoı )? ar 
Ay? + Foı?+ Zoı? 
oder: 
Eoi . \ I 2.’ 0) 
5, sin Wu) —(Foı' c0s 9 — Ayı' COSYy) 
+ (Zor' cos Y% — For’ 608%)? + (Aoyı' 608% — Zoı' 05 90)?; 
und folglich, weil 
& Yy z 
„2c0s 90 + ja cos YoH „3608 % — Hr 
also nach 141): 
Kan cos @9 + For’ 08 Yo + Zur’ COS %a 


= C08S@, C0Spg + cosß, cosYyy + COSY, Cosy, 


ist, nach einer bekannten algebraischen Relation: 


E 2 
(Fein W 
—= N ?+ Yor + Zur — (coso, cospy+cosPß, cosW,+ COS Y; C08%9)2; 
woraus sich nach 14]l) ferner leicht: 


143) 


Lo Yo 20 5 
—,c0S0, +75 c0S —, COS 
Es‘, (& ıT 52 At 02 Yı 


ie arTcr:) 


— (C0S0, COS Py +Cos Pf} COSY, + COS Y,C0S%,)2, 


oder nach 120): 


144) EEE (7 — sin War) 


rar br ae hole 


BOTONORHOREFRE 


— (cosa, c0Ss9, + cosP, cos%y, + C0sY, Cosyu)? 


. ergiebt. 


’ 
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Nach 120) ung 137) ist: 


145) ...008%C0Spp +eosfj CoSsYg + cos y Cosyy 


It Yıtz 2 Zoı 


Y 3) +(%) +(&) VRR 


wo nach 134): 


SR HERE Kor sd Pa ta „a Zuı 


& ja eo nie), et SIE ) + 2) +( 2): 


Ir 2) + Re ee zo ( + a + 
und 
147) Edi u 0,8 Ay? + ra > -} Zu” 


ORION 


er YolyıYo) _ gel — ge 
{ a? b? 


ist. 


Für die Kugel, nänlich für a eb =ce=r ist: 


(4 vo +) 
BIORORE % 2, DEOr 


(zo2ı + YoYı + 2021 — (Za2ı +909 7 203)” 
(20? +%Y02 -H 202) Sn 2 2,7 r* 


Ferner ist: 


7 2 rt — (202, +3 + 2.2)? 
Ya + 4 Ya + Zu = N EN 


und, weil 
Er?=(Ü - ao) H+yı Yo) + a)? =2tr?— (a8, +yoyı tz)! 


ist, wie man leicht findet: 
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Ay? + For? + Zei? | 
= nn 490% + 20)] [er + Yoyı =] 2 
= j 
) 


r? 


u 


_ 4 Pe @orı + Yoyı 42021) 7° + @o2ı + yoyı + 3041) 


2" r? r? 


— (202% 4 YoYyı + 2021 Jr 
A Scan, ME a MH) € 3 
y6 


also offenbar: 
(cos cospo + cos} cosYy + COS, C0S%)? 


— (221 +3 YoYı 7 202 + 2021 ’% 


r4 


Daher ist nach dem Obigen: 


Eoı' 


E sın Wei) = 0, sin Wo = 0; 


wie es im Falle der Kugel sein muss. 


Es ist bemerkenswerth, dass der für 


N a Nie 
(FE sin Wa) h 


oben gefundene Ausdruck 144) gar nicht von den Coordinaten 
U > %ı, wi, sondern bloss von zX,, %0, 2, und 2, Yı, 21; also 
bloss von der Lage der Punkte (z,y,2,) und (@Y123) auf dem 
Ellipsoid abhängt. 


IND 


2. 


N”, 


Dem im vorhergehenden Paragraphen entwickelten Ausdrucke 


von 
2 
(Fi sin W . 


wollen wir jetzt eine andere Form geben. 


Nach einem bekannten une ist: 


DROKORORNORO) 
-@9 22) 


Zr % 
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20 Yı _Y0 Iı\' , (% 4% Yı\° 
a2 02a) Flyer c2' 02, + 


a? b? b2 a? 
+ N u Ta 3) 
b? c? c? b 


- EIETERNEN 


en) + Yo —Y%o) et 
b* 


Ferner ist: 


nz + + 
=(@ a) +(% 2) +(@) ae NR 0, ol =20) 


c* 
| A 


ge u, HI) 4 2 aaolr ® ( 2) + 2) N (3 
c 


_ SEolaı — 20) 


a? c? a* urn 


LETTER 


_,% (2 — 20) + Yo nn — Yo) A hyms 20 (21 — 20) { 


a? a DIiyT 


ae Yo) „at (Zfı 4% YoYı 4 +4) 


9 (a 20) + 3% so) Yo) 40 (zı —20) l 


? a® c* 


Setzen wir nun: 


= I :,W'2 


—— sin Wan) m Pi pr’ 


“wo die Bedeutung von U, V und U’, V’ aus den Gleichungen 
des vorhergehenden Paragraphen von selbst erhellen wird, und 
führen der Kürze wegen die folgenden Bezeiehnungen ein: 


23* 
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NEN GEN? e\* /yoN\? Ola! 
4=(7) 5 +65) +) 
=) @)4G) &) +6) @): 
A=(}) er +(5) (%) Tan DE 


EEE 
JEDEN) 
ne ee 


ie) 


ER A ud 2 eek e\” Y% YıYo 2) EL 
=(2). 2. c +(5) %- C +(C "ce c 


2 EN 


so ist, wie man leicht findet: 


AU =U =AB-BB,.. 

eV Er Mean 

PU =SU HC BR, 
AaV?—-V?= AA (GD—- CC); 


und daher nach dem Obigen: 


Eoı' . er U, U, 
E, Wi) — 12 FEAR 


wo in Bezug auf die Grössen: 
7 mo 7 YirYoY)od 20 
Car"; cn’ c 
die Grössen: 
U, #5; U’, A 
respective von der | 
2ten, Oten; Aten, Iten 


Ordnung sind, so dass also in Bezug auf dieselben Grössen 


’ 
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Ear‘ .. 2 
(Zi sin Wu) 


von der zweiten Ordnung ist. 


Denken wir uns nun in den vorstehenden Formeln überall: 


€ c 
er rg KEh 
c c 


gesetzt, und alle Grössen nach Potenzen und Produeten von 
Bee 1: 
a c 


entwickelt; so wird man offenbar setzen können: 


U, = P, +P;,, 
Y, =P’ +Pi'; 
U”’=9,+%; j 


Kr= 9’ al Q3'; 
wo die Grössen 
P,; Bar; Q Q, 


von 


nicht abhängen, und in Bezug auf 


a Yı Yo 2, 70% 
On , 
c c c 


respective von der 
ten, Oten; Aten, 2ten 
Ordnung sind; die Grössen 
P;, Pı'5 8: & 
sind dagegen in Bezug auf die Grössen 


%, —%  Yı,do 21 29, 1 
an, Aa, Er 


—, 


c € C 
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respective von der 
sten, Iten; Ödten, 3ten 
Ordnung. Nach dem Obigen ist: 
EN e, Pt +9 
(Bi Wa) SB 
_Pı__ % ‚PaP—Pı'P _ %Q9—85'Q;, 


PT PKPIF ENT O0 +0) 
wo aber nach dem Obigen und dem vorhergehenden Paragraphen 
offenbar: 


aa u 
De 
also 
(Zei sin W ) Bu PRPR—P'P, 88 — 
Er u, IRB + DPI) WOTO ee 
und daher 
(7 sin Wa). 
in Bezug auf 
90 LION LEERE 22. Da 
c 2 c a 6 c 


offenbar eine Grösse der dritten Ordnung ist. Bezeichnen wir 
diese Grösse durch S,, so ist also: 


Er RE ER E, \2 
9 sın Wu) Ba 855 sın Woi? == (2) 8: 


Bezeichnen wir die Entfernung des Punktes (2,0%) von dem 
Punkte (29%920) durch &,,, und den Neigungswinkel der von 
(20%Y020) nach (u,%,%w,) gezogenen Geraden gegen die Berührungs- 
ebene in dem Punkte (29%02,) oder den Horizont von (2oYyo%0) 
durch ;; so ist oflenbar: 


E r 

Eu’ = &ı.c0si, u ai saei; 
oı = Y%oı- ’ 7 = ’ 

Eoı Eyı 

also: 
A E,\? ; 
148). ee re SH Wr (gi . 8, seci. 
o1 


Weil 
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cos Wyı =1—2sin4 Wo? 

ist, und, wenn W,, Sehr klein ist, näherungsweise 

E, \? 
sin3 Woı = %sin Wu), sinz Wo? = (&) .Sz seci 

Fo 

gesetzt werden kann;: so ist: 

ee Wa =1-2(5g:-) IS ERER. 
01 
woraus man sieht, dass der Cosinus von Wo, von der Ein- 


heit nur um eine Grösse unterschieden ist, welche in 
Bezug auf die Grössen: 


FE. 4a ch A—H. € NT 
En Tan Ed Tre 7 ae 
2Eo1 C c c a b’ c 


von der fünften Ordnung ist. 


Ich habe hier diesen Satz, welchen ich für wichtig halte, 
in aller Strenge für das allgemeine dreiaxige Ellipsoid zu bewei- 
sen gesucht, und alle Formeln im Obigen so weit entwickelt, 
dass alle Fragen, die sich bei diesem Gegenstande noch darbie- 
ten könnten, die ich aber der Kürze wegen jetzt hier unerörtert 
lasse, ohne Schwierigkeit heantwortet werden können. 


$. 23. 
Schlussbemerkung. 


Aus dem im vorhergehenden Paragraphen bewiesenen Satze 
erhellet unmittelbar Folgendes. 


Wenn (20%020)> (XıYı2ı), (22Y222) drei Punkte auf der Ober- 
fläche eines beliebigen Ellipsoids sind, welche wir der Kürze 
wegen durch A,, A, Ag bezeichnen wollen, und in dem Punkte 


A, der Winkel 4,4942 geodätisch, d.h. nach dem bei geo- 
dätischen Operationen gebräuchlichen, aus der Geodäsie allge- 
mein bekannten Verfahren, gemessen wird; so ist dieser geodä- 
tisch gemessene Winkel von dem Winkel, welchen die beiden 
von der Normale des Punktes A, ausgehenden und durch die 
“Punkte A,, A, gelegten Ebenen mit einander einschliessen, oder 
dieser Winkel von jenem geodätisch gemessenen Winkel A} Ay4», 
unter der Voraussetzung, dass die Grössen: 
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c [6 
1—--, 1-;, 1—- 
a b’ c 
Ei UN et o Yı zz 30 17.9 
2E} c c c 
Ey le Lo Yezyoman 
LE 12 c C c 


der Null sehr nahe kommen, so dass also namentlich auch die 
Lage der Punkte A,, A, von der Lage des Punktes A, auf- 
dem Ellipsoid verhältnissmässig nur sehr wenig verschieden ist, 
nur um Grössen unterschieden, die so klein sind, dass sie sich 
auch bei geodätischen Operationen, die gewöhnlich’ grosse ge-- 
nannt werden, ohne merklichen Fehler werden vernachlässigen 
lassen. Dies berechtigt uns, die folgende Definition aufzustellen: 


Erklärung. 


Der, wenn Ay; A), A, drei Punkte auf der Ober- 
fläche eines beliebigen Ellipsoids sind, in dem Punkte 
A, geodätisch gemessene Winkel A,A,4a ist der Win- 
kel, welchen die beiden von der Normale des Punktes 
A, ausgehenden, durch die Punkte A,, A, gelegten 
Ebenen mit einander einschliessen. 


Dieser letztere Winkel soll daher auch im Folgenden immet 


nur unter dem Winkel A, A,4Aa verstanden werden. 


Bei jeder geodätischen Operation muss man, theoretisch ge- 
nommen, von zwei ihrer Lage auf dem Ellipsoid nach gegebenen 
Punkten A,, 4ı ausgehen, welche die Grundlage der ganzen Mes- 
sung bilden. Nach den im Obigen ($.17. und $. 19.) entwickel- 
ten Formeln kann man dann die Azimuthe in A, nach A, und in 
A, nach A,, welche wir respective durch 2,, und 2,, bezeich- 
nen wollen, ohne alle Zweideutiskeit berechnen. Wenn nun A, 
ein dritter Punkt des Ellipsoids ist, so wird man sich, um dessen 
Lage zu bestimmen, nach A, und A, begeben, und in diesen 


Punkten die beiden Winkel A)AyAs und 4AyA}Az messen, aus 
denen sich dann, wie sogleich in die Augen fällt, mittelst der 
bekannten Azimuthe 2, und 2,, die Azimuthe in A, nach A, 
und in A, nach A,, die wir respective durch 2,5 und 82,5 be- 
zeichnen wollen, leicht herleiten lassen, wodurch wir nun’ zur 
Kenntniss aller Data gelangt sind, deren wir bedürfen, um mittelst 
der in $. 20. entwickelten Formein die Lage des Punktes A, auf 
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dem Ellipsoid bestimmen zu können. Dass man aber hierauf‘ 
ferner von den jetzt bekannten Punkten A,, A, und A), A, ganz 
auf dieselbe Weise, wie vorher von A, und A,, ausgehen kann, 
um darauf die Bestimmung der Lage neuer Punkte zu gründen, 
versteht sich von selbst und bedarf einer weiteren Erläuterung nicht. 


Hiedurch ist die ganze Geodäsie in ihrem geometrischen 
Theile vollständig erledigt, wobei ich nur bitte, den Zweck der 
vorliegenden Abhandlung, welcher zunächst ein durchaus theore- 
tischer ist, stets vor Augen zu behalten und denselben nicht zu 
übersehen. -Ich bin aber der Meinung, dass derjenige, welcher 
eine Wissenschaft von praktischer Natur studirt, sich vor allen 
Dingen eine ganz strenge, zugleich möglichst allgemein gehaltene 
theoretische Kenntniss derselben verschaffen muss, von einem 
Standpunkte aus, der hoch genug ist, um mit freiem Blick die 
sanze Wissenschaft in ihrer Totalität überschauen zu können. 
Das Weitere wird sich hieran in allen Fällen dann schon ohne 
Schwierigkeit anschliessen lassen. 


Eine sich jetzt. von selbst aufdrängende Frage ist nun aber 
die, wie man sich die Kenntniss der Lage der beiden. vorher 
durch A, und A, bezeichneten Punkte, auf welche die ganze 
geodätische Messung im Allgemeinen zu gründen ist, zu ver- 
schaffen hat. Die Beantwortung dieser Frage, welche wenigstens 
zum Theil gar nicht in das Gebiet der Geodäsie, sondern in das 
der Astronomie gehört, liegt jedoch für jetzt nicht im Zwecke 
dieser Abhandlung. Entweder kann man die Lage beider Punkte 
A, und A, astronomisch bestimmen, oder, was das gewöhnlichere 
Verfahren ist, die Lage des einen astronomisch ermitteln und 
daraus die Lage des anderen durch gewisse, wenigstens theil- 
weise geodätische Operationen ableiten, was weiter zu erläutern 
“ jetzt aber gleichfalls nicht in meiner Absicht liegt, wenn auch die 
dazu erforderlichen theoretischen Grundlagen sich ganz aus der 
vorliegenden Abhandlung entnehmen lassen würden”). 


Zum Schluss will ich endlich nur noch ganz in der Kürze 
bemerken, dass, wenn man bei geodätischen Operationen die 
Erde wirklich als ein allgemeines dreiaxiges Ellipsoid betrachten 
wollte, daraus noch verschiedene, von mir keineswegs über- 
sehene und unbeachtet gelassene praktische Schwierigkeiten 
entstehen würden, welche, um theoretisch zu sprechen, darin 
ihren hauptsächlichsten Grund haben, dass bei dem Rotations- 
_Ellipsoid die Lage der beiden auf einander senkrechten Axen der 


*) M. s. die Note auf 8.330. 


\ 
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x und y in der auf der Rotations-Axe im Mittelpunkte des Ellip- 
-soids senkrecht stehenden Ebene eine an sich ganz willkühr- 
liche ist, wogegen in der im Obigen überall zu Grunde liegenden 


Gleichung 
x 2 Y 2 z 2 vo 
+) + 


des allgemeinen dreiaxigen Ellipsoids die Lage der drei Axen 
eine ganz bestimmte ist, über die sich in keiner Weise willkühr- 
lich verfügen lässt. Das Weitere hierüber gehört aber nicht in 
diese vorzugsweise einen allgemeinen theoretischen Zweck ver- 
folgende, und aus diesem Gesichtspunkte zunächst zu beurthei- 
lende Abhandlung, in der ich namentlich die verschiedenen merk- 
würdigen analytischen Ausdrücke und allgemeinen Sätze, besonders 
auch im Betrefl der grössten und kleinsten Krümmungshalbmesser, 
der arithmetischen Mittel zwischen allen Krümmungshalbmessern 
und allen reciproken Krümmungshalbmessern der Normalschnitte, 
der Entwiekelung und Feststellung des eigentlichen Begrifis eines 
geodätisch gemessenen Winkels, u. s. w. nicht unbeachtet zu 
lassen bitte. 
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XXII. 
Ueber bestimmte Integrale. 


(Fortsetzung von Thl. XXXIX. Nr. XXX.) 
Von 


Herrn Dr. L. Oettinger, 


Grossherzoglich Badischem Hofrathe und ordentlichem Professor der 
Mathematik an der Universität zu Freiburg i. B. 


IV. 


$. 46, 


In der folgenden Untersuchung gehen wir von folgenden zwei 
bekannten Sätzen aus: 


1) 


Int g-r 
# zm-u1— ar) r Ig20a 


1 ER 1 »„m—1 u 
par amUl—ar) tr if EZ Ir, 


0) 


2) 
1 zı ıı 
“ m.lp te! 


Den ersten hat Euler (Integr. Rechn. Bd.IV. S.162) auf- 

gestellt. Der zweite lässt sich leicht durch die bekannte Inte- 

grationsmethode entwickeln und findet sich unter andern auch in 
Theil XL, 24 
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meiner Theorie der analytischen Fakultäten $.33. S. 170. 
Er ist hier in der Form aufgestellt, die sich am hbequemsten zur 
Anwendung eignet. 


Setzt man r statt p und I statt n in Nr.2) und führt 


diess in Nr. 1) ein, so erhält man: 


d) 

N A a Pre: 
| ] gr RR, da ae 
eü am-1— ur) r Bar — ee, ZZ E 

Fe | AR 
4 multi e 


Die Grössen m, g und r sind von einander unabhängig. Bringt 
man sie in bestimmten Zusammenhang, so führen sie zu einer 
Reihe neuer Sätze und'Anwendungen. Die Gleichung Nr. 3) lässt 
sich in eine zur Anwendung bequemere Form bringen. Schreibt 
man rm+p statt m, so geht sie in folgende über: 


1 IR, 
ya zrmtp—1U1— ar) Tr Iga20dx 
0 
p g—-r 
H% a Irre 11 Ye zur Ka Ndz 
N Eee 1777 Ten 


xr mıPtIr 
(rm+p).1 Lg: 


Trennt man die Fakultäten mit gebrochenen Exponenten, so 
entsteht: 


Pam etpmir 


rm N 


ee N a N 
r ”” 


Führt man diese Werthe ein, so geht die vorstehende Gleichung 
in folgende über: 


4) 


1 gI-r 
f armtp-Ul—ar) 7 lexdz 


0 


R der 
(r-+pJmır. 17.1 f U zrmtp-Uz20 = 1)dr 
Sinandad alb. don Arkeerigief al oe a 

amtp pt" r.in ..° 
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Hierin kann » die Werthe 1, 2, 3....r durchlaufen. Wird 
p=1t, so geht obige Gleichung in eine Einfachere Form über und 
man erhält: 


1 gr 
N zmt u] — ar) Tr Ilgzdr 


0 


Nr 


ie Ih Iı,]r f" ut Ua — Oz 
, ar —1 


nen 
(rm+r).1 Ran. 40 


IE 
Stösst man nun 1 7 aus Zähler und Nenner aus, so entsteht: 


5) 


ı et; 
fi amt—u]—ar) Tr Ig20dx 


10] 


ym+l]|r f 1 zrm+r—1(29—1)0x 


7 (rm r).gmttir z—1 


ymir F I grm4r—Ug20 — 10x 


Tan gm+iir ar—] 
o 


Euler hat sich. a. a. ©. mit Auffindung der hierher gehörigen 
Sätze beschäftigt, wurde aber häufig auf transcendente Grössen 
geführt, die ihm nicht darstellbar waren, weswegen er die weitere 
Durehführung dieses Gegenstandes unterliess. Die Fortschritte 
der Wissenschaft haben diese Schranke entfernt. Die Untersu- 
chung dieser Integrale soll daher hier fortgeführt werden, wo 
sie Euler verlassen hat. 


In diesen Gleichungen erscheint das Binomium mit einem 
gebrochenen Exponenten. Diese Beschränkung lässt sich leicht 
entfernen, wenn man (g+1)r stätt q setzt. Die Gleichung Nr. 3) 
geht dann in folgende über: 


1 ag ı 47 — 
Y zr41 — ar)slg20r ulE >. fe am ur nz 0%: 


E RT A 


Nun ist: 
24* 
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1 4ria= 
a N si 5 ad. 
cr—1 


0 


1 
= Y (arıtm-1 + zrıtmt1,,.,. zahl 4 zm-Ydr 
0 k 


RICO RE. 208 

Na FÜR TR ER er 
Durch Einführung dieses Werthes entsteht nach den nöthigen 
Reductionen: 


6) 


ralr 


1 1. 5 1 BETEN | 
f anlage ta ea al.) 


6. 47. 


Diese Gleichungen lassen eine Menge Anwendungen zu. Am 
einfachsten ergeben sich die aus Nr.6) $.46., von denen wir 
einige hervorheben. Setzt man r=1], 2, 3...., so erhält man: 


) 


1 Isıı 1 1 1 
u am] — z)ılg20x = m (Etage) 


o 


1 2712 /1 1 1 
a en (a Eee 
1 3713 -/1 1 ide | 
m—-1(1 — x’)elexd mn; et 7) 
u. Ss. W. 


Fürrm=1l undr=1l, 2, 3 entsteht: 
2) 


1 1 1 
1—z)al = —_ ih 

HN (1—z)1lg2dr ri dtsttt... 777) 
28 1 ‚ea, 2,...9+12 
OEL 0043.2.3.2..0 788 


2 Selen 912 Kerr, 1 | 
Jagen 
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| v N 3713 tn, 1 
m (1—x Mrd = altätzt... 3,1 


en TE ee er Er Ve Tat er ee TR EL ee _} EL Ber SCH WERE’ SEE Ser WE \ 


1 rılr 1 
| f (l-ar)lgz02 =— rd4 tat rl 
u. Ss. w. | 
Aus der ersten Form von Nr. 2) ergeben sich folgende Integrale: 
3) 


1 | 3 
f (1— z)lgz20x =— 7. 
1 11 
J A1—2)?1g292 =— 75 
ai (1—-z)lg2e02r =— 18 


137 
Sf (1-z)tlga02 =— 300°’ 


0 
u. S. ‚w 


Setzt man m=2, 9=0, 1, 2, .... in der ersten Form von Nr. ]), 
so ergeben sich folgende: 


4) 
4 1 
S ei8202 =-7: 
0 
5 
zl— z)Igz0x = 
1 13 
f z(1— 2)?lga02 =— 174° 


o 


ı 
f al — z)lg20r = — Bu » 


1 29 
zl— z)lgrdr = — 500° 


uU. 8. W. 
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Eine andere als die in Nr.6) $.46. erhaltene Darstellung 'be- 
kommt man für die‘ Auswerthung der hier aufgestellten Integrale, 
aus $. 2l. Nr. I) und 2), wenn man dort r—=1, m statt p, r statt 
gq und g statt n schreibt. Es entsteht: 


5) 


1 l 1 | 1 
Eh am-Ul — ar)lgede = — (> g my4r®t (emp o) 
| 
= (—)rH1, Pak 'm2’ 


wenn r die Zunahme des Unterschiedes bedeutet. Der Inhalt 
dieser Gleichung und der in Nr. 6) $. 46. angegebenen ist derselbe, 
wie man sich leicht aus der Vergleichung einzelner Fälle über- 
zeugen kann. Diese Vergleichung führt zu folgender bemerkens- 


1 
werthen Beziehung zwischen dem Unterschiede von za u und den 


Gliedern der harmonischen Reihe bei der Zunahme r: 
6) 


1,8% (9) N 
a he es. 2 RT A se 


rear 1 1 
ra en +r te 


Zugleich zeigt sich hieraus, dass die Gleichung Nr. 6) $. 46. zur 
Werthberechnung der fraglichen Integrale viel bequemer ist, als 
die Gleichung Nr. 5) dieses Paragraphen: 


$. 48. 


Die in $. 46. aufgestellten Gleichungen führen Igz nur in der 
ersten Potenz, während die in $. 21. angegebenen Igx in den hö- 
hern Potenzen führen. Diese Beschränkung und die vorhin ge- 
machte Bemerkung veranlasst, die in $. 46. aufgestellten Integrale 
auch auf die höhern Potenzen von Ig2 auszudehnen. Diesen 
Zweck erreicht man auf folgende Weise. 


Setzt man, da es sich vorerst um das Binomium mit einem 
ganzen Exponenten handelt, (g+1)r statt r in Nr. 1) $.46., so 
entsteht: 
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1) 
1 
Hi zm-4U1 — ar)ılgzdx 


1 1 „m-ı +4r _ 
=—/ amt ante [ Seibel 
0 {) j 


Trennt man nun die Ausdrücke auf der rechten Seite und schreibt 
der Kürze wegen: 


2) 
1 
f zm-UWl— ar)0ı = X, 
3) 
Je a=r. 
4) 


1 
zm-4]— ar)ılgedr = M; 


so hat man aus Nr. ]): 
5) - 
M=—ÄX.Y. 


Wird nun der Ausdrnck M nach m differenzirt und durch dm 
getheilt, so ergeben sich folgende Formen: 


6) 
= = zum U] — ar)a(llg 2)202 :: 
2 1 
Di af zm-U1 — ar)a(lgz)%08 ; 
3 1 
a = an] — ar)algx)t0z ; 


BE SEEN TE Aa Lietahaı Ne Hieı to ,» ige. >10 2 10, 2 ejZ,® 


ön-ı 9 1 
am amd engere. 


Wird auch die Gleichung Nr.2) nach m iferenzil so er- 
hält man folgende Resultate: 
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N 
1 
2 == f an-Ul —ar)ılgzdz, 


2 1 
an en zm-U1— ar)a(lgx)20x 


e Mip Ta Si wien ne ae 0 au a 


(dm)n = i zm-i] er zr)alg z)"dx- 


Aus Nr. 6) und 7) erhält man: 
9) 
am _ 0X 
(Om)r1 "(Om)" 
Hieraus und aus Nr.5) folgt: 
9) 


Diese Gleichung lässt sich auch aus Nr. 1) und 5) und der ersten 
Form von Nr.7) ableiten. 


Wird nun auch die Gleichung Nr. 5) wiederholt nach m dif- 


ferenzirt, so ergiekt sich: 


oM 0X or 
im In An 


und hieraus, wenn der Werth für e aus Nr. 9) eingeführt wird: 


10) 
1 
m/f ag are = rn I, 


0 


Wird nun bei fortgesetzter Differenziation nach m jeweils der 
Werth für = aus Nr. 9) eingeführt, so oft er erscheint, so er- 


geben sich folgende Darstellungen: 
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1) 
0?2M = r. &%2Y 
m ri zul ange) = ur N, 
u = ih 5 zu] — ar)algx)%0z y 


o 


PaY „FO ‚rar or 
ae 3 Gene mel? 


4 1 
a —E am] —ar)i(lgz)0r 
o 


ysay Y2er .YoYr.ory 
= 27010 +10 


Yo°Y Kiki ge 0?Y 


a ta 
5 1 
ini = zum] — zr)a(llg z)60x 
7 un Y:3092Y -F20Y.or Y20°Y 


YroY.o2Y oY.or.orY Yo®rY 
Bu 7) Lehe 77 RAT 


oY.o>Y 0?Y.92F 0o°Y 
(im I Te — (Am)5)’ 


U. S. w. 


— 60 


Hayes 


Das Gesetz, welches diesen Gebilden zu Grunde liegt, ist 
mit einigen Abänderungen dasselbe, welches von der Darstellung 
der höhern Differenziale der Functionen von Functionen gilt, und 
welches ich in einer Abhandlung hierüber (Freiburg 1846) entwickelt 
habe. Die in den Klammern eingeschlossenen Glieder sind aus 
den Potenzen und den Diflerenzialen von F zusammengesetzt. 
Sie bilden die Gruppen der Verbindungen mit Wiederholungen 
aus so viel Elementen, als der Exponent von Igx angibt, und 
zu der gleichen Summen und zwar aus so viel Classen, als die- 
ser Exponent Einheiten enthält. 


Sollen nun die Glieder des Integrals, welches (lgx)$ führt, 
gebildet werden, so hat man die Gruppen der Verbindungen mit 
Wiederholungen zur Summe 6 aus der 6ten, öten, Aten,‘äten, 
2ten, lten Classe aus sechs Elementen zu bilden. Sie sind: 
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12) 
' . —— 
C'(s6; a, Gy .... 46) = Q10,,Q1Q1Q, , 
Ü'(s6; a; Q9 ....Ag)° = A1Q,Qıd1Qg, 
N: A 
C'(s6; (> As» ig) — a,0,4,Q3 
Q,Q,AgQ5, 
a, Aydz 
C'(s6; a), Qy ....0)? = a1u, 
dgl 
a3a3, 


- OHs65 01 &s ou Ge) eg 


or 


Das Element a, deutet auf Y = my’ .Qg auf Ei az auf 


2 sy 4 5 
at 2 2. On Aus der Dar- 


(dm)? a, auf (dm)3} a, auf (dm)a} 96 auf (Om)E' 
stellung Nr. Il) erhält man daher zur Bestimmung von 


f 3 an] —zr)a(lgr)0r 


folgende in der Klammer erscheinende Glieder: 
13) 
„Kar rer Yeor.oy vor Ber 
Ä om (Om)? (dm)? ° (0m)3 ’ (Om)? 
Br.or.or rar oror rer 0 


(im)d  ’ (dm)a’ Kom)? ” (dm) ’ (dm)6' 


Dasselbe gilt bei jedem andern Exponenten von Igz. 


Das Gesetz, wornach die Vorzahlen dieser Glieder zu bilden 
sind, hängt von den Exponenten von F und denen der Difieren- 
ziale ab. Die gemeinschaftliche Vorzahl aller Glieder ist die so 
vielte um 1 steigende Fakultät von 1 als der Exponent von Igx 
Einheiten enthält. Im vorliegenden Falle ist diese 1.2.3....6 
BEI 


Diese Fakultät muss durch die so vielte. Faktorielle von 1 
getheilt werden als der Exponent von F anzeigt, ferner durch 
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Faktoriellen von 1, die einen Faktor mehr haben als der Expo- 
nent des Differenzials oder der Differenziale von Y anzeigt. Kom- 
men gleiche Differenzial-Exponenten vor, so muss noch eine 
Faktorielle von so viel Factoren zutreten, als gleiche Exponenten 
vorhanden sind. 


Die Zeichen der Glieder richten sich nach dem, oder den 
Exponenten der Differenziale. Jede Einheit deutet auf ein nega- 
tives Zeichen. Hiernach erhalten die Glieder in Nr. 15) folgende 
Vorzahlen und Zeichen: 


14) 


66 ] Tips 66 |—1 Y*oY 651 —1 Y 392 Y 
1612. °. — jera,22lE) Om 1 le12,1B11° (dm)? 


661-1 yay.or 6i-ı pay 
LE CYEW CIE CIE IE (Om)? 12112, ]#11° (dm)? 
nei z17=,Yo0Y.02r 6811 or.orY.or 
1213,71 1° (öm)s 1212,7211,.71211,7511° (dm)? 
BPIRENEOTT a Er 2 KT 661-1 GER. E 
+ Tot (omya # jet. jata' oma + sin geri.geti' (em 
661-1. 97 


—TeIT ' (im) 


Mit allen Gliedern tritt X in Verbindung. Diese Darstellung fällt 
mit der in Nr. 11) gegebenen zusammen. 


Nach $. 46. ist: 


y Yan an le 


u 1 L I a 
37 "mH+gr  "9mH+ur 


Hieraus erhält man durch wiederholte Differenziation nach m: 


15) 
or Br ar 1 q 1 \ 
027 ER RE, kw. q 1 


ame) a ae 
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8X a rt — L 
Om) x TI I 2% = —1.2.3. Ye 


da, 0. 0,0. de, WEITE He, oe Tal a 20 X,o._ ko. © ©,’ 0,0 0 ©, ZUBE u EZ Te Er 


ony 1 zett—1 u 1 
al ST dearle= ra en 


$. 49. 


Bei Auffindung der in $. 48. aufgestellten Gleichungen wurde 
Nr. 6) $. 46. zu Grunde gelegt, worin der Exponent des Binomiums 
(1—a’T) eine ganze Zahl ist. Sämmtliche Gleichungen gelten 
jedoch auch, wenn der Exponent eine gebrochene Zahl ist, und 
man hat im Falle der Anwendug für X und F,die entsprechen- 
‚. den Werthe aus Nr. ]), 3), 4) und 5) $. 46. einzuführen. 


Setzt man nun die in 15) $. 48. aufgefundenen Wertbe in 
Nr. 11) und 12) ein und bemerkt, dass nach $. 46. 


Jain rılr 
Bi -1/]._._,r ER 
= zm-i(] arte =" a Hr 


ist, so erhält man sofort: 


l) 
1 \ 
e zum] — zr)ılgz0x 


o 


ralr | 
mir oOm+ur’ 


fi zm—-Ul — ar)t(lg 2)20x 


oO 


yıalr 
meritrle er) + Sen), 


— 


Fa zum] — zr)ı(lgx)%0x 


0 


ralr 


— mertizll mE Heer) er) 2 rap 
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1 
F zm-4]— ar)ı(lg2)2dr 
rel | | q 1 
meti!r (20 m-+ Ba +6(&0 m-+ Ba (m + ur)? 
| q | q I. q 1 
ar a FE a FR pe 


u. SS. W. 


Diesen Darstellungen zur Seite steht die aus Nr. 1) $. 21. genom- 
mene Gleichung: i 


2) 


fi T zm-11— ar) (lg z)rdz 


0 


[4 i s P) q (Q)a (Ma 

= (—).1el (ar — (m+r)r#i r (m+2r)r+1 BeRerıe in) 
1 | 

= (—)Hr,1711,10. ee 


bei der Zunahme r. Die in Nr. 1) und 2) gegebenen Darstellun- 
gen ergänzen und unterstützen sich gegenseitig. Für grössere 
n wird sich Nr. 2) bequemer benutzen lassen. Für kleinere n 
werden die Gleichungen in Nr. 1) fördernder sein. So ergeben 
sich, wenn m=1,r=1,9=0,1, 2,..... gesetzt wird, folgende 
Integrale aus der zweiten Form von Nr. 1): 


3) 


A 7 
TR 1— z)(lg2)20x =T 
Hi; j (1— z)?(lg2)%0z = © ; 


ı 415 
f (1 — lg 2)?0x = 588’ 


1 12019 
"r (1— 2)%1g2)%02 = 9000 ° 


0 
u. 5. W. 
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während sich diese Werthe aus Nr. 2) mit mehr Mühe BaSRICKeN 
lassen. 
Da die elbikntheen Nr. 1) und 2) den gleichen Inhalt haben, 
entnehmen sich hieraus folgende bemerkenswerthe Beziehungen: 
4) 


rılr 1 


1 
meraTe( ren IR aa) = = (9.1.2.0 05 


= 1.2.2. (Du agag 


ralr 1 1 1 q 
ker uri LG mm) 43H ‚2 ame Aal 


1 q 1 
— (—)1.1.2.349 = 1232 Ida aana D 


u. Ss. W, 


Eine besondere Gruppe von Integralen leitet sich aus den oben 
Nr. 1) und 2) gegebenen Gleichungen ab, wenn man mr statt m 
schreibt. Dann ist: 
5) 


a en Sn 
6) 
2 gl u 2 
° (mr+ur)p 7 rP'" 9 (m+u)P’ 
und man erhält aus Nr. ]l): 
7) 


fe A ER IR 3! 1 
Ä T (1— ar)ılga0x  enerlıı. io 


e 1e1ı 1 
E arm] — ar) (lg2)20r = mi l(2 0 et A 


1 1e!ı 1 
I zrm-1I) —ar)ı(lg2)%0x = — Amdhili [(20 Fr) 
q m L 5 
+33, E05 (m +)2 +22 0 el 


u. SS. W. 


Oettinger: Veber bestimmte Integrale. 369 


Aus Nr. 2) wird: 
8) 


Sf zrm-U1 — ar)a(lgz)rdx 


ht: Irıı ] % BE, 

dar ( a u 77 (m (m -+ 1yr+#1 Ar (m + 2)r+1 -..} 
Setzt man in der ersten Form von Nr. 7) r=2, m= 1: y=U, 
1, 2,...., so ergeben sich folgende Integrale: 


9) 

: 1 

FF zlgz202 =—7 
: 13 
z(l — 22) lg202 =-13'5 
> 1 1 
zil— 2)2] R) —eiini tn 93 

f Ua leröz—- IE 
1 

S 2d—algada =— 4.1. 
1 

f 2 amelg ar = — ll 


1 5! l 1 cd,2,..g+D* 


J: Taler erte  AGEDT.2.3.. (N 


Für r=3, m=]1 wird: 


10) 


r 1 0.1 
JS a1 — zd)tlg 20% hasOlg 4 Di B: rn 


Fürr=?2, m=2?2 entsteht: 


11) 
je & " 1 21 
NE ie FDOLDN are 
u. Ss. W. 


Setzt man r=2, m=1, so ergeben sich aus der zweiten 
Form von Nr. 7): 
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12) 


S zilga)dz2 =4, 


ii z(L— 29 lg x)20z = 35.2 
8 


S z(1— 22)? (IgaPie—gz- 18° 
415 
f z(l — 22)? (lg.2)20.2 =: m’ 


Ye z(l — 22)! (Ig2)20z = = B 


1 13489 
Hi. a: 23 Zr 1800 ’ 


nn 1m AL B ıU , aeae Teera: Sie. v7 7a 1 


2 1 2. RN 
JS za-amndga)e = gt 
u. Ss. W. 


Diese Darstellungen lassen sich, wie man sieht, leicht weiter 
fortführen. Doch verfolgen wir dieselben nicht weiter, sondern 
wenden uns zu einer neuen, wichtigern und nicht weniger reich- 
haltigen Gruppe von Integralen, nämlich zu solchen, welche irra- 
tionale Formen enthalten. 
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Die Darstellung der nun in Frage kommenden Integrale be- 
ruht hauptsächlich auf Fakultäten mit gebrochenen Exponenten. 
Wir schicken daher einige Reductions -Formeln derselben voraus, 
die im Folgenden zur Anwendung kommen werden, um hierauf 
verweisen zu können: 


l) 
met_n az 
m 
2) 
En mi rar 
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3) 


6) 
1 il _ RN 
mSin-r.1tm!! 
7) 
I N.T 
mSin—r 
i 
| n 
| az 
} Sin— 
? | 
| m} Funk 1b: (m—n)n n 
| ia Sin—-rz 
10) 
I dr ir 
Ann.) te 
m 
| Theil XL, 25 
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1) 


12) 
m m Tr) 7 
m.m RN 
N See 
m 
13) 
een, 7 
— am 1a 


n 

. nn | 

Sin -z.1” 
m 


Diese Gleichungen finden sich in meiner Theorie der Fakultä- 
ten $. 22. und 26. entwickelt, wohin wir wegen ihrer Begründung 
verweisen. 

$. 51. 
Setzt man r—2, 9=3 in Nr. 4) $. 46., so entsteht: 
1) 


\ [2 
oh amt. — ar)ilg dr 
0 
(2+p)r!? ja! a 1 
ER, Ott Ef arm —1 


mt p)a+pmi2.1 2" 


Nun ist: 


1 


ei 
7. 0x- 


x — 


2) 


1 3_] . 1 
Hr z?mt+p—1 z 18 an S arm Ur + 172 )ox 


1 ı ampr1dr 

"Iimtprit, Foren 
Setzt man p=1 und dann p= 2 und führt die Werthe für die 
Integrale S ; = und Hi _ aus 9) und 10) $.2. in 
Nr. 1) ein, und bemerkt, dass nach Nr. 9) $. 50., IE TIEE 2 
ist, so erhält man hiedurch und mit Rücksicht auf Nr. 5) $. 46. 
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folgende zwei Integralformen, wenn die nöthigen Reduetionen 
gemacht werden: 


3) 
f my 1— 221g 20x | 


\ 1m 12, 


Kine, 1 
2, Imfi]2 15 +82-0-HH- 77 | 


0 1.3.5....2m—1)r 1 2m 38 
- 32.14.6...0m+2) (im+a3tls?- 2 )* 1). 


4) 
1 
f mV 1 — 22lgr0r 
1) i 


Beau hl forliloW papannsın, & 1 
= an (9,43% + 444-4301) 
%. 2.4.6....2m 1 2m+1 1 
=... Cm pa Nonts 8242, ea): 
Hieraus ergeben sich für m=0, 1, 2,.... folgende Integrale: 
5) 
f N1-— 2218202 =— 744189), 


1 


At 4 
an ı— a2 lg 20x =—4(— lg2+ 3) s 


> 


DENE ] 
aN 1—a2lgadr = — 15822) » 


[7 


Ra 2 3l 
a3] — 2?21g20x =-750182+) , 


7 


BI 5 
AN 1— 22lga0r = — 35 (1g2— D) R 


ae 5 389 
a 1— a2lgadr = — Teen E 


m 


EN 5 59 
zN l— a2lsrde =— 555 082 — 750) > 


2. To 16 817 
a 1—a2lg 20x = 35 le2r 1500) ’ 


VENEN, 7 449 
aN 1 — 2?lg20x = zn (lg2- 5) s 


Im 


[1 


u. Ss. w. 
25* 
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Setzt man r=2, g=5, so erhält man aus Nr.4) $. 46: 


i 
S amtp—1(] — 22)! lg 20x 


Pıı 
(2-+p)” 12.12 ‚’1r11 4 ,a@—l 
(EP RT fi; z2m4+p—1 de: 


a ar — 


— u 


Br stP 
(2m -+p)5 +p)r1?.1 2 


Man hat: 


S mt — 


rm I zent a4 + 1 Z0R | 


1 1 ı 2g2mt4r—1Idz 


= Im 4349 Föm rip tl 1+x 


Führt man nun die oben angegebenen Werthe der angezeigten 
Integrale für p=1, und p=2 wie oben ein, bemerkt, dass 
2HI1— 111,3 ist, so erhält man nach den erforderlichen Re- 
ductionen und aus Nr. 5) $.46., wenn p==2 gesetzt wird, folgende 


Integralformen: 
6). 
1 
S zzm(] — zW)2lg 202 
3.1Im 127 1 1 I 6 
——2,2m+212 = +4 1. 2ın +? +ls2 d-3t4 Tom | 


3.1.3..Om—Drf 1 


a Te Pa a 


= 591.0 atmtie2- 2, on) 


7) n 
Sf aa —a)igzOr 
ara (u N Te 
— mpT2 tn s2t Atlme ta) 
gt 2.4.6....2m wa; rl; m+1 Br 
= 57,9... 0m Fo Nam my er, AD ) 


Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 


8) 


N IT 3 
JS Nı—z2)lgr0r = 76182 +7) 
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De 23 
aN (I — 22)2lg 20x = —;(—Ig2+ 15) ’ 
a2 (1 —- 22)? lg 20x =— ll 3 
22 en DA 
Ki IN 2 247 
N 1 - )lgadı = 3,182 + 50° 


EHEN N) 7 
aan 1— a2) lg 20x = 02 54) » 


2 u Bert S 1307 
aN (1 — 2?2)3lg202 = 357 Ig2+ 1960) ’ 
4 I 
asN (1—- a2)? lgr0r E19) 5 


U. Ss. W. 


Diese Darstellungen lassen sich leicht weiter fortführen. Wird 
q=T gesetzt, so erhält man: 


9) 


1 
S z2m(1 — x22)lg 20x 


1312,17 I 27 


1 1 1 r 2m Be 1 
= ae (ft mt mat" e): 
10) 
vh amt] — 22)ilgrdr 


9m? 


Fi. 1 l ] ER. 
= mA Gar ra et, rer 1 


Setzt man u 3 statt q, so erhält man allgemein: 


! 


11) 
i | 
| f z?2m(] — 2?2)1}3 lg 20x 


ee ea I el =) 
= 79412 Ilg IE me ne lern 


IRERER 
23 (—)u Er 
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12) 


1 
Sf amt] — 22) lg20x 


2. 1 1 1 
re et Htmrgr it ee 


+ Hut]. 


$. 52. 
Setzt man g=4,r=3 in Nr. 4) $.46., so entseht: 
1) 
I amt - U] — zB) lgr0r 


p 
al 
m|3. 13 13 
Ben» Ang: DIET PAR 15 | nl " Ri —] y 
E12 ui 
(dm +p)A+p)"1?. 1* 
Es ist; 
2) R 

1 ee 1 


> 1 ı zdmtp—1dr 
intari') Ta 
Wird nun p=1, 2, 3 in beiden Gleichungen gesetzt, so hat 


1 3mdr 1 a’dm+1dx 
man die Werthe der Integrale Y; re ee MR er 
1 2 1 2 
kt +2+2 +2+2 


Irzr.22 28 Nr. 4) $.16. in Nr. 1) einzuführen. Hiedurch 


und mit Rücksicht auf Nr.5) $.46. erhält man nach den gehöri- 
gen Reductionen folgende drei Integralformen: | 


3) 


ı 3 
SF my 1 — a’lgrox 


eure Na Yo 
wu u | natrtste tere 


A444...) ] 
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’ 
| 16. 1m 1312 mil, 1 1 
— 543.5m1KR1n3 Ir+ +54 32T} 


ı 1 ; I 
— 44444...) |» 


da Il m nach Nr. 12) $. 50. ist. _ 
4) 
107 DE MU: - 
fi zömtı 1 — zdlgrdr 
5m13,]311,.]411 


2. 
— am Fame Bl retten) 
— (44+3+.--- al 


4.5m1 3 De si. 1 1 2 
— 3m Fer „als at +3+..., ta +V 
l 
—443+-...3, _y)) 
da VIER I er nach $. 50. Nr. 9. ist. 


5) 


1 3 
Ye amt 1 —a2lgadr 
om13 RE u 1 1 
el 3 trlretrt ri tnra 
1 
—tl43 +34. )]- 
Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 


6) 
1 3 Jiaami 1 11,1] 11 76 
F vVi-—-a3lgxdx -- u (gt) 
) 7,1602 
7 remlerzas)E 


1 2 REES IE 
h zN 1-—-zilg20x naar) ; 


0 


1 3 rn 
f a T—z3lg 20x =-4(7-4183- 55): 


378 Dettinger:: Ueber bestimmte Integrale, 


‚2!lı,12117 5 '. 10\ 
3 — — mm 3 a —n 
Wei a 1 z3lgadr = 5.1317 39373 


16n2 10 
5.281198 (3 ” 


N] _ er 
f N 1—adlgadz = 63 N 


0 


Fi; N T-wölgzr =, a nr 


0 


KA Rııpıı 'ı7 
Se NTZartgair -— 10.111 73- 0 


{) 


o 


"er 162 Em. 17 
— 10.243(13 193 3v3 40)’ 


IN 10% I. 
HAT. AL — (2109 ZEBEE 
is aN 1 —a3lgrdr — 33,3 8189 693 Ay 


0 


Se 9 /139 TC 
8 ar ee TEEN BR: „2 
a Ba ei bee Fr) Ernee 1 a): 


Iuie N T.EIı.Bl1/ m 1469 
JS ver = - 110.1311 (3933080 


7.16 /m 1469 
— 7 770.243(171 98 (393 3080) ’ 


N) 


u. S. w. 
Hierin ist: 


1511 — 0,8929795116, 1311 — 0,9027452928 , 
Iglt!ı = 0,95084149459460— 1, Ig131ı— 0,95556523262854— 1. 
Setzt man r=3, 9=5 in Nr. 4) $. 46., so entsteht: 


1 
ef‘ admtr 1] — zd)ilg dr 


0 


Pıı 
ef 23m4p—1 DATE dr. 
T — 
(Im + p)6 + pJmis.1 9 "" | 


Hier ist: 
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a 
1l+2--+z2 


1 
# z3mt+p— Se 
0 . 
z3m-+-p 1 23m4p—1 


a, 2 2 eu A Br Keh 


Setzt man in diesen zwei Gleichungen p=1, 2, 3, so hat man 
folgende Integrale: | 


I img ı amd _ amt I zimHidz 
1+2+22 1+2+22 IrzFa%t 1+2 +22 
o o 0 
und 
2 23m+39r 2 23n+29r 
Ireyzt 1+2+.2? 
aus Nr. 4) $. 16. einzuführen. 


Hiedurch und mit Rücksicht auf Nr. 5) $. 46. ergeben sich 
nach den erforderlichen Reductionen folgende drei Integralformen: 


7) 
1 
f aim (1 — ad)tlg xx 


ner Bstg Hltite mt Ha 
N EERENN al. 
a - Ham 
NE RRER 
>) 
E ut ge 


3.5m13.]311. 1811 ü Fe 
— (3m FO)4mtrıs jr: nnl-3%+ tat tr 
1 
tl. 
16.5m 13,72 1 1 
 SIöm+ DTGERET IE ame 77. ztrltat.. 3, tn Fa 


1 
- @+34+....37.p]; 
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9) | 
EN m42 1 zB)ilger 
0) 
gm13 gU : 1 et | 
= ehtzttst tn 
‘R 1 
—3(1+3+3+....2)] 
Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 
2 10) \ ‘ 
Sf a-aongeie = allstzgtd 


1 3.B1ı.1711 
Ä z(1 zig 20x -- nn ee 
| N 


= gm 73 +d> 


; l/ n h 
Ye 221 — ad)ilg dr = — (53-3834) ’ 


0 


2 
N al —adilgxdr =— mat 


ö 


4n? Bud 
‚fe al — ad) gie =— 31.704115 (7 3173 a 


0 


1 3 59 
ad5l— iger = — 1031834 ns + 150) ’ 


1 Sr IC 23 
% al — zdilgzdx =— 59,3 %183 BETZ 39) 
„2m? m 111 


0) 


” 18 
Sf za-amMge0e =— Plus LEE) 


0 
u. S. W. 


Nach diesem Vorgange lassen sich auch die Integrale: 


1 1 “ 
ui am 1 — zd)ilgr, 7; zimt ll — Ailgaor.... 
0 


0 
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0 
“und 


| 1 j 
S m d—adilge, f amt) — ad)ilgzxdr..:. 


0 (0) 


u. Ss. w. 
darstellen. Sie führen auf ähnliche Gebilde, wie die hier an- 
gegebenen. 
er 
$. 59. 
Setzt man r=4, 9==6 in Nr. 4) $, 46., so entsteht: 
l) 
ı 
7 amt] — zM)tlg 20x 


oO 


Pıı 
(4+ pm ie. 12" pıı Au 
— IT - ll x* +p [| a] 98: 
(Aim+ p)6+pm a1 a !' = 


Es ist ferner: 


2) 
1 07 1 
HM Arten} ge 8255 SE wemtp 224 1 ri 7302 


ES 1 A aamtp-1dr 
—mtpr2!) Tre 


0 


Wird p=1,2,53,4 in Nr. 1) und 2) gesetzt, so hat: man aus 
Nr. 6) $.9. folgende Integrale: 


1 2ımdr 2 IR 10 nt 20r 8, ai 10) 
E+E% PATER rau 1+22 
0 i 0 0 0 


in Nr. J) und 2) einzuführen. Hiedurch und mit Rücksicht auf 
Nr.5) $. 46. erhält man nach den erforderlichen Reductionen fol- 
gende vier Integralformen: 


3) 
JR my] — arlgadr 


gmiaBlıklır I m 1 

= ana mt tt. 6] 
3.ImlaVırt I m | 1 

au se aA Hl | ’ 
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av2 
da Rlız En j nach Nr. 12) $. 50. ist. | 
4) 
Sam T=algaöe 
1m |2,7 1 
> - on rate 144... 
5) 
1 
fi aamt2 ] — tlg 20x 
0 
27mi#,jelı.]211 7C 1 
— (Am +3)9m 1% IH111 [o- at1-345 tm] 


gm |4, av dr 
= ZPPRzE) 1.-i +l ie ea: 


aaa — Lern nach Nr. 12) $. 50. ist. 


6) 
1 
S amt I — z*lgadr 


Im 12 1 1 
- 72,.P7,R12 |..46-#82 Hd tan | 


Hieraus ergeben sich folgende Integrale: 
7) 


ı 1lllyr 1 Inv 2 
S BE RE, o n, a4 Pant NE 
Ye zN 1— allg 20x =— 3443189), 


ı av 2n 
fi N 1—.r* lgx0.x =— 40(141 92 (F— n 3 


o 


N an ı— aAlgador =—!G—1lg2), 


0 z 


Ye Ivy dm IN. 
f N 1 — arlga0x =737.11% i-3 re 


0 
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’ ı 119319 
B/ a5V 1—atlgxdx =—-5,4182—}), 


o 


| ı EN nv ?n m 


0 


1 
f N] — ailgedr = ai au. 183). | 


0 


1 RA 1ldnrv2n /n 731 
f N l—atlgadr =— 77 la ns 


o 


avi 20x AR >, 
5 Pro 6495 24 9 


0 


r a: Tnv 2 n , 3784 
A N I—atlgad2 = 57,113 tw) 


0 


’ 4 9 
zu 1 — atlg20x =-70 4182450) 5 


u. Ss. w. 
Hierin ist: 5 


1212 — 0,9064024769, 1311 0,9190625269, 
Ig1311 =0,96334505887435 —1, 181311 = 0,95732108371551 — 1. 
Setzt man g=10, r=4 in Nr. 4) $. 46., so entsteht: 
S amt 11 — zB)ilgrdr 
zu ERSTEN aam+p—1 erde. 
(Am +p)(10+4p)”1%.1 0 
Hierin ist: 


1 z+10_1 1 1 
y. zamtp—1 Fr 98 — f aamtp-26 +22 + 14.220% 
o 


o 


LEBT RR 
= mir mrprt 1+22 


Wird inun p=1, 2, 3, 4 gesetzt, und werden die Werthe der 
fraglichen Integrale aus Nr. 6. $. 9. eingeführt, so erhält man 
nach den gehörigen Reductionen und mit Rücksicht auf Nr. 5) 
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'$.46., und den oben zu Nr. 3) und 5) angegebenen Yarthen fol- 


gende vier Integralformen: 


8) 
'f: am (1— a9)2lg20r 


a 1 7 ; 
7 7m+11%,18 Eu Pre + 4dm-+3 + ga Ir. 


9, 1m 12, 7v2% 1 n. 
6. 7m Hal lomtentı an a 1ER pr au rl] t 
9) 
1 
S aan] — 29)ilga20r 
. 83.]el% 1 1 
= tat g)]. 
10) 
ı 
J a 7 
0 
_4.3m1a, 1812 1 
Turm Fa IT lastos- te sh: tr | 
0.3. 3mld,nyv dm 7 1,\: 
= Tram 5 Da Ber Bra 


11) 
Er zamt3(l — z9)2lg 20x 


2 iA Air du CLIRNET 1 
3 +10 tm 6 18224 
Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 


12) 


al 


. 1 
Be gt! ll 


1 x u _Iavın 
f, hie — arme 57 + + 
o 


2 
F z(l — z*)2lg 20x - 5 5+4g2), 


nyv?n 39 B1; 


1) 


) 
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Ye 1/8 | 
R z2(l1- aYilgrir—— In 30:82). 
ft} a, 414 g,nyv2n 
ya al ar)tlg20r = — 6,77(M1 nl£ 381 — 331 


0 


ı N 
S Age lg?) s 


0 


3 h | nv?n (617 5 
‚fr = 1— ag =— 7 55 554 


1 1 (247 
HM = (1— @Milg20de—=— 35 u), 
u. Ss. w. 
Auf gleiche Weise lassen sich die Integrale 


1 1 
N aim, F amt) — ad)lg 208... 


o [0] 


- behandeln. Sie führen auf ähnliche &ebilde wie die vorliegenden. 


$. 54. 
Wird r=6, 9=9 in Nr. 4) $. 46.-gesetzt, so entsteht: 
1) 


1 
zer — 2) lg dr 


0 


spe 1". 15 ii == IR ER FTART TE Ada) Br PR 
t. FE 
(mm + DL ur 


Hier ist: 
2) 


1 —1 
4; az 2 ac z6mtr (23 Hype 
1) 
Pi 1 „6m +p—1dr 
— 6m Ar: +f I+2° 
0 


Wird p=]1, 2, 3,....6 gesetzt, so hat man die Integrale aus 
$.13. Nr. 9: 
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1 z5mdr \ 1 zöm+l9r ı z6m+59x 
Ira’ SF rs 1428 
0 0 
in Nr. 1) und Nr. 2) einzuführen. Hiedurch und mit Rücksicht auf 


Nr. 5) $. 46. erhält man nach den nöthigen Reductionen folgende 
sechs Integralformen : 


3) 
1 
fe mV T— zlga0r 
[0] 
Im 6.111, 1° x 3 
—9,10m1 oT Lmgpat tet 0-14, ] 
? Y 
un 
S mh] — zölgadr 
0 
gm 16, Js ll,vr 1 
 2.(6m +2). 11m16,1811 545-2 
7% 
Dr ua 5 te u] | 
5) 
1 
f z6m4+2N 1 — 25 lg 20x 
0 
"Ta 2, 7, 1 
er N 
6) 
1 m ———o 
f m N 1 — z6lgxdr 
{3} 
3.10m16,1]311,; Vrn 
= er ar an Hari) 
7) 
YA; amt] — zölg 20x 
f) 
3.1mıs.ııyer 1 EN). 
= - gs) ger. ng =} 
8) 
1 — 
f em N 1 — z6lg2dr 


0 
Im] 2 


1 L° 
7 3.17#212 [5.4582 Ha-3 +35 —.. +7] 
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" Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 


9) 
1 Be LE ll,vn IC 
f VI—-25lg20r = gm d4tlg? ta) 
0 


.pı BELSRT AR 
g2 N 1 —ailesde =—— ee — 11824 3.73), 


0 


Ba | 
nf EN eg — rd 
(6) 


1 3. 1311, | 
IN I zilgadr— 98, an Go 3l2-5,), 


0 N 
1 u u ar Va 
M ANTZRgcre ei SA Ri (-+31g 2a). 


9] 


1 Der 
uf SN Taler — 1 41g2), 


N 


0 
1 Be! 1Ell, vn 7L 15 
Yi 2e VI-zlgde=— pH @lg2+ EIVz 
90 


: — 11m 2 3 
f ON 1l—a0lgede= - IT 411g? 24353 - m: 
0) 


1 sv lg 4 TC 1] 2 1 ; 
x l—x Igeor = — 756% g2— 79)» 


[8 


1 u IF. WI VR/383 
Y N Tage = 63182 — 


0 


1 Es a.lec he 139 
0‘ zumy 1 26lg dr —— Ir. as (a60 go +3 4182 — 3)» 


0 


18 TS 2 31 
V ne ar 


[8] 
uU. S. W. 
Hierin :ist: 
-  %511=.0,9277195473, E11 0,9406558583 , 
Ig12 11—0,96741660736966 — 1, ig 15 11— 0,97343076455719 — 1 


Die Werthe für 1311 und 1311 sind $. 52. angegeben. 


Wird r=6, 9=8S in Nr. 4) $.46. gesetzt, so entsteht: 
Theil XL, 26 
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1 
f a6mt+r-1(1 —- zO)tlgr0r 


0 
‚ud 
nes Pi eweee 
CZ r+2 1. BE EN 


(im+p) SH pm 


Es ist: 
1 26m+p—1 (28—1) 1 1 
Hr et = f TEEN 
0 


(0) 
Fr 1 1 „6mtp-192 
Anmpmat) Terz 
0 


Wird hierin p=1,2,....6 gesetzt und werden die Werthe der 
1 6m dr er 1 „sm+1 02 
1+22-++2*' 1+22+2*% "7 
0 . 
führt, so erhält man nach den nöthigen Reductionen folgende 
sechs Integralformen: 


Integrale aus $. 18. einge- 


10) 


1 
fe am 1 — a)rlgr0r 


4 10) 
9,1mı6,1 11,111 1 
EN TO 45H: at Pa — 5) 


+3(1+3+3+ a] 
11) 


\ | 
F amt (— ze 20x 


ie ut: 1 
—(6mP2). 10” 16, rc Kr um 3( rächrahe 


VERTEEN [ 1 
+361 + ta 
> 16.8m 16. m? 7. 1 
=— 545 (6m + 3). 10m 16(1817)3 3-0 tatrt.3, 9) 
1 1 1 1 
Heut 


4 
da W3= 573 jgi nach Nr. 12) 5.50. ist. 
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12) 
r1 
S „6m42 (I — zNtlg20x 


0 


Sg el 
: + Het tr 
913) 
mL gabe 
{ 
= et en 
+3(l+34t3+ 4a) 
14) 
fl;  6m44(1— 2S)tlg dr 


0 
6.1mıs,glı,pıı 1 
— Sm +5). 7mAT1.7T3 a er) 
1 1 
SE Media 
5. 11m 16,411, 
— 3 (6m + 5) Imre nl Arte. Ban 


+ a) 


da untiS Fr Sbch Nr. 12) $. 50: Tat. 
15) 
1 
f z5m+5 (1 — 26)! 1g20x 
0 - 
3m|3 f 
77 J.mrsl 4183 — a ul +3+ u) 


4 Br 
rt te gitmrD] 


Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 
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16) 


le N; 


Ed. 


Ö 

1 1123 
f (1 zö)ilgadr = — a In ag3+ gt), 
o 


1 IC B1 
VR a? (l— aNilgxdr = 303-3 + s)> 


N) 
1 IEZESE 
JB a 1— 29 Igx0x Ze DICH (1! me a +7); 
} | 
1 x IT 
f ger = — 3 gt), 
0 


1 ,1, 11.311 
f. as — @dtlgx0xr = — galt a — 3); 


0) 
1 8.72 
al — zs)tlgxdr = 38.5195 (a )° 
j u. 8. w. 
$. 55. 
Wird r=8, 9=12 in Nr. 4) $. 46. gesetzt, so erhält man: 
1) 
1 | S4pmis galt 1311 
f „5m+p—1 (di — 18): |g 00 = — C LRIIEFBEEREE 
0 (Sm + pP). (2 +pJmis.1 8 | 
1 Be 
N aömtp—1 = 02 
Nun ist: ; 
2) 


1 2“ Po 1, 
f a8sm+p—1 0r= Hl zömtp—1 (@*413 Y nu 0x 


[0 
a8mtp—19r 
Be Be... 
0) 


Wird in Nr. 1) und Nr.2) p=1,2,.... 8’ gesetzt und werden 


Ueber bestimmte Integrale. 


1 23mdr 1 28m+1 9% 
.“..s aus 


die Werthe für die Integrale f 0%, Aa 
IFai Ira’ 
R +z +7 


Dettinger: 


$.15. bestimmt und eingeführt, so ergeben sich nach den nöthi 
gen Reductionen folgende acht Integralformen : \ 


ö) 
2 
R FEN aleaez 
AD RZ 9442 
= y mis, erneut tm 
1 
—(1—1}+ I... 
4) 


1 Pe ar 
7% zem+ı NY 1 — 28 lg 20x 
n) 
3.1m 14, 192r 1 TC AR. | 
er FL, m|%#(]%1 elaussts 30-3412... | 5) 


da Ma VE nach Nr. 19) $. 50. ist. 


5) 
1 
ef zem+2 NY] 23 lgr0xr 
VO r 
11m is] 11,9 1 1 2442 
re mel Bere kirrr Ton Abe 3 227) 
4-4. }> 
6) 


1 
HR zem+3Y I— 28 lg 20x 


0 
17 12,7 : 1 
last te2— 31— 343...) |: 


—8,Im+1 |? 9m+1|2 
7) 
1 ——————————— 
h amt 1 — z8lg 20x 
Oo 
4.157 18.1 Il, 1 18 2+22 
(Sm). mA Hilmar” 
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8) 


0 


gmi®, IT. van 1 uch 1 : 
——j6.5m+114, sel 50 rd nn 1 Peah 
9) 
JS rtv izeigadr 


0 


4m shiiyzıp 1 _ 1 1,2492 
= mn Marie til mfin va 822 


KT! 
Hs 


+7) 


10) 
f zent NY —aelgadr 


0 


2u1F am ı 1 1 L Eu 
— 777 1m+21|2 —4lg82+4(1-3+35—.. + imtPtmrD e 


Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 


1m 
21 Du d It, 2+9V2 
/ Vı — 181g 20x a DR a ee ar v2) +n)], 
Ir.V2n 
"a aN 1— aelgzdr ter (dal arım6 +2): 


[3] 


1 E.? 
iR a2N I —- adlgrdr=— THrT 


O 


1 2 E 
Yu x NI-aölgade= — 76 (+41g2), 


10) 


1 ee! 4.12311,vs 10 1 24V? 
J evizese=- gm Lo mal 29} 


0 


1 VE var f3 nn 
R 23V i-aölgada=— gm (58) 


0 


1: | 2+4V2 


. a 1 +22 lg rm), 


q 
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’ 
4.1lı,Vr 2492 
g x® vI—-a8lg 202 = —- 7: 2 EEE 1: | 1 ad Fe 5. —Ig En 7}. 


0 


1 Bere 
R N 1—atlgewa=— 15 (—4lg2+%. 


8) 


1211 


0 


1 — 
Ti aaN 1— adlgrdr=— GR: 56. ji 


Glas t9-] 


1 7 In.V2r 
5) aN 1—a2lgaeöea=— rag 7a: arms(g- ») 


0 


1 a 
EN zuyYl—atlgze =- 


V 


u. 


Hierin ist: 


1°" 0,9417496997 , 
1°" — 0,8965742800, 
161° 7 —0,9739326348 — 1, 


1513 '—.0,952586276143— 1. 


k:Ill,vn 
30.1:11 


Tan: Feyz, rm il 


15!" _.0,8889135692. 
1! _.0,9534458127, 


151° ''—0,948859535702— 1. 


181° 1" 0,979296015794—1. 


(Fortsetzung im nächsten Hefte.) 
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XXIIE. 


Allgemeine Auflösung der Gleichungen des vierten 
Grades, nebst einigen Bemerkungen über die Glei- 
chungen des fünften Grades. 


Von 
dem Herausgeber. 


Zwischen vier Grössen t, u, v, w findet jederzeit die folgende 
identische Gleichung Statt: | 


1 
(t+u+v+ w)? 
— Al(t+u+o+w)? 
+28r — u? — 0? — w?) (+ u+o+ w)? 
— 4 vw +? — WW — v?—wd)}(t+u+v+w) 
+ 1?— 212(u?+0?+ 2) +Stuvw— 4(u2v?+0?w2+w?u2)+(u2 4024 12)2=0, 
von deren Richtigkeit man sich ohne Schwierigkeit durch Rech- 


nung überzeugen kann. Wenn man nun mit dieser Gleichung die 
aufzulösende Gleichung des vierten Grades: 


AN I RER 2 —4ax? +6b2?— Acz +d=0 
vergleicht, so wird offenbar 
A a N, z=t+ut+tot+tw 


sein, wenn man die Grössen ?, u, v, w mittelst der folgenden 
Gleichungen bestimmt: 
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4) 
154, 
SB— u — vr —w2—3b, 
2wvw +1? — 2 — v2 —w)=c, 
172 — 22 (u2+02402) + Stuvw — 4u2v?+0202+Ww2u2) + (u2+024+w2)2—d. 
Aus diesen vier Gleichungen erhält man sehr leicht die vier 
folgenden Gleichungen: 
5) 
A 
2 +0” +wW—=3(a—b), 
2ww=2a3 —3ab-+e, 
4(u?v2 + 0202 + w2u2) = 1202 — 21026 4 dac F 96? —-d: 
oder, wenn man der Kürze wegen: 
OReRm: wa . u =4u, my =40, w = 4w? 
setzt, die vier folgenden Gleichungen: 
7) 
I=4, 
U +0 4 w —12(a?— 5), 
ud + 910 + 07% =4(120— 240% + ac +9? —d), 
uvıw, = 16(20a?—3ab + c)2; 
und weil nun 
A? — (u +01 +w) A? + (0 +0,10 +wW) X — uvıw, 
= (4-4) (A— 0) (X—w,) 
ist, so sind oflenbar ,, v,, w, die drei Wurzeln der cubischen 
Gleichung: | 
s 8) 
Xx3 
— 12(0a?—5)X2 
+4(1202— 24026 +4ac+9» dA) X k 7 
— 16 (20? — 3ab + c)? 


0, 


können also durch Auflösung dieser Gleichung jederzeit gefunden 

werden; weil das letzte Glied negativ ist, so hat dieselbe bekannt- 

lich immer mindestens eine reelle positive Wurzel, und die an- 
26* 
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deren Wurzeln sind entweder beide reell und positiv, oder beide 
Teell und negativ, oder beide imaginär. 

Wenn man die Wurzeln der Gleichung, 8) bestimmt bir und 
zwei derselben für ,, v; setzt, so erhält man wegen der Ber 
chungen 6) für #, v offenbar Ausdrücke von der Form: Ä 


tr EI STRRN IR, 4=-1tU0Ü, very” 
Setzt man nun ferner Ä 
—3ab-+c 
10) E27 ua A eure WV= TV ’ 


so erhält man wegen der aus 5) bekannten Gleichung 
En | ..; G 
für u, v, w offenbar. die vier folgenden: Systeme von«Werthen: 
u=+U, v=H4/V, w=44W;5 
u=+U, v=—-V, w=—W; 
u=—-U, ı=+V, wv=—.W; 
\ua=-TU, v=-V, wv=+MW; 


I! 


also sind, weil 3 
A z=t+u+ro+w 


ist, die vier Wurzeln der aufzulösenden Gleichung 2) des vierten 
Grades die folgenden: 


a+U+V+MW, 
at U-V—-W, 
a— U+V-W, 
a- U—-V+W,; 
wodurch demnach die gegebene Gleichung jetzt vollständig äufge- 


löst ist, indem wir alle weiteren erforderlichen Entwickelungen füg- 
lich ganz dem Leser überlassen können. - 


Wenn wir der Kürze wegen: 
12) 
P=z3sR—u2 — vr —w2, 
Q— 2uvw +2 — u? — 12 — uw), 
R= 1-21? (u2+02+%°) + Stuvw—Alu2n2 F0202-FoRu2) 4 (2402022: | 
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| setzen, ‚so haben wir jederzeit die folgende identische:Gleichung: 
De. a) 
(!+u+v+w)? 
—2(&?— P)(t+u+v+w)° 
+4@P- Q) (Hut o+w)2 —0. 
— (1619 — k) +u+o+%) 
+4R 
Ist 3% die Gleichung des fünften Grades: 
BAWBRND „ErV, 25 — ax? +b2?—- cx+d—=0, 


in welcher das zweite Glied auf bekannte Weise weggeschafft 
vorausgesetzt worden ist, aufzulösen; so wird 


Ba, z—=t+tu+ro+tw 
sein, wenn man die Grössen t,-%,-», w aus den Gleichungen 
| 15) 


282?—P)=a, 4ÜUP—-Q)=b, 16HQ—R=c, MR=d 

_ bestimmt. Aus diesen Gleichungen erhält man aber nach und nach: 
14Q =c+R, 

642Q = 4ct + AR = 4ct + d}; 


StP=b5b+4Q, 
12813 P = 16612 + 642Q = 1651? + Act + d: 


16? —=a+2Pp, 
102415 — 64at? + 128123 P = 64at? + 1661? + det+d: 
also; ; | | 


16)... ... 10245 — Ga — 165? — Act —d=0, 


aus welcher Gleichung 2 bestimmt werden muss, woraus man dann 
ferner mittelst der Gleichungen 15) leicht ?, @&, R findet. Hat 
man aber ‘die Grössen t, £,,@, R' gefunden, so lassen’ sich mit- 
telst der Gleichungen 12) auch «x, v, w auf ganz ähnliche: Art 
‚wje vorher bei den Gleichungen des vierten Grades finden, wie 
auf der Stelle erhellet und hier. nicht weiter ausgeführt zu wer- 
den braucht. Da aber die Gleichung 16), ‚mittelst welcher t be- 
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- stimmt werden muss, selbst vom fünften Grade ist; so sieht man, 
dass sich auf diesem Wege die Gleichungen des fünften Grades 
nicht auflösen lassen, welches zu zeigen hier nur der alleinige 
Zweck war, weshalb ich mich auch. mit der Betrachtung solcher 
Gleichungen des fünften Grades, in denen das zweite Glied fehlt, 
begnügt habe, aber auf den allgemeinen Fall vielleicht späterhin 
noch zurückkommen werde. 


Bemerken will ich nur noch schliesslich, dass die Gleichun. 
gen 15) vielleicht geeignet sein dürften, um darauf eine zweck- 
. mässige näherungsweise Auflösung der Gleichungen des fünften 
Grades zu gründen, was ich jetzt aber nicht weiter untersuchen will. 


Druckfehler.‘ 


Thl. XXXVIN. S. 239. In den drei letzten Formeln auf 
P, + Po cos woı 
— ——-— der Brück 


dieser Seite muss statt des Bruchs 
sin wg? 


P, + P, COS Woı 
P,sin woı? 
fügt werden, wie auf der Stelle in die Augen fällt. 


gesetzt, also im Nenner der Factor P, hinzuge- 


Thl. XL. S. 155. Z. 10. statt ) N UBE EEE setze man „Neue- 
rungen.“ 
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XXIV. 


Rede von den Verdiensten der schwedischen Gelehrten 
um die Mathematik und Physik. 


Zur Feyer des hohen Geburtsfestes des allerdurchlauchtigsten 
Königs und Herrn GUSTAV IV. ADOLPHS, im grossen Hörsaale 


der Universität Greifswald gehalten 


von 


I. F. Droysen, 
der W. W. Doctor und Adj. der philos. Facultät, 


den 1. Nov. 1799. 


Sr. Excellenz dem Herrn Baron von Cederström, Vice- 
General-Gouverneur, Akademie-Kanzler, vormaligem General 
‘en Chef, General-Major der ‚Cayallerie, General-Adjutanten, 
Obristen der Norderschonschen Cavallerie, Kommandeur des 
Königlichen Schwerdt-Ordens mit dem grossen Kreuze, in 
tiefster Ehrerbietung gewidmet vom Verfasser. 


(Greifswald. 1800.) 


Vorbemerkung des Herausgebers. 


Als ich schon vor mehreren J ahren von der Existenz der im Nachfolgenden mit- 
getheilten Rede Kenntniss erhielt, suchte ich mich auf jede mögliche Weise in deren 
Besitz zu setzen, stand aber’endlich von allen meinen Bemühungen und Nachfor- 
schungen ab, “nachdem ich zu der vollständigen Gewissheit gelangt war, dass die- ‘ 
selbe sich selbst nicht mehr auf der hiesigen Universitäts-Bibliothek befand, wo 
sie allerdings früher vorhanden gewesen war. Vor einiger Zeit führte jedoch ein 
glücklicher Zufall zu meiner grossen Freude diese von dem späteren, leider schon 
im Jahre 1814 verstorbenen, Professor der Mathematik und Physik Dr. Droysen 
bei einer akademischen Festlichkeit gehaltene Rede dennoch in meine Hände. Dass 
dieselbe anı manchen Mängeln und Unvollständigkeiten leidet, und nicht tief genug 
auf ihren Gegenstand eingeht, liegt auf der Hand, was aber theilweise in der 


Theil XL, j 27 
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Natur und Bestimmung einer solchen Rede seinen Grund hat und darin hin- 
reichende Entschuldigung findet. Der Gegenstand derselben ist ein sehr wich- 
tiger und interessanter. In Schweden haben die Mathematik und Naturwissen- 
schaften schon in sehr früher Zeit geblühet und stets ausgezeichnete Vertreter 
besessen; dieselben haben dort, wo allgemeine Bildung selbst bis in die unteren 
Schichten des Volkes verbreitet ist, jederzeit einen sehr wesentlichen Theil der 
höheren Bildung ausgemacht, namentlich auch auf den Schulen, wie dies selbst- 
verständlich auch gegenwärtig der Fall: ist, wo so viele treffliche schwedische 
Mathematiker, Astronomen und Physiker unserer Wissenschäft zur wahrhaften 
Züerde gereichen. Die Geschichte der Mathematik und Physik in Schweden, 
namentlich die ältere, ist,. besonders auch in Deutschland, nur sehr wenig be- 
kannt, und bietet doch des Interessanten und Wichtigen so Vieles dar. Des- 
halb hielt ich es für zweckmässig, das Archivzu benutzen, die mehrerwähnte Rede 
— die namentlich auch eine grosse Menge verdienstlicher und sehr nützlicher 
literarischer Nachweisungen enthält, — der vollständigen Vergessenheit zu ent- 
reissen und vor dem gänzlichen Untergange zu bewahren, weshalb ich dieselbe 
im Folgenden hier wieder abdrucken lasse. Ich hatte mich ursprünglich ent- 
schlossen, nur das eigentlich Historische und Literarische aufzunehmen, den bei 
solchen akademischen Festreden gewöhnlichen Eingang und Ausgang dagegen 
ganz wegzulassen. Bei näherer Ueberlegung glaubte ich mich dadurch aber eines 
Unrechts gegen den verewigten, mehrfach verdienten Verfasser schuldig zu ma- 
chen, überdies auch den Gesammteindruck zu beeinträchtigen. Deshalb mögen 
die Leser entschuldigen, dass ich die Rede fast wörtlich, selbst mit der Dedi- 
cation und mit Beibehaltung der Orthographie, nur mit Verkürzung des zu langen, 
gär nicht wesentlich zur Sache gehörenden Schlusses, im Folgenden wieder- 
gebe, und mir. mit dem Wunsche zu schliessen erlauben, dass der von mir 
veranlasste neue Abdruck vielleicht zu Berichtigungen, namentlich aber zu recht 
vielen weiteren Mittheilungen über die Specialgeschichte der Mathematik und 
Physik in einem Lande Veranlassung geben möge, in welchem diese Wissen- 
schaften zu allen Zeiten so sehr geblühet haben und auch gegenwärtig so viele 
ihrer ausgezeichnetsten Vertreter zählen. 


Der Herausgeber. 


Magnifice Academiae Rector, 


Hochwürdige, Wohlgebohrne, Hochgelahrte, Hochäkfehrne; 
Hochzuverehrende Lehrer dieser hohen Schule, 


Hochwohlgebohrne, Wohlgebohrne, Hochehrwürdiaen Hoch- 
zuehrende Herrn, 


Hochgeschätzte Herrn Commilitonen, Hochzuehrende Herrn. 


Wissenschaften, welche auf die Bildung des Geistes, auf die 
Vervollkommung und Veredelung: seiner Fähigkeiten und Kräfte 
bedeutenden Einfluss: haben; Wissenschaften, welche durch die, 
ihnen vor andern eigenthümliche Gewisheit, Wahrheit und Unum- 
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stösslichkeit das Gepräge einer glücklich zu Stande gebrachten 
Vollendung an sich tragen; Wissenschaften, welche durch ihre 
Brauchbarkeit und Anwendbarkeit im gemeinen Leben, und bei 
der Erwerbung menschlicher Bedürfnisse unentbehrlich sind; Wis- 
senschaften wie die Mathematik und Physik mussten sich frühe, 
wie noch Dunkelheit und Schatten die meisten Zweige des mensch- 
lichen Wissens bedeckte, Liebe, Achtung und sorgfältige Bear- 
beitung erwerben. 


Je unleugbarer die Mathematik den Verstand im Urtheilen 
und Schliessen, den Witz im Aufsuchen des Aehnlichen und Un- 
ähnlichen, die ganze Denkkraft in Ordnung und Bestimmtheit übt 
und schärft; je unleugbarer sie den Sinn für Wahrheit verfeinert, 
Begrifle verbinden und zergliedern, lange Schlussreihen mit Leich- 
tigkeit übersehen und aus fruchtbaren Säzzen wichtige Folserun- 
gen ableiten lehrt; um desto unwidersprechlicher erweiset sie da- 
durch ihren Nuzzen für die Bildung des Geistes. 


Die Wahrheit und unerschütterliche Gewisheit ihrer Grund-, 
Lehr- und Folgesäzze, verdanket sie nicht einer auf Aehnlichkeit 
und Gleichheit vorkommender Fälle berechneten Erfahrung, oder 
einer wankenden Speculation; nein, sie ist in ihrem Wesen selbst 
gegründet, indem sie auf Anschauungen, frei von aller Erfahrung, 
durch sich selbst möglich, und in der Darstellung würklich , be- 
ruhet, und daher wie die unerforschte Einrichtung des Geistes 
unerschütterlich. 


Ihr Nuzzen, ihr Einfluss auf alle Theile des menschlichen 
Wissens, leuchtet eben so unverkennbar deutlich ein; nicht nur 
mittelbar, als Vorbereitungswissenschaft, auch unmittelbar durch 
ihre Anwendung auf die Bereicherung und Bestimmung der Wis- 
senschaften, auf die Vervollkommung alles dessen, was zur Be- 
friedigung menschlicher Bedürfnisse und zur Erhöhung der Genüsse 
dieses Lebens führt, würkt sie auf dem weiten Felde des mensch- 
lichen Wissens mit gleich glücklichem Erfolge. 


Gleiche Vorzüge geniesset mit ihr die Naturlehre, in wie 
ferne sie mit ihr und durch sie auf unumstösslichen Principien 
berubet, und ihrer Anwendung die erste Hand bietet. 


Bei so glänzenden Vorzügen mussten diese Wissenschaften 
sehr frühe, schon in den ersten Jahren der Kindheit des Men- 
schengeschlechtes, nach dem Maasse der Kräfte jenes Zeitalters, 
bearbeitet werden. Die Unentbehrlichkeit der Maasse für Räume 
und Zeiten, so wie die Beobachtung der um ihn her mit Regel- 
mässigkeit vorgehenden Erscheinungen mussten den Menschen 


20. 


# 
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auf die nähere Bestimmung, und Betrachtung. derselben führen; 
dadurch wurden Bestimmungen der Grösse im Raume und in der 
Zeit, Maasse und Zahlen möglich. | 


Geführt von Bedürfniss und Neugierde, durch Erfahrung und 
Zufall unterstützt, mussten diese Wissenschaften, die das allge- 
meinste Interesse belebte, riesenmässige Fortschritte machen, die 
wir mit Bewunderung anstaunen. Wie ungeheuer ist nicht der 
Abstand von dem ersten Anschauen eines Zuschauers, der zum 
gestirnten Himmel aufblickt, bis zu der Kenntniss, nach, Minuten 
und Secunden die vergangenen und zukünftigen, nach Jahrhun- 
derten sich ereignenden Zustände dieses Weltsystems angeben, 
an dem unermesslichen Gewölbe den Punct bestimmen zu können, 
wo.nach verflossenen Jahrhunderten jeder Körper dieses Systemes 
stehen wird! 


Welch ein ungehenurer Abstand von der Ausmessung des 
kleinen Raums von wenig Schritten, den die Höhle des ersten 
Bewohners beschränkte, bis zur. Berechnung der Oberfläche und 
des körperlichen Inhalts: der Erde, der Sonne, der ‚Planeten, und 
ihrer alle Maasse übertreffenden Entfernungen; untereinander! 


Welch ein Abstand, von dem Schaudern, das der Mensch 
bei der grossen furchtbaren Erscheinung am Himmel empfand, 
bis zu der Kraft dem Feuer des Himmels seine Bahn vorzuzeich- 
nen. — Von der blossen Betrachtung der Körper bis zu der Kunst, 
das Unsichtbare sichtbar darzustellen, und der Natur gleich, selbst 
schöpferisch ihre Körper zerlegen und wieder neu umbilden zu 


können! 


Diese und ähnliche Fortschritte in diesen Wissenschaften, 
diese Höhe, zu welcher sich der menschliche Geist emporschwang, 
sind Würkungen seiner rastlosen Thätigkeit, Folgen 'seiner Be- 
dürftigkeit, die Erfahrungen, Beobachtungen, tiefes Nachdenken, 
Vereinigung einzelner Kräfte, Versuche, nachdem man gelernet 
hatte, die Natur im Kampf ihrer einzelnen Kräfte zu versezzen 
und zu belauschen, und oft ein glücklicher Zufall (in der: Hand 
des Weisen von Wichtigkeit) befriedigen lehrten, 


Mit Dankbarkeit und Ehrfurcht blicken wir auf die grossen 
Männer vergangener und gegenwärtiger Zeiten, die durch ihren 
grossen Geist und ihre rastlose Thätigkeit zu. diesen. Fortschritten 
mitwürkten; mit Freude überrechnen wir die grosse Anzahl der- 
selben und die glücklichen Umstände, welche ihnen hülfreich. die 
Hand boten. Nicht an ein Land, nicht an ein Klima, ja nicht an 
einen Welttheil gebunden, nein überall hob sich. der Geist in 
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Vervollkommung des Wissens empor; Geschlechter und Reiche 
versanken, die Wissenschaften erhielten sich; grosse Staatsum- 
wälzungen schienen dem Ganzen den Umsturz zu drohen, die 
Wissenschaften grünten im Verborgenen, oder wuchsen selbst 
mühsam unter den Ruinen hervor; ja an den äussersten Enden 
der Erde, wenn ich so sagen darf, fanden sie Stoff und Nahrung 
für ihren Wachsthum. 


Das allgemeine Interesse, das die mathematischen und phy- 
sikalischen Wissenschaften mit sich führen, belebte nicht nur die 
Gelehrten von Profession; Gewalt und Reichthum unterstützten 
mit vorzüglichem Eifer grosse Unternehmungen, welche die Kräfte 
des Privatmannes überstiegen; Künstler arbeiteten den Gelehrten 
in die Hände; Reisende beobachteten in entfernten Himmelsstri- 
chen; Beschüzzer und Freunde dieser Wissenschaften belebten 
durch ihren Beifall und durch Belohnungen den Eifer für dieselben, 
und .so stiegen sie nach und nach in verfliessenden Jahrhunderten 
zu jener Höhe empor, auf welcher sie jezt die Liebe und Ach- 
tung geniessen, die ihnen der Kenner, wie der Laie zollt. 


Unter Gustav Adolphs Regierung, wo die Wissenschaften 
und Künste, auf einem’ durch Friede gesegneten Boden, fern von 
den Schrekken des Krieges, durch hohen Beifall und erhabenes 
Beispiel gepfleget und gewartet werden, wo die Blüthen, von 
seinem Scepter geschützt, schün in des Friedens Sonne aufblü- 
hen, wo die Früchte mit Sorgfalt und Dank geerndtet werden; in 
Gustav Adolphs Staaten haben auch diese Wissenschaften, Ma- 
'thematik und Naturlehre, vorzüglich geblühet, und stehen noch 
durch die Bemühungen grosser Männer gewartet in dieser schönen 


Blüthe. 


Dem heutigen Tage, dem Feste des ersten Lebenstages 
unsres geliebten Königs, sahen wir alle mit gerührtem Herzen 
entgegen, wir feiern ihn in der Stille mit Seegnungen für Gustav 
Adolphs Wohl; und wenn wir ihn hier feierlich begehen, wie 
können wir es zweckmässiger, als wenn wir uns des seegenvollen 
Einflusses seinesScepters auf die Wissenschaften freuen? 


Gönnen Sie mir daher, n. St. u. W.h. A,, Ihre ermunternde 
Aufmerksamkeit, wenn ich Ihnen 


die Verdienste schwedischer Gelehrten um die 
Mathematik und Physik 
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ins Gedächtniss zurückzurufen bemühet seyn werde, Verdienste, 
auf die Gustav Adolphs und seiner hohen Vorfahren weise Re- 
gierung so glänzenden Einfluss hatte. 


Es würde mich ohnstreitig zu weit führen, wenn ich hier alle 
die Verdienste einzelner Gelehrten und Schriftsteller Schwedens, 
die mit Glück, theils zur weitern Ausbildung dieser.Wissenschaf- 
ten, theils zu deren Verbreitung in ihrem Vaterlande mitwürkten, 
aufzählen wollte; ich muss mich hier begnügen, Ihnen, gleichsam 
in einem &emählde , das Eigenthümliche, ‚Grosse, Originelle, was 
die Schweden in diesen Wissenschaften leisteten, zu entwerfen; 
und rechne bei diesem mangelhaften Entwurfe auf ihre schonende 
Beurtheilung. 


Wenn gleich das Dunkel, welches über die ersten Kindheits- 
Jahre eines Volkes ruhet, unserm Auge das Entstehen und den 
Wachsthum der Wissenschaften verhüllt, wenn wir nur aus zwei- 
felhaften Sagen, aus der Aehnlichkeit des Aufkeimens derselben 
bei Völkern anderer Welttheile, die wir in diesem kindischen 
Alter kennen lerneten, zu einzelnen Muthmassungen berechtigt 
zu seyn scheinen; so finden wir dennoch unverkennbare Spuren, 
aus denen wir die ersten Kenntnisse, welche auf Naturlehre und 
Mathematik Bezug haben, auffinden können. 


Der Anblick des gestirnten Himmels musste den ersten Be- 
wohnern eines jeden Landes, unter jedem Himmelsstriche merk- 
würdig, und die an demselben regelmässig vorgehenden Erschei- 
nungen auflallend seyn. Die für eines jeden Volkes individuellen 
Zustand, von Lage und Klima abhängig, mehr oder weniger inter- 
essanten Erscheinungen bemerkten sie bald, und deuteten sie 
durch Nahmen und Zeichen an. So war dem Egypter die Zeit, 
wo der Sirius, der bisher nahe bei der Sonne ungesehen in ihren 
Strahlen gestanden hatte, sich zum erstenmahle in der Morgen- 
dämmerung zeigte (ortus heliacus Sirii) merkwürdig; an diesen: 
Stande der Sonne erkannte er die Wiederkehr der für ihn so 
wichtigen Zeit, wo der Nil seine Ueberschwemrmung begann. Der 
von der Viehzucht lebende Chaldaeer erkannte aus dem Stande 
der Sonne beim Widder, die Wiederkehr der Zeit, wo sich seine 
Heerde, sein Reichtbum vermehrte, und gab vielleicht darum 
diesem Gestirne seinen Nahmen; so veranlasste vielleicht die 
beobachtete gleiche Länge der Tage und Nächte, wenn die Sonne_ 
im Zeichen der Waage stand, die Benennung dieses Gestirnes, 
so andre Bedürfnisse und Beobachtungen damaliger Zeiten auf 
der Erde die Benennung der Gestirne im Thierkreise. — Und 
wenn die Bewohner der weiten Ebenen Sennar als die ersten 


x 
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Astronomen angesehen werden, weil nächtliche Reisen und. ein 
unbegränzter Horizont sie vorzüglich dazu aufforderten; mussten 
dann nicht die Bewohner der Ebenen Nordens, von hellen, sehr 
langen Winternächten, von so vielen merkwürdigen Erscheinungen 
am nördlichen Himmel aufgefordert, frühe zu ähnlichen Kennt- 
nissen gelangen können? Man findet daher. auch frühe, schon 
bei den ältesten Völkern des Nordens Eintheilung der Zeit in 
Jahre, Monate und Tage; sie beobachteten, wie Magnus Cel- 
sius?) versichert, mit Genauigkeit die Mondeneirkel, und ihre 
Runen?) sind uralte Documente ihrer astronomischen Kenntnisse; 
Kenntnisse, die nicht in den Händen Einzelner, sondern das Eigen- 
thum fast eines jeden Landmannes waren. So erzählt Rudbeck, 
dieser mühsame Forscher ‚des Alterthums, der 11000 Versuche 
über die Höhe der Dammerde?) anstellte, um daraus auf das 
Alter der bewohnbaren Erde zu schliessen, dass er einen armen 
Landmann fand, der durch Hülfe seiner ausgestreckten Finger, wie 
durch ein Astrolab, die scheinbare Entfernung der Sonne und des 
Mondes mass, um daraus die Zeit des Neumondes zu bestimmen ?). 


1) Om Helsinge Runorne Stockh. 1677. 

2) Von den vielen über die Runen, diese merkwürdigen Kalender der alten 
nordischen Völker, herausgekommenen Schriften, will ich hier nur anführen: 
Rudbecks Atlantica. Tom. II. 1689. Olof Celsius Runae Medelpadicae. Ejus- 
dem Epistola ad Magliabeckium de Runis Helsingicis. 

Es werden deren über 120 ältere und neuere auf dem Observatorium‘ im 
Upsala aufbewahret. (L. B. Busser Utkast till Beskrifning om Upsala. 1773. 
I. Thl. 1. Cap.) 

3) Rudbeck. Atlant. Tom I. p. 130. 

4) Diese seltsame Bestimmungsart verdient eine Erörterung. Nach Rudb. 
Atl. T. I. p. 633. bestimmt der Landmann den Neumond aus dem Vollmonde 
auf folgende Weise: er wählt einen Tag vor oder nach dem Vollmonde, wo er 
die Sonne zugleich mit dem Monde über dem Horizonte erblicken kann, und 
misst alsdann die scheinbare Entfernung derselben von einander nach Hahnen- 
tritten (Hahnefiät) (spithamis); so, dass wenn von dem Monde in Östen die 
Sonne gegen Westen 4 Hahn&htritte entfernt wäre, noch 4 Tage bis zum An- 
fange des Neumondes fehlen; stände aber der Mond der Sonne gegen Westen 
auch um 4 Hahnentritte entfernt, so sind eben so viele Tage nach dem Neu- 
monde verflossen. Die Messung dieser scheinbaren Entfernung geschieht auf 
folgende Weise: Man streckt die Hand vor sich her gegen den Mond zu aus, 
öfnet den Daumen und Zeigefinger so weit man kann, sieht mit dem Auge 
längst der äussersten Spitze der beiden Finger; so ist die Entfernung der bei- 
den Spitzen einem Hahnentritte gleich, und der dadurch am Himmel bestimmte 
Bogen ein Maass für die scheinbare Entfernung. Wenn nun ein Mensch von 
gewöhnlicher Länge (6 Fuss) seinen Arm ausstreckt, so ist. die Entfernung vom 
Auge bis zur Spitze des Daumen 23 Fuss — 5 Hahnentritte. Beschreibt man mit 
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Ein Beweis, wie erfindungsreich Bedürfniss ‚macht. Der Gebrauch 
der Zahlen: war. den. alten Bewohnern Schwedens, die“nicht bis 
10, sondern bis 12 zählten, ebenfalls bekannt, und in der Rechen- 
kunst sollen sie besonders erfahren gewesen seyn?); sowie Land- 
messkunst‘), Baukunst?) und Tonkunst®) unter ihnen bearbeitet 
wurden. 


Der Gebrauch des Eisens, das Daland den Nahmen des eisen- 
tragenden gab°); die Reisen Others und Wulfstans von Norwe- 
gen nach Schleswig, eine der ersten Unternehmungen nordischer 
Nationen, die auf uns gekommen ist, zeigen Spuren von diesen 
Wissenschaften, oder vielmehr von Kenntnissen, die auf diese 
Wissenschaften Bezug haben, vorzüglich der Sternkunde!°). Die 
Edda bewahret in Fabeln und Denksprüchen die Hauptzüge der 
Naturlehre, über die Natur und das Entstehen der Erde, der 
Sonne, des Mondes und der Menschen, der Winde und Wetter, 
und über die verborgenen Schätze der Erde; sie zeigt, wie schon 
die ältesten Bewohner Schwedens mit der Haushaltung der Natur 
vertraut waren; — und wie manche Spur aus jenem grauen Alter- 
thume verwischte nicht noch die alles zerstürende Zeit. 


Was so der emporstrebende Geist nach und nach an Kennt- 
nissen mühsam errungen und erworben hatte, ward durch die 
Einführung des Christenthums, wenn nicht zum Theil’ niederge- 
rissen, doch der Vergessenheit überliefert. Mit dem Dienste der 
heydnischen Gottheiten rotteten unwissende Reformatoren auch 
die zarten Keime dieser schönen Pflanzen aus, mit dem Aber- 
glauben zertraten sie zugleich die Jungen Sprösslinge mühsam 


diesem Radius einen Kreiss, und trägt den Halbmesser in der Peripherie umher, so 
wird der Kreiss in 6 gleiche Theile oder 30 Hahnentritte getheilt, in 300 Zolle, der 
krummen Linie aber werden 340 gleiche Theile zukommen; die, welche den Daumen 
weiter zurük biegen können, werden Hahnentritte von 12 Zoll bilden können, 
und den Kreiss in 29 Theile theilen, welche den täglichen Bewegungen am 
Himmel entsprechen. So kann man auf diese freylich unvollkommene Weise die 
Tage vor und nach dem Neumonde bestimmen. 


5) Hervaror saga p. 168. Eriei Benzelii Collegium Historiae Suecanae. 
Lib. I. cap. 14. 


6) Snorre Sturluson. Tom.I. p- 751. 
7) Sven Brings andra del af des Samling af ätskilliga handlingar p. 16. 
8) Wilkina sagan p. 202, 
9) Dalins Sy. Histor. I, p-64.k. Sverkers Lag. p. 418. 


10) Olai Wormii Fasti Daniei p. 31. Stiernerona de legibus Hy- 
perboreis p. 33. x AU PER 
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erworbener Kenntnisse. Die Religion, oder vielmehr das, was 
ihre Stelle vertreten musste, Ceremonien und Legenden der Hei- 
ligen, ersetzten das, als 'heydnisch verbannte Wissen in den Hän- 
den der Laien, und in den Mauern der Klöster und in den Hän- 
den der Mönche lag das wenige, was man von der Natur und 
ihren Gesetzen kannte, versteckt, vergraben, unbenuzt. 


Die trüben Zeiten der Calmarschen Union, mit allen ihren 
schrecklichen Folgen, einheimischen Kriegen, bürgerlichen Unru- 
hen, ausländischem Drucke und fürchterlich verheerenden Krank- 
heiten waren für die Wissenschaften keine günstige Periode; und 
dennoch gelang es Sten Stures Bemühungen mitten unter die- 
sen grauenvollen Zeiten!) den Grund zu der Universität in Upsala 
zu legen, und in ihr eine Quelle für die Wissenschaften zu er- 
öffnen. Aber freylich kämpfte sie mit den unglücklichsten Um- 
ständen einen zu ungleichen Kampf, konnte dem traurigen Ver- 
hängnisse kaum ihre Erhaltung abgewinnen und verlohr sich oft 
wieder ganz. Die wenigen data, die uns die Gelehrtengeschichte 
aus jenen Zeiten aufbehalten hat, liefern uns nur die Nahmen von 
Mathematikern und Physikern, die theils Ausländer waren, theils 
zu wenig durch neue Entdeckungen bekannt geworden sind, oder 
deren Werke das fabelhäfte und abergläubige Gepräge jener 
Zeiten an sich tragen. Nahmen wie Hemming Gad!2) Dasi- 
podius®). Tidemann:%), Bero35). Posse!6) und Lau- 
renti?). ‚Nur die Mechanik, doch mehr in so ferne sie das Werk 
der Hände nicht des, durch mathematische Kenntnisse unterstütz- 
ten, Erfindungsgeistes ist, scheint bekannter gewesen zu seyn. 

Ueberhaupt scheint die Mechanik unter den Bewohnern der ge- 
_ birgigten Gegenden 'Schwedens ‘einen besondern Grad der Höhe 
erreicht zu haben; unter ihnen findet man nicht nur Künstler in 


11) Ao. 1476. durch Hülfe des Bischoffs Ulfson. 1477. ward sie eingeweihet. 

12) Bischof in Ostgothland, war ehemals Pabst Alexanders VI. Mathema- 
ticus und Kammerherr, lebte zu Sten Stures Zeiten in Schweden. a 

13) Ein _Mönch zu Wadstena hat ums Jahr 1504—1505 auf Fürsorge des 
Erzbischofes Oernefort in der Domkirche zu Upsala ein astronomisches Uhr- 
werk eingerichtet. Peringskiölds monumenta uplandica. Tom. 2. p- 168. 

14) Bischof zu Lingköping, schrieb computus ecelesiasticus, 

15) Bero war ein berühmter Mathem. bei Kaiser Friedrich III. ein ge- 
bohrner Schwede, starb 1493. 

16) Knut Posse, ein berühmter Chemiker zu Borrö, soll 1495 in Wi- 
burg, 16000 Russen durch einen ungeheuren Knall verjagt haben. Anth. Bahde 
de Tonitru factitio Viburgensi, Rhyzelii Sveogothia munita. 

17) schrieb 1470. Prineipia Chymica. 
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diesem Fache, sondern Meisterstücke der Kunst und des Erfin- 
dungsgeistes; wovon die Modellkammer in Stockholm einen, dem 
Ausländer zu wenig bekannten Schatz enthalten soll}8). 


Gustav I. zerbrach endlich das fürchterliche Joch, das Schwe- 
den zu Boden drückte und legte den Grund zu seines Vaterlandes 
Wohl. Weise Verbesserungen im Staate und in der Kirche öfl- 
neten den Künsten und Wissenschaften den Weg, den Tyrannei 
und Alleinherrschaft im Reiche des Wissens, in den Händen der 
Mönche so Jange verschlossen hatten, und wenn gleich Gustav 
nur zuerst seinen Blick auf das physische Elend seines Landes 
wenden musste, ehe er den Wissenschaften die Hand reichen 
konnte; wenn er niedergebrannte Städte und Dörfer, einen zu 
Grunde gerichteten Handel, umgeworfene Gerichtsstühle und zu 
Boden gedrücktes Ansehen zuerst empor half, so zeigte er doch 
zugleich durch die Achtung gegen auswärtige Gelehrte, die ihm 
aus Lübeck Mathematiker, aus Amsterdam Ingenieurs und Bau- 
meister senden mussten, durch die Erziehung seiner Söhne, durch 
die Fürsorge für Upsala, wie sehr er die Wissenschaften schätzte 
und liebte. In dieser Periode, und während der Regierung König 
Erichs, Johann Sigismund und Carl; gleichsam der Verbe- 
reitungszeit für die Wissenschaften, erregten auswärtige Gelehr- 
samkeit und Kenntniss fremder Sprachen den Eifer für die Wis 
senschaften. 


Andreas Buraeus!?) unternahm unter CarlIX. das grosse 
und schwierige Geschäft über ganz Schweden und Norwegen eine 
Charte zu entwerfen und in Kupfer steehen zu lassen, ihm ver- 
danken wir durch sie, durch mehrere Speeialcharten und durch 
seine Beschreibung des ganzen Landes?V) die erste vollständige 
Kenntniss dieser Reiche. 


Mit Gustav Adolph gieng eine neue Sonne über Schweden 
auf, und wenn er dem Lande Kraft und Ansehen von aussen, 
Ruhe, Sicherheit und Wohlstand von innen zu schaffen bestrebt war; 
so fieng nun auch unter ihm das Blüthenalter der Wissenschaften an. 


Georg Stiernhjelm2)), ein Mann, der unter seinen Zeit- 


18) Nordberg Inventarium ösver de Machiner. och Modeller. Stockholm 
b. Nordstr. 4 Octvbde 1777. er erwähnt 212 verschiedene Stücke. 

19) 1571. zu Säbra gebohren, Königl. Secret. Oberbaumeister und General- 
mathemat. starb 1646. 

20) Orbis‘ aretoi inprimisque regni Sueciae nova et accurata descriptio. 
Witteb. 1630. 16mo. 

21) 1598 in Daland gebohren, starb als Kriegsrath 1672 in Stockholm. 
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‘genossen durch physikalische und mathematische Kenntnisse 
glänzte; der erste seiner Landesleute, den die englische Academie 
der Wissenschaften als ihr Mitglied schätzte; der sogar als Zau- 
berer wegen physikalischer Versuche verdächtig ward 2), zeigt sich 
in seinen Schriften?®) als ein einsichtsvoller Mathematiker; er hegte 
‚schon die grosse Idee eines allgemeinen Maasses und Gewichts, 
das in jeder Periode wieder aufgefunden werden und in jedem 
Lande brauchbar seyn könnte, eine Idee, die in neuern Zeiten 
Frankreichs Gelehrte so sehr erhoben haben. Als Director einer 
Commission für Maass und Gewicht schlug er als zum Grunde 
zu legende Einheit aller Gewichte einen Tropfen destillirten Was- 
sers vor; er bestimmte das specifische Gewicht vieler Körper und 
verglich sie unter einander?®). 


Die während der Minderjährigkeit der Königin Christina 
zu Äbo gestiftete Academie?°), das Beispiel und die Liebe dieser 
Regentin für die Wissenschaften, ihre Bemühungen die grössten 
Männer ihres Zeitalters aus allen Wissenschaften um sich zu se- 
hen, die Gegenwart eines Descartes in Stockholm, eines Man- 
nes, der mit dem Lichte, das er über die Wissenschaften verbrei- 
tete, die aristotelische Philosophie zu Boden warf; waren neue 
und grosse Aufmunterungen zum Flor der Wissenschaften. 


Die cartesianische Philosophie und mit ihr Cartesius Art die 
Naturlehre zu bearbeiten, erwarb sich, so wie überall‘, auch in 
Schweden Beifall; ein heilsamer Skepticism, verbunden mit ma- 
thematischen Kenntnissen, führten‘ die Naturlehre durch ihn aus 
den dunklen Träumereien, die sie verhüllten, ans Licht; aber zu 
wenig durch Erfahrung unterstützt, behandelte er die ganze Na- 
tur als ein Problem, zu dem Materie und Bewegung die einzigsten 
Data waren, und verfiel aus Begierde alles erklären zu wollen, 
in unhaltbare Hypothesen. 


Seine Anhänger in Schweden, Andreas Spole26) und Joh. 
Billberg??”) haben unverkennbare Verdienste um die Ausbrei- 


22) s. Gezelii biographiska Lexicon öfver namnkunnige och lärde svenske 
Män 1780. 3 Th. 156. 

23) Archimedes Reformatus. Stockholm 1640. 4to.- Runa Svetica, ohne 
Jahrszahl und Druckort. 

24) in seinem Archimedes Reformatus. 

25) 1640. 

26) 1630 in Smäland gebohren, 1667 Prof. in Lund, 1679 Prof. der hö- 
hern Mathem. in Upsala, starb 1699. 

27) Zu Mariestadt gebohren 1679, Prof. d. M. in ‚Upsala, starb 1717 zu- 
Strengnäs. 
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tung der 'cartesianischen Philosophie in ihrem Vaterlande, wie 
vorzüglich die Schriften des letztern, ach ein ia Vertheidiger 
des Cartesius war, beweisen 28). 


Spole hatte sich auf seinen vielen Reisen durch ‚Europa 
einen grossen Schatz mathematischer Kenntnisse erworben, wohl- 
thätig. für die Sternkunde. verwandte er Sie, wie er von dem 
Franzosen Piecard?°) zu Hülfe gerufen ward, um die Polhöhe von 
Uranihorg, dem zertrümmerten Wohnsitze Tycho Brahes, des 
Vaters einer auf Erfahrung gegründeten Astronomie, auf der Insel 
Hven zu bestimmen; den Bemühungen dieser Männer verdanken 
wir den Gebrauch der grossen Arbeiten des unsterblichen Tychos 
und seiner Freundes Keyplers. 


Billberg und Spole reiseten in die entferntesten Gegenden 
Schwedens ??°) und kehrten mit wichtigen Beobachtungen über die 
Strahlenbrechung, mit genauern Bestimmungen der-Polhöhe vieler 
Oerter und andern astronomischen Beobachtungen bereichert 
zurück 31). 


Durch genauere Kenntniss der Natur, ihrer Produkte, deren 
Bestandtheile und Würkungen entdeckte UrbanHjärn32), die Heil- 
quellen zu Medevi, erforschte ihre Bestandtheile und eröffnete da- 
durch ‘der: Heilkunde eine neue Quelle. Er war es auch, der in 
Stockholm ein chemisches Z,aboratorium. einrichtete®3), wodurch‘ 
diese Wissenschaft verbreitet und neue Entdeckungen vorbereitet 
wurden. Das Schloss zu Stockholm und das zu Drottningholm 3%) 
geben. Beweise zu: welcher Höhe die Baukunst in dieser Periode 
in Schweden gestiegen war. 


Die Stiftung der Akademie zu Lund35) unter Carl X1. Minder- 


28) s. Tract...de Cometis..Holm. 1682. Elementa Geometriae. Ups. 1687. 
Computatio Cyclica. Ups. .1688.. Elementa geometr. planae 1691. etc. Seine 
Vertheidigung der Cartes. Philosophie gab noch zu der Königlichen Resolution 
von 1689 Anlass, die zu Gunsten der Denkfreiheit und der neuen Philosophie 
ausfiel. (Nettelbladts schwed. Bibliothek. Th. 2. p. 52.) 

29) 1671. 

30) 1695. 

31) s. Billberg Tractat. de refractione Solis inoceidui in we rege 
oris. Holm. 1696. 

32) 1641. in Ingermannland gebohren, Präsident im Bergwerkseollegium, 
König Carl XI. Leibmedicus, starb 1724. (tract. om Medevi Brunn. Stockh. 22. 

33) Acta laboratorii Chymici. Stockholm 1706. 

34) Die Risse dazu entwarf Tessin. 

35) 1660. 
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' jährigkeit, die, Anlegung. eines; mechanischen Laboratoriums 39), 

eines Landmesser-Comtoirs 7), jenes zum Behuf. des; Bergbaues 
und. der 'Oeconomie, ‚dieses ‚um, geschickte erprobte Landmesser 
anstellen zu dürfen (eine. so vielen Ländern fehlende, treffliche 
Einrichtung) sind Beweise wie. die ‚Mathematik und Naturlehre 
mit ihren Diseiplinen, unterstützt. durch die Fürsorge der Regen- 
ten, und die hate! der Gelehrten, emporstiegen. 


| Der nn Geist. eines Polhem°®) umfasste mit unglaubli- 
licher Kühnheit Werke, die nicht nur durch ihre Grösse und der 
Vergänglichkeit Trotz bietende Dauer, sondern auch durch genie- 
reiche Ausführung, als Denkmähler, seinen Ruhm der Nachwelt 
aufbewahren. Unter unglücklichen Umständen gebohren, war er 
senöthiget seine Kenntnisse der Mathematik und Naturlehre, die 
einzig den Mechanikus von dem Handwerker unterscheiden kön- 
nen, mit Gewalt der Lage seiner Verhältnisse abzuzwingen, 
er,überstieg auf der rauben Bahn seiner Jugendjahre glücklich 
alle Hindernisse, die seiner Wissbegierde entgegen standen. Die 
Erfindung, mehrerer für den Bergbau nützlichen Maschienen 3°) 
verschaflten ihm. die Stelle. eines Bergmechanikus; er errichtete 
das mechanische Laboratorium und erfand für Manufakturen und 
Fabriken viel Neues und ‚Nüzliches #9), Die grossen. Unterneh- 


.36) 1683. 

37) 1688. 

38) Christoph Polhem 1661 zu‘ Wisby gebokren, musste anfangs 
durch Dienen und kleine Handarbeiten sein Brod erwerben; der Mangel an 
Theorie, den er bei seinen künstlicheren Werken, als Uhren und dergleichen, 
empfand, führten ihn auf die Nothwendigkeit der. Erlernung mathematischer 
Wissenschaften und der lateinischen Sprache; nachdem er diese mit vieler Mühe 
erlernet hatte, gieng er nach Upsala, wo er zuerst Aufmerksamkeit durch Her- 
stellung und Verbesserung der astronomischap Uhr im Dome erregte. 

39) Ao. 1960, 

40) Die von ihm erfundene Säemachine, Dreschmaschine, ein Pflug Hügel 
zu ebenen (Tufplog) eine Machine die Erdklösse zu zerschellen (Mullbräcka) 
werden gerühmt, Auf dem Harz, wohin er von Georg I. gerufen ward, sind 
noch manche seiner Einrichtungen bekannt. Die bei uns unter dem Nahmen 
der schwedischen Schlösser bekannten, gut eingerichteten Vorlegeschlösser sind 
seine Erfindung und heissen in Schweden Polhems-las. Er. starb 1751. .als 
Kommand. des K.N. OO. (Äminnelse- Tal af Klingenstierna 15. Jun. 1753.) 

Sein Sohn Gabriel Polhem 1700 in Fahlu gebohren, ist im Auslande 
wie in Schweden berühmt geworden, er bauete die Münze in Kassel, ‘er .unter- 
stützte seinen Vater in dessen letzten Lebensjahren, und es ist bei den grossen 
Unternehmungen der Polhem schwer. zu bestimmen, was dem einen’und dem 
andern eigenthümlich zugehört. Er starb als Kammerherr und R’d. K.N. O. 
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mungen aber, die seinen Nahmen verewigen, sind der Bau der 
Dokke bei Carlscrona®!), der Schleusenbau im Süderstrom in Stock- 
holm #2), und der kühne vielleicht nicht ganz reife Plan des Baues bei 
Trolhätta%). Was er begann und vielleicht hin und wieder durch 
zu wenige Erfahrungen belehrt, zu kühn unternahm, ward durch 
die Bemühungen eines Thunberg**), durch dessen richtiger be- 
urtheilten Weg, durch unerschütterliche Geduld und Beharrung, 
‚durch schöpferischen Erfindungsgeist verbessert und vollendet. 
Ihm verdanket Carlscrona seinen Hafen und den Gebrauch der 
Dokken. Je kühner dies Werk war, je mehr Hindernisse die 
Natur darbot, desto bewundernswürdiger ist die glückliche Voll- 
endung ?°). 


Er entwarf einen in der Ausführung zweckmässigeren Plan 
zum Bau bei Trolhätta, dessen glücklichern Erfolg man entgegen 
sieht. 


Die Schriften des jüngeren Polhems, die theils in den Ab- 
handlungen der Ak. d. W., von deren ersten Mitgliedern er einer 
war, theils besonders gedrukt sind, zeigen seine mathematischen 
Kenntnisse, diese liebte auch Karl XII. der selbst in Auflösung 
algebraischer Aufgaben Vergnügen fand, der statt des Gebrauchs . 
von 10 Ziffern, deren 6 vorschlug, an ihm und unterhielt sich oft 
mit ihm über die mathematischen Wissenschaften %%), 


Mit den Stiftungen der Akademien und gelehrten Gesell- 


1772. — (Äminnelse-Tal öfver H. G. Polhem. d. 14. Jun. 1775. af Wargentin. 
Gezeli Biogr. Lexicon. p. 329.) 

41) s. Artificia nova mechanica Receptacula navalia et aggeres aquaticos 
construendi. Amsterd. 721. 

42) Eine Schleuse 100 Ellen lang, 16 Ellen breit und 10 Fuss tief zwi- 
schen 2 Gewässern, von denen da® eine gewöhnlich 12 oder 13 Fuss höher als 
das andere ist, ward nach 9 Jahren durch ungeheuren Aufwand von Mühe und 
Kosten glücklich vollendet. 

43) s. Büsch Uebersicht des gesammten Wasserbaues. Hamb. 1796. 3 B. 
ı K. 8.61.— Elvius om Effect of Watn-Drifter. Stockholm 1742. 18B. 5K. 

44) Daniel Thunberg 1710. zu Thunsjön in Angermannland gebohren, 
Director des Bauwesens, starb 1788. s. Memoria Dan. Thunberg. Mech. claris. 
Norberg. Lund. 

45) s. Essays de batir sous l’eau, faites & la construction du mouveau 
bassin, ou des nouvelles formes & Carlserona, par M.D. Thunberg, donnes au. 
public par Jean Fellers, inprimes a Stockholm 1776. Büsch 1. c.I.B. U. Cap. 8.9. 

46) S. Nordberg Leben Carl XU. Th. I. p. 675. Svedenborg Mi- 
scellan. P.IV. $. 1. 


’ 
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schaften in einem Lande geht eine schöne Periode für die Wis- 
senschaften an. Die engere Verbindung der besseren Köpfe eines 
Landes, die Mittheilung- angestellter Beobachtungen und ge- 
machte Erfahrungen, die durch vereinte Kräfte mögliche Errei- 


chung dessen, was für einzelne Fälle zu gross und zu schwer 


war; die genauere Prüfung und sorgfältigere. Bearbeitung hinge- 
worfener Ideen und die Verbindung mit den Gelehrten des Aus- 
landes können und müssen für die Wissenschaften reiche Aus- 
beute gewähren. Die Arbeiten dieser gelehrten Gesellschaften 
sind gleichsam die Niederlage der Produkte der vorzüglichen Köpfe 
dieser Nation; hier werden sie von dem Freunde der Wissenschaft 
gesucht, hier werden sie der Folgezeit aufbewahrt. 


In den Verhandlungen der gelehrten Gesellschaften Schwedens 
findet man die wichtigen Entdekkungen und Erfindungen der Ge- 
lehrten Schwedens in diesem Jahrhunderte, und gerne verweile 
ich in dieser, für die Wissenschaften schönen Periode, wo allge- 
meines Interesse die wichtigen Erfindungen dieses Jahrhunderts 
begleitet; mit Vergnügen zähle ich hier die Verdienste einiger 
Männer aus der grossen Reihe derer auf, die mit Eifer, Nuzzen 
und Glück für die Mathematik und Naturlehre arbeiteten. 


Schon 1720 vereinigten sich in Upsala mehrere Gelehrte, um 
vierteljährlich die Abhandlungen schwedischer Sehriftsteller, die 
dem Auslande unbekannt waren, durch den Druck bekannt zu 
machen, vorzüglich durch die Bemühungen Benzelius?”) unter- 
stützt, und 1728 ward diese Gesellschaft durch eine Königliche 
Verordnung bestätigt; die physikalischen Wissenschaften, die be- 
sonders ein Gegenstand der Aufmerksamkeit und der Bemühung 
ihrer Mitglieder waren, verdanken ihr viele Bereicherung ®). 


Die Königlich schwedische Akademie der Wissenschaften 
ward 1739 gestiftet, durch Männer wie Höpken?®®), Bielke°®), 
Linne und Triewald unter den glücklichsten Vorbedeutungen 
und 1751 von König Friedrich 1. bestätigt. Den allgemeinen Beifall, 


47) Eric Benzelius 1675 in Upsala gebohren, starb als Erzbischof 1743. 

48) Ihre Arbeiten kamen bis 1750 anfangs vierteljährig unter dem Titel: 
acta Litteraria Sueciae und in der Folge unter dem Titel: Nova Acta Regiae 
Societatis Scientiarum Upsaliensis heraus. (s. Weigels Einleitung zur allgemei- 
nen Scheidekunst. Leipzig 1790. II. Stück. p- 457.) 

49), Graf Höpken, Reichsrath, R. und C. aller K.O., gebohren 31. Matt. 
1712 in Stockholm; starb 1789. =. Äminnelse-Tal d. 12. Mai 1790. af Schrö- 
derheim. 

50) Graf Nils Adam Bielke, Reichsrath geb. zu Gothenburg 30. Jan. 
1724, gestorben 20. Juni 1792, s. Äminnelse-Tal d. 13. Febr. 1793 af von Gedda. 


U 
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denihre Arbeiten in Europa erwarben, beweisen die Uebersezzungen 
derselben ins DänischeÖl), ins Lateinische 2), Französische 53) und 
Deutsche 5%). Die Reden bei Niederlegung der Präsidien 55) ent- 
halten für die Geschichte und den Wachsthum der. Wissenschaf- 
ten, in einzelnen Perioden, treflliche Darstellungen. Die Gedächt- 
nissreden 6) im Rittersale,- dem Andenken der Mitglieder gehal- 
ten,,bewahren der Nachwelt die Verdienste und Lebenszüge der- 
selben auf. 


Reiche Beisteuern, Geschenke und Aufmunterungen vom kö- 
niglichen Hause und einzelnen Privatpersonen sezten die Gesell- 
schaft in den Stand für die Astronomie ein Observatorium 57) zu 
erbauen ; eine physikalische Lehrstelle einzurichten 58), Instrumente 
anzuschaffen und die Naturlehre durch die Unterstützung: der 
Reisen eines Kalms nach Nordamerika; eines Hasselquist nach 
dem. Orient; eines Löffling nach Südamerika und eines Horn- 
stedt nach Südasien zu bereichern, und durch Preisfragen wich- 
tige Gegenstände neu bearbeitet zu sehen?). 


Unter dieser trefflichen Einrichtung blühten nun die Wissen- 
schaften, von Schwedens weisen Regenten befördert, neu belebt 
empor, Männer traten auf, deren Verdienste Europa anerkennt, 
deren Erfindungen die Nachwelt mit Dank nennt. 


Martin Trievald®0), berühmt in Edinburg, wo er zuerst die 
Naturlehre nach Newtons neuer, die eartesianische Philosophie 
verdrängenden und auf Erfahrung gegründeten Methode vortrug; 
berühmt in seinem Vaterlande durch Verbreitung dieser Kennt: 
nisse, durch seine Vorlesungen auf dem Ritterhause, seine Me- 


51) vom Jahr 1757—1765 in 8 Bänden. s. Brünnich Lit. Dan. Bibl. S. 172. 

52) Analecta Transalpina. ' Venetiae 1762. T.T. II. 

53) Mit Aufsätzen der Kön. Ac. d.W. zu Upsala zusammen: Collection 
Academique T. XI. de la Partie etrang. cont. les Mem.‘de Acad. d. Se. a 
Stockholm. Paris 1772. | 

54) der Königl. S. A.d. W. Abhandlungen 1739—79. von Holzbrecher 
und Kästner. 

55) Tals hället för Kongl. Ak. vid Präsidii Nedläggande, 

56) Äminnelse-Tals. 

57) 1748 angefangen — 1753 vollendet. 

58) 1759. | 

59) s. Weigels Einleitung zur allgemeinen Scheidekunst. -II St. p. 495. 

60) 1691 in Stockholm gebohren, legte sich in England vorzüglich auf 
Mechanik und Naturlehre. Kehrte 1726 nach Schweden zurück, wo er eine 
Feuermachine anlegte.e Er starb 1747. als Capitain Mechanikus bei der For- 
tification. s. Äminnelse-Tal öfver Trievald, af Laurel 23. Dee. 1747. 


| 
| 
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thode die Luft auf den Schiffen zu verbessern 61), seine Kunst 
unter dem Wasser zu leben %2), Erfindungen die so neu, als wohl- 
thätig, allen Dank verdienten, hat seinem Vaterlande unvergess- 
liche Dienste geleistet 63). 


In diesem Zeitraume lebte zum Flor der Wissenschaften ein 
Klingenstierna®‘%), den allein seine Verdienste um den Unter- 
richt Gustav Ill. unsterblichen Nahmen gegeben haben; ein 
Mann der neben dem Verdienste das Anteresse für die Naturlehre 
durch seine von Versuchen und Erfahrungen begleiteten Vorle- 
sungen belebt zu haben, das grosse Verdienst hatte, diese für 
das gemeine Leben so brauchbare Wissenschaft zum Gegenstand 
des früheren Unterrichtes auf Schulen und Gymnasien zu machen. 
Bekannt mit den grossen Geistesproducten der Ausländer erregte 
er ihre Bewunderung durch seine Berechnung für die achromati- 
schen Fernröhre. Dem unsterblichen Newton schien es unmög- 
lich die Abirrung der Lichtstrahlen und die damit verbundenen 
Regenbogenfarben in den dioptrischen Fernröhren zu vermeiden, 
ermüdet von vielen fruchtlosen Versuchen gab er es aufund nahm 
seine Zuflucht wieder zu Spiegelteleskopen; Klingenstierna war 
es aufbehalten nach einer der tiefsten Rechnungen über die Bre- 
chung ‚der Lichtstrahlen eine Zusammensezzung von Glasarten 
vorzuschlagen 5), die diesem Uebel abhalf und der Astronomie 


61) s. Gezelii l.c. T.IV. p. 293. K. V. A. 1744. 

62) Tractat om Konsten at kunna lefva under vatnet. 

63) Seine Föreläsningar i Naturkunnigheten 2. Thl. 1735—36. und seine 
Abhandl. in d.s. A.d. W. 1739—40—-47. in englischen und französischen 
Zeitschriften, dienen als Beweise seiner Kenntnisse. s. Äminnelse-Tal öfver Trie- 
vald. af Prof. Laurel i Stockholm 1748. 

64) Samuel Klingenstierna 1698 in der Gegend von Lindköping , 
gebohten eröfnete zu Upsala eine mathematische Schule und arbeitete in der 
Soc. der Wissens. in Marburg; durch Wolf, dessen Schüler er war, empfoh- 
len, ward er 1728 Prof. in Upsala, wo er zuerst seine Vorlesungen mit Versu- 
chen ‚begleitete, in der Folge ward er Informator des Kronprinzen Gustav II. 
Staatssecretair und Rx des-K. N. O. starb d. 26. October 1765. — s. Minne öf 
St.8.Klingenstigrna. Handlingar rörande Svenska Akademiens Högtidsdag 
1793. und Prof. Strömers Äminnelse-Tal d. 27. Jul. 1768. 

65) Die von ihm über diesen Gegenstand herausgegebene gekrönte Preis- 
schrift (Tentamen de definiendis aberrationibus luminis in lentibus sphaericis 
refracti, et de perficiendo telescopio dioptrico. Petropol. 1762. 4.) erschöpft den 
Gegenstand gänzlich. Seine Anmärkningar til Mouschenbroeks Physik, 


-und seine Abhandlungen in den V. Ac. Handl. XVI. 3. XVIII. 3. XXI. 3. sind 


Beweise seiner tiefen Kenntnisse, so auch astronomiae Physicae juxta Newtonii 
prineipia Breviarium. Upsalae 1751. und mehrere vorzügliche akademische 
Preisschriften. 
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wichtig war, eineldee die Euler ahnete und Dollond in der Folge 
durch Zusammensezzung des Flint- und Crownglases glücklich zu 
Stande brachte, eine Erfindung die den Nahmen Klingenstierna 
und Dollond in der Astronomie und Naturlehre unsterblich macht. 
Neben ihm glänzet am nordischen Himmel Celsius‘), zu früh 
für die Wissenschaften untergegangen, obgleich nicht minder wohl- 
thätig für sie. Er hob die Astronomie in seinem Vaterlande zu _ 
der Höhe empor, deren sie sich im Auslande freuete. Er legte 
den Grund zum Bau des Observatoriums zu Upsala®). Von 
Paris aus folgte er einem Maupertuis, Clairaut und leMon- 
nier nach Torneä, um durch Gradmessungen und Vergleichungen 
derselben mit den in Peru angestellten, über die Gestalt der Erde 
entscheiden zu können. Seine grosse Reihe angestellter Beob- 
achtungen über das Nordlicht6®), seine Bestimmung des festen 
Punctes’ auf dem "Thermometer 6°), haben seinem Nahmen ein blei- 
bendes Denkmahl gestiftet und seine vielen Schriften?) ihn als 
einen Mann von gründlichen Einsichten und ausgezeichnetem 
Fleisse gezeigt. 


So unsterblich der Nahme Linne”!) für die Naturgeschichte 
seyn wird; so gross seine Entdekkungen sind, so kühn seine 
systematische Ordnung der Natur entworfen ist, eben so einzig 
ond schön ist in gewisser Hinsicht seine Idee über die Entste- 
hung der Erde, und über die Ursachen der grossen Revolution, 
die ihre äussere Rinde verkündet. Die Abnahme des Wassers 
in den weiten Reichen des Oceans, eine Untersuchung, die ge- 
raume Zeit die Physiker, vorzüglich in Schweden beschäftigte; 


66) Andreas Celsius 1705. in Stockholm gebohren, Professor Astro- 
nomiae in Upsala, starb 1744. s. Aminnelse-Tal af Höpken 27. Nov. 1745. 


67) 1737. anfangs auf seine Kosten. 


68) de lumine Boreali, Norimberg. 1733, er bemerkte zuerst mit Hjorter 
(K. Observator. 1696 in Jemtland gebohren, starb 1751. s. Äminnelse- Tal af 
Wargentin 18. Apr. 51.) die Abweichung der Magnetnadel beim Nordschein. 


69) Sv. Ak. Handl. 1742. 


70) Von seinen vielen Schriften verdienen bemerkt zu werden. Arithmetica 
1726. erlebte 3 Auflagen 1739. 1754. — Underrättelse huru man efter Solens 
ojämna rörelse bör rätt stella et urwerk. Nork. 1728. (Unterricht, wie man 
nach dem ungleichen Laufe der Sonne eine Uhr richtig stellen soll.) Tankar 
om Cometens igenkomst i Stockholm 1755. (Gedanken über die Wiederkunft 
des Kometen in Stockholm.) — Calendarier infran är 1728—45* | 

71) Carl Linnec 1707. im Mai zu Stenbrohult in Smäland gebohren, 


Prof. d. Med. u. Bot. in Upsala, R. des K.N.O. starb 10. Jan. 1778. s. 
Aminnelse-Tal af Abraham Bäck 1778. f 
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für die ein Mallet, Kalm, Härlemann, wider die Broval- 
lius und andre stritten?2), ward unter seinen Händen die Grund- 
lage eines Systems über die Entstehung der bewohnbaren Erde. 
Ihm war die ganze Erde anfangs ein grosser Ocean, auf dem nur 
anfangs der höchste hervorragende Wipfel bewohnbar seyn konnte; 
das Wasser nahm ab und in verfliessenden Jahrtausenden gieng 
das bewohnbare Land aus dem Meere hervor. Eine Hypothese 
die von ihm mit Scharfsivn und schönen Beobachtungen unterstüzt 
und ausgeführt ward??). 


t 


Sein Blick, der weitumfassend das ganze Reich der Natur 
umfieng und in ein System einzuengen vermochte, musste in der 
orossen Haushaltung der Natur Entdekkungen machen, die so neu, 
als interessant, nicht nur für die Naturgeschichte, auch für die 
Naturlehre reiche Ausbeute lieferten 7%), 


Was Linne für die Naturgeschichte war, das war Berg- 
mann?5) für die Chemie, schon in dieser Hinsicht darf ich hier 
seinen Nahmen nicht übergehen, seit in neuern Zeiten diese Wis- 
senschaft einen so wesentlichen Antheil an der Vervollkommnung 
der Naturlehre in einzelnen Theilen genommen bat. Aber auch 
für die Naturlehre selbst unmittelbar sind Bergmann’s Ver- 
dienste unverkennbar. Ausser seinen Abhandlungen über Electri- 
tät, Regenbogen und Nordschein?s) verdient vorzüglich seine Erd- 
beschreibung??) unsern Dank. Hier findet man die schönsten Re- 
sultate dessen, was sein und seiner Vorgänger Bemühen, ihr 
scharfer Beobachtungsgeist über die Nätur und die Veränderungen 
der Erde und die regelmässig und regellos auf derselben vorfal- 
lenden Erscheinungen beobachtet und erforscht haben. — Dies 


72) s. Brovallius om Wattu Minskningen, (von der Abnahme des Was- 
sers.) Stockholm 1735. — Wallerius Hydrologia, eller Watturiket 1743. 
übersetzt voßf Denso. 

73) Oratio de Telluris habitabilis incremento. in Amoen. T. II. auch be- 
sonders gedruckt. — de Tellure habitabili, Leiden 1744. 8vo. 

74) Oeconomia naturae, in Amoenitatibus. 

75) Torbern Olof Bergmann 1735. zu Marienstadt gebohren, Prof. der 


Chem. zu Upsala, starb 1784. 
76) s. Vetensk. Ac. Handl. XX, 4 XXI, 1. XxXIV, 4. XXV,3—4, 


XXVIJ, 2. XXVIU, 3. 


717) B ergmanns physikalische Erdbeschreibung, aus dem Schwed. übers. 
von Lamb. H. Röhl. Greifswald 1780. 
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Werk und das eines Mallets?8) mathematischen Inhalts?®), trefi- 
liche Charten und Globen, und die dadurch ausgebreitete Kennt- 
niss unsers Erdballes verdanken wir der, grösstentheils durch 
Bergmanns Bemühungen gestifteten cosmographischen Gesell- 
schaft 80), die durch Mitglieder wie Ferner, Mallet, Arrh e- 
nius, Zegolström, Melanderhjelm, Prosperin, Aker- 
mann u.a. für diesen Theil der Naturlehre rühmlichst sorgte. 
Seinen Verlust betrauert mit Schweden Europa &), 


r 


Auch sein Freund Scheele®), unser Landsmann, den aber 
Schweden mit Freuden unter seine Bürger zählte, folgte ihm 
nach zwei Jahren, und die unsterblichen Verdienste beider Män- 
ner um die Chemie machten den doppelten Verlust für die Wis- 
senschaften um so schmerzhafter. Nie ward Scheele, weder. in 
seitrer Lebensperiode, noch in der Folgezeit, durch einen andern 
in der Menge einzelner Erfindungen und Entdekkungen, die eben 
so neu, als unerwartet, musterhaft angestellt und brauchbar in der 
Anwendung waren, übertroffen. Was er für die Chemie that, ist 
in den Jahrbüchern dieser Wissenschaft mit Dank und bleibendem 
Ruhme niedergelegt83); was er für die Naturlehre leistete, eben 
so rühmlich bekannt. Er ist es gewissermassen, der nach dem 
Zeugniss eines berühmten deutschen Chemikers 3%), als der erste 
Schöpfer des neuen französischen Systemes angesehen werden 
kann, eines Systemes, das den Nahmen des unglücklichen La - 
voisier unsterblich macht. Er war es, der durch scharfsinnige 
Versuche und genaue Beobachtungen den reinen Theil der atmo- 
sphärischen Luft (Feuerluft von ihm genannt) als allgemeine Säure 
entdekte, der im Reiche der Natur neue Elemente auffand, der 


78) Fridrich Mallet geb. 10 Mart. 1728 in Stockholm, Prof. d. Geo- 
“metr. in Upsala, starb 27 Jun. 1797. s. Aminnelse-Tal af Nordmark d. 5. 
Sept. 1798. 


79) Mallets allgemeine oder mathematische Beschreibung der Erdkugel, 
aus dem Schwed. v. Röhl. Greifswald 1774. r 


80) im Jahr 1758. 


81) s. Hjelms Gedächtnissrede v. 9 Mai 1786. ins Deutsche übers. 
Greifswald 1790. 


82) Carl-Wilhelm Scheele ‚in Stralsund 1742 gebohren, Apotheker 
in Köping, starb 1786. 


83) s, Crells chemische Annalen 1787. II St. s. 177. 


84) s. C. W. Scheele sämmtliche phys. und chemische Werke, v. $. T. 
Hermbstädt. IB. Vorrede XVII. Berlin 1793. 
I) 
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durch seine treflliche Behandlung des feinsten Gegenstandes 85) 
die Bewundrung seines Zeitalters auf sich zog, und dem Auslande, 
das seinen Arbeiten mit Freuden entgegensah, den Mann in sei-- 
nem Glanze zeigte, der so wenig zu glänzen, desto mehr zu nüz- 
zen wünschte. 


Auffallend ist in dieser Periode ein Mann, dessen origineller 
Geist, bewundernswürdige Thätigkeit, hervorstechende Talente 


und über alles lebendige Phantasie so auszeichnend, wie in spä- 


tern Jahren seine Schwächen unverkennbar sind. Samuel Swe- 
denborg8°) verdient hier als Mechaniker senannt zu werden; 
ein auszeichnender Fleiss, den seine vielen Schriften erweisen 97), ; 
ein erfindungsreicher Kopf führten ihn auf mehrere wichtige Er- 
findungen im Bergbau und der Naturlehre. Er gab ursprünglich 
zuerst die Idee zu einer Luftpumpe an, die durch das Steigen 
und Fallen des Quecksilbers den leeren Raum hervorbringt 88), 
eine von Baader, Hindenburg und Sadler in der Folge glück- 
lich benuzte Erfindung. Für die Schärfe und Genauigkeit seines 
Beobachtungsgeistes reden seine Beobachtungen über die Abwei- 
chung der Magnetnadel. Mit lebendig warmer Phantasie umfasste 
er das grosse weite Reich der Natur, und gerne verzeiht man 
ihm, wenn der grosse Gegenstand ihn oft zu weit hinreisset, 
wenn seine Einbildungskraft die Grenzen der Erfahrung, der Er- 
kenntniss überschreitet, und im Gebiete der Möglichkeit träumend 
umher wandelt. 


Der Nahme Wargentin8®) ist nicht nur in der Astronomie 
durch die vortrefllichen Tabellen über die Verfinsterung der Ju- 
piterstrabanten ®), deren Beobachtung hauptsächlich zur Bestim- 
mung geographischer Längen dienet, und durch viele gleichzeitig 
angestellte Beobachtungen berühmt; auch die Naturlehre verdan- 


85) Seine chemische Abhandlung über ‚Luft und Feuer, zuerst Leipzig 
1777 mit Bergmanns Vorrede 1780. ins Englische, 1781 ins Französische 
übersetzt, und 1782 neue Ausgabe Leipzig bei Crusius, die 1788 ins Lateinische 
übersetzt wird. 

86) Samuel Swedenborg war 1688 in Stockholm gebohren, Assess. 
des Berkwerks-Collegiums, starb zu London 1773. 

87) Nur hier verdienen besonders seine principia rerum naturalium, Dres- 
dae et Lipsiae 1734. 3 B. Fol. genannt zu werden. 

88) s. Acta eruditorum 1722. Mai p. 264. 

89) Pehr Wargentin, Secret. d. Acad. d. W. R. d. N. O. d. 22. Sept. 
1717 in Jemtland gebohren, starb 1784. s. Äminnelse-Tal af Melanderhjelm 
d. 29. Sept. 1784. 

90) s. Berliner Samml. astron. Tabellen. III B. s. V.:A. H. 1749. 
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ket ihm in der Lehre vom Nordscheine?l), in der Lehre vom 
Winde?) treflliche Beobachtungen und Bemerkungen in vielen 
Abhandlungen der K»A. der Wissenschaften. 


Wenn grosse Ideen, die wegen ihrer Kühnheit und Grösse 
der jezeitigen Periode vorauseilen, auch dann, wenn sie für die 
Vollendung noch nicht reif, oder durch Unvolkommenheit: weniger 
brauchbar, als kühne Geistesprodukte die Aufmerksamkeit, ja die 
Bewunderung des Beobachters verdienen, so darf ich hier die ° 
Idee eines Mannes nicht übergehen, die wenigstens unverkennbar 
das Gepräge der Kühnkeit an sich trägt. Was Linne mit Be- 
wunderung seines Zeitalters zu Stande brachte, die 3 Reiche der 
Natur systematisch zu ordnen, in Klassen, Geschleehter und Arten 
zu reihen, wagte Stockenstrand®) auf das ganze Universum, 
die sichtbare und unsichtbare Welt auszudehnen; so ordnete er 
das Erschaffene in 6 Klassen und wies jedem Reiche in diesen 
seinen Platz an. Wer wollte an diesem kühn gewagten Versuche 
das Mangelhafte, Unvollkommene tadeln? Ideen, wie diese, kön- 
nen nur in der Folgezeit der Vollendung entgegen reifen. 


Je tiefer die Natur gewisse Erscheinungen und deren Gesetze 
in Dunkel hüllte, je mehr Anstrengung das Erforschen ihrer ge- 
heimen Würkungen, in der dem Auge verborgenen Werkstatt er- 
fordert, desto ruhmvoller ist es, diesen ihren stillen Gang aus dem 
Dunkel hervorzuziehen. Die Electrieität mit ihren Würkungen 
und deren Gesetzen war dem Beobachter lange ein Räthsel, nur 
ihre Erscheinungen waren bekannt; einem Wilke°*) war es auf- 
behalten in diesem Theile der Naturlehre neues Licht anzuzünden 
und Epoche zu machen. Durch die Entdeckung der electrischen 
Würkungskreise®°) ward er in den Stand gesetzt, die erste rich- 
tige Erklärung des leidener Versuches von Franklin genauer zu 
bestimmen und zu erklären 9%). Diese Untersuchungen, die im 
Grunde auch die Erfindung des Electricitätsträgers enthalten %), 
leiteten ihn schon damals auf die Idee, dass sich dieses Phaeno- 


91) Geschichte der Wissenschaft vom Nordscheine, s. V. A. H. XXIV. 

92) Kurze Anmerkungen vom Winde. s. V. A. H. XXIV. 1749. 

93) Systema Naturae in sex regna divisum. Stockholm 1778. 

94) Sam. Carl Wilke 1732 d. 6. Sept. zu Wismar gebohren, Prof. und 
Secret. d. Ak. d.W. R.d. K. N. O., starb 1797. — s. Progr. dissert. de 
electr. contrariis und Äminnelse-Tal 16 Sept. 1797. af Nordmark. 

95) Dissertatio de electricitatibus contrariis. Rostochii 1757. 

96) V. H. Handl. 1762. $. 213, von den entgegengesetzten Eleetrieitäten 
bei der Ladung und den dazu gehörigen Theilen. 

97) Handl. 1762. p. 206. 
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men aus zwey Materien, Feuer und Säure, besser ats nach Franklin 
erklären lasse®). Er bewerkstelligte die Ladung mehrerer bis 
dahin ununtersuchter Körper®). Die Lehre vom Gewitter und 
dessen Identität mit der Blectricität, stellte er durch Versuche in 
ein helles Licht 10%). Seine Inclinationscharte10), seine Beobach- 
tungen über die jährlichen und täglichen‘ Veränderungen der 
Magnetnadel in Stockholm 102) haben diesen Theilen der Physik 
vortreflliche Beiträge geliefert. Seine Beobachtungen über den 
Nordsehein und seine vortrefllichen Beobachtung über die Kälte des 
Sehnees beim Schmelzen, worauf den scharfsinnign Beobachter eine 
gewöhnliche alltägliche Erscheinung führte103), sind glänzende Be- 
weise seiner grossen, hervorstechenden Talente und Verdienste, 
die ich hier nur anzudeuten wagte. 


Wenn ich die Männer, deren Namen im Auslande, so wie im 
Vaterlande mit Ruhm, Dankbarkeit und Achtung genannt werden, 
Nahmen wie Wallerius 1%), Alströmer1%), Ferner m) ia. 


98) Handl. B.XXII. B.XXV. — Benj.Franklins Briefe v. d. E. übers. 
v. Wilke. Leipz. 1758. 

99) Handl. 1758. 8. 250. 

100) Handl. 1759. S. 79-159. 

101) Handl, 1768. 

102) Handl. 1777. 

103) s. Handl. 1772. Wilke wollte Schnee auf einem kleinen Hofplatze 
durch siedendes Wasser schmelzen, es erfolgte aber nicht die erwartete Wür- 
kung, dies führte ihu, nach einer Reihe Versuche, auf den wichtigen Lehrsatz: 
dass beim Schmelzen des Schnees blos zur Erhaltung der Flüssigkeit eine 
Menge Wärme erfordert werde, die im Stande ist, eine eben so grosse Menge 
eiskaltes Wasser zu einer Hitze von 72% Cels. zu erheben, den-Grund der Idee 
von specifischer Wärme. s. Äminnelse-Tal af Nordmark. 8. 6. 


104) Joh. &otsch. Wallerius gebohren 172--, Prof, der Chemie und 
Metallurgie zu Upsal. R. d. W. O. M.d. A.d. W., starb 1785, eigentlich als 
Chemicus berühmt, doch müssen hier seine Tankar om Jordones danande, 
Stockh. 1776. Uebers. Meditationes de -origine mundi 1779, und unter seinen 
Dissertationen, de materiali differentia luminis et ignis — an Color a sole? — 
de transmutatione aquarum, genannt werden. s. Fascieuli Disputationum aca- 
demicarum Holmiae 1798. II Bde. — 

105) Clas Alströmer, Com. R. C. d. W. O., M. d. A. d. W., gebohren 
d. 9. Aug. 17386 zu Alingsas, starb 5 Mart. 1794, er war ein grosser Freund 
und Beförderer der Wissenschaften, Schweden verdankt ihm manches in der 
Oekonomie und Baukunst. s. Äminnelse-Tal af Pehr Dubb. 

106) Bengt Ferner, Canzell. R. d. N. O., M. d. A. d. W. hat viele 
meteorolog. Beobachtungen angestellt; s. Handl. XVI. 1—4. XVII 4. XVII. 
3. XIX. 3. 
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g0t17),Ekeberg!®),Meldercreutz!09),Schenmark140), Här- 
leman!!), Quist!12), Lindquist!113), Ekström!), Strö- 
mer415) Duraeus!!6) und andere hier blos anführe, ohne ihre 


einzelnen Verdienste um diese Wissenschaften aufzuzählen, so 


wird mich das vorgesetzte Ziel dieser Arbeit entschuldigen. 


107) Jak. Faggot, Modell- Aufseher, Ober - Director des Landmesser- 
Comtoirs, M. d. A. d. W,., gebohren d. 13 Mart. 1721, gestorben 1778. s. 
Aminnelse-Tal af Nicander d. 28 Nov. 1778, worin auch seine vielen Abhand- 
lungen mathematischen Inhalts angeführt sind. 

108) Carl Gustaf Ekeberg, Cap. b. d. K. Artillerie, M. d. A.d. W., 
1716 d. 10 Jun. gebohren, starb den 4. Ap. 1784, =. Äminnelse-Tal af Spar- 
man 1790. Er ist durch seine Reisen, und die auf denselben angestellten 
Beobachtungen über die Abweichungen der Magnetnadel u. a., so wie durch 
seine geographischen Kenntnisse berühmt. s. C. Ekebergs Ostindiska Resa 
1770—71. gedruckt 1773. 

109) Jon. Meldercreutz, Prof. der Mathem. zu Upsala 1751, Hauptm. 
und Lehrer an der Kriegsschule zu Stockholm, gebohren 173—-, starb 1786. 


110) Nicolaus Schenmark, Prof. der Math. zu Lund, gebohren in 
Östgothland 1720, starb 28 Sept. 1788. s. Oratio funebris in ejus memoriam 
a Math. Norberg. Lund 1788. Mehrere astronomische Bestimmungen, Beob- 
achtungen und Berechnungen, Bestimmungen der geographischen Lage mehrerer 
Orte Schwedens finden sich von ihm in Handl. XVI—XXX. seine Geometria 
analytica Stockh. 1785. ist als Compend. schätzbar. 

ı11) Bar. Carl Härlemann, Ober-Intendant, R. d. N. O., Mitgl. d. A. 
d. W., gebohren in Stockholm, starb 1753, ist als Baumeister in Schweden 
bekannt. s. Äminnelse-Tal af Tessin d. 19. Mart. 1758. 

112) Bengt Quist, gebohren 1727, Assess. im Bergw. Colleg., Director 
der sämmtlichen Schmiedearbeiten und Mitgl. d. A. d. W., besonders als Che- 
micus merkwürdig. s. Handl. XXIX—XXXVII. 

113) Joh. Heinr. Lindgnist, Math. Prof. in Äbo, M. d. A.d. W,, 
starb 1798. einige mathem. Abhandiungen von ihm s. Handl. XXVYII—_XXXIX. 

114) Daniel Ekström, Direct. und mathemat. Instrumentenmacher, 
M.d. A. d. W. s. Aminnelse- Tal af Wargentin 14 Jun. 1758. Er ist be- 
sonders als Künstler berühmt, seine Instrumente geben den englischen an Ge- 
nauigkeit und Feinheit nichts nach. — Sein geographisches Instrument. s. Handl. 
1743. ist ein sehr verbessertes Astrolab. 

115) Martin Strömer, Astron. Prof. in Upsala, M. d. A. d. W. Von 
ihm hat nlan Inledning til Geometria plana. Stockh. 1749. — Läran om klo- 
tet och sphaeriska Trigonometrien. Upsala, eine Uebersetzung des Euklides 
und mehrere Dissertationen mathemat. und astronomischen Inhalts. 

116) Samuel Duraeus, Prof. d. Phys. zu Upsala, starb 1789. von ihm 
Utkast til föreläsningar över naturkunnigheten (Entwurf zu Vorlesungen über 
die Naturlehre). Upsala 1759. Om Logarithmerne 1751. nebst vielen physika- 
lischen Dissertationen. 


U 


u” 


um die Mathematik und Physik. 423 


Ich wende mich nun zu den Männern, welche das günstige 
Schicksal zum Flor der Wissenschaften erhielt, von denen wir 
zu Erwartungen berechtigt sind, die eben so gross, als’ durch vor- 
hergegangene, bekannte Verdienste gerecht und billig sind. Und 
wenn ich um den Schein der Schmeichelei zu vermeiden hier 
kürzer bin; so fehlt es mir darum nicht an Stoff zu ihrem Lobe. 


Es freuen sich die Wissenschaften der Erhaltung eines Uhap- 
manli?), dessen tiefen Einsichten und weitumfassenden Kennt- 
nissen in der Mathematik die Schifisbaukunst!18), die Artillerie- 
wissenschaft 1!9), und so manche andere Diseiplinen, treflliche Be- 
reicherung verdanken. Seine Theorie ‘der Anker 120) träct das 
Gepräge tiefer mathematischer Kenntnisse, und ist als die vor- 
züglichste mit Dank als lange entbehrt anzusehen. Seine Unter- 
suchungen über den Widerstand, den die Körper in Flüssigkeiten 
erleiden 121), die er durch Gustav Adolphs milde Unterstützungen 
mit Eifer fortzusetzen im Stande ist, lassen über diese schwie- 
rige Materie viel Licht erwarten. 


Die vielen genauen astronomischen und meteorologischen 
Beobachtungen haben den Nahmen Melander, nun Melander- 
hjelm, dem Vaterlande und dem Auslande rühmlichst bekannt 
gemacht!??), Seine weitere Bestimmung und Ausführung der 
Theorie des Mondes von d’Alembert!23), neue Methoden schwie- 
rige Astronomische Bestimmungen zu finden 12%), glücklich gewagte, 
mit Scharlsinn, aus gemachten Beobachtungen, hergeleitete 
Hypothesen !25) über Erscheinungen am Himmel, haben seinen Nah- 
men der Nachwelt aufbewahret. 


Gemeinnüzzige Erfindungen und Entdekkungen, die für das 
gemeine Leben fruchtbare Folgen haben, verschaffen der Wissen- 


117) Fridrich von Chapmann, Vice- Admiral, C. d. W. O., R.d. S. 
O., Mitglied der Akademie der Wissenschaften. 

118) Tr. de la Construction des Vaisseaux trad, du Sued. Handl. XXIX. 1, 
XXIX. 4. LVII. 1. 

119) Handl. 1798. XIX, 

120) Handl. 1796. XVII. 

121) Handl. T. XVI. 1795. LXVI. 2. 

122) Dan. Melanderhjelm, Prof. der Astr. in Upsala, R.d.K.N. &; 
Mitgl. d. Ak. d. W. 

123) Handl. XXI, 3. 

124) Fundamenta Astronomiae. V, I—-U. Stockh. 1779. — Handl. XXVI_ 
XXX. nebst einer grossen Anzahl astron. Dissertationen. 

125) Handl. 1798. 1. Q. — Newtons Tract. de Quadratura Curyarum, in 
usum studiosae juventutis explicationibus illustratus a Daniel Melander. Upsal.1762. 
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schaft, der sie ihren Ursprung verdanken, die grösste und ausge- 
dehnteste Achtung und dem Erfinder bleibenden Dank; darum 
darf ich hier der Bemühungen Aken s!26) und Nyströms!?) nicht 
vergessen, die sich durch Feuerlöschungsmittel um das allgemeine 
Wohl verdient gemacht haben. Die Erfahrung hat ihre Entwürfe 
bewährt gefunden und die Versuche, die von diesem unter den 
Augen des Königs und des Herzogs zu Ladugärdsfelde angestellt 
wurden, haben ihm den Beyfall und die Belohnung des Königs 
erworben. 


Noch glänzen die Nahmen eines Planman!22), Prospe- 
rin!9), Nicander!30), Nordmark!3l), dessen sich diese Aka- 
demie einst als ihres Lehrers freuete, Landerbeck!?2), Teg- 
man 133), Hjelm13%), Lindtgreen!2), Hulten!39), Reg- 


126) s. Crell’s chem. Annalen 1794. 1 Stük. XII Stük. / | 

127) s. Afhandling om Eldsläkande Ämnen, ingifven til K. V. A. af Ny- 
ström 1793. s. Weigels Magazin. I Bandes 2 Stück. Berlin 1794. 

128) Andr. Planman, Phys. Prof. in Äbo, M.d. A.d. W., hat meh- 
rere astron. Beobachtungen angestellt. s. Handl. XX—XXXIH, 

129) Eric Prosperin, Prof. Astron. in Upsala, M. d. A. d. W. astron. 
Beobachtungen und Berechnungen von ihm über Kometen, über Uranus u.s. w. 
finden sich in den Handl. LIH. LVI. XXXI u. a.a. 0. 

130) Heinrich Nicander, Secr. d. A. d. W., hat über die parabolische 
Gestalt der Pflugscharre, Handl. XXXVIO. XXXTIX. über die Theorie der 
Wirzischen Spiralpumpe LIV. und mehrere astronomische Beobachtungen ge- 
schrieben. 

131) Zacharias Nordmark, Phys. Prof. in Upsala, M. d. Ak. d. W., 
hat ausser einer grossen Anzahl mathematischer und physikalischer Disserta- 
tionen, und mehreren mathematischen Abhandl. vorzüglich neue Beobachtungen 
über den Grad der Wärme der einfachen Lichtstrahlen angestellt. s. Handl. 
LVI. LVI. 

132) Nils Landerbeck, Math. Prof. in Upsal,, M. d. A. d. W., über 
die verbesserte Luftpumpe, und Auflösungen die Mechanik betreffend s. Handl. 


XZXXV. XXXIX. 


133) Peter Tegman, Math. Prof. M. d. A. d. W., von ihm sind meh- | 


rere mathemat. Disputationen. 

134) Pet. Jacob Hjelm, Probierer des Königl. ‚Bergwerk - Collegium, 
hat sich besonders als Chemikus gezeigt. 

135) Lidtgreen, Astron. Obsery. in Lund, hat sich durch mehrere 
gleichzeitige astron. Beobachtungen verdient gemacht. s. Handl. LVIL. LVIIL. 

136) Andr. Hult@n, Prof. d. Astron. in Greifsw. M. .d. A. d. W. seine 
Dissertationen, de methodis Tangentium ante Newton. usitatis Ups. 1786., de 
vestigiis Method. flux. atque Calcul. Diff. ante Newton. et Leibnit. obviis, Gry- 
phiae 1792 sind in Hinsicht der Geschichte der Math. merkwürdig; so wie de 
Aequationibus, radices aliquot aequales habentibus 96. 97. Theoremata magni- 


U 
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ner13?), u.a. in den Jahrbüchern der Geschichte dieser Wis- 
senschaften; neben ihnen die Nahmen der Deutschen, gröss- 
tentheils verekrungswürdige Lehrer dieser Akademie, denen das 
Ausland die Bekanntschaft mit der schwedischen Gelehrsamkeit 
verdanket. ; 


.e 
Die grosse Zahl dieser für Mathematik und Physik wichtiger 
Männer, die Aufzählung ihrer Verdienste, von denen ich hier nur 
den unvollkommensten Umriss zu entwerfen wagte, erfüllt uns 
mit Dankbarkeit und Freude; sie lässt an des Jahrhunderts Neige 
die Wissenschaften mit Freude in eine lachende, für. sie seegens- 
reiche Zukunft blicken. 


tudini telluris computandae inservitura 94. de normalibus ad curvas geometr. 


ducendis 97. de limitibus aequationum 98. gekannt zu werden verdienen. 


137) Regner Doc. i Natur-Lär. i Upsal. Inledning til Natur - Läran. 
Upsala 1785. 
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xxXV. 


Neue Bestimmungsweise des durch kleine Oeffnungen 
gebeugten Lichtes. 


Von 


Herrn E. Bacaloglo 


in Bucarest, 


I. Die Schwierigkeiten und die Länge der Rechnungen, 
welche, sei es nach der Schwerd’schen oder nach der von die- 
ser wenig verschiedenen Integrationsmethode, zu der Bestimmung 
des durch kleine Oefinungen gebeugten Lichtes führen, würden 
vielleicht den Versuch zu einer einfacheren und eine allgemeinere 
Anwendung gewährenden Bestimmung des gebeugten Lichtes 
nicht unzweckmässig erscheinen lassen. 


Schon Billet (Traite d’Optique physique t. I, p. 200, 217) 
hat darauf aufmerksam gemacht, dass die Resultirende des durch 
einen schmalen Spalt gebeugten Lichtes dieselbe Phase hat, wie 
der durch dessen Mitte gehende Strahl, und ebenso hat beim 
Parallelogramme die Resultirende dieselbe Phase wie der Strahl, 
‘ “welcher durch den Durchschnittspunkt der beiden Diagonalen geht; 
allein er hat diese Sätze nur als Consequenzen der durch jene 
langen Rechnungen gewonnenen Formeln hingestellt und suchte 
dieselben nicht weiter zu benutzen. Dahlander hat später (Pogg, 
Ann. Bd. 110) jene Sätze verallgemeinert und unabhängig von den 
letzteren Formeln abgeleitet; er stellte den Satz auf, dass bei 
jeder Oefinung, welche einen Mittelpunkt hat, die Resultirende 
dieselbe Phase hat wie der Strahl, welcher durch jenen Mittel- 
punkt geht, und zeigte die Anwendung dieses Satzes, welcher je- 
doch auf den schwierigeren Fall des Trapezes, des Dreieckes 
und auf denjenigen von Curvensegmenten nicht ausgedehnt wer- 
den kann. 
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Es sollen nun im Folgenden zwei Formeln aufgestellt werden, 
welche sich zu der Bestimmung des durch eine beliebige Oeffnung 
gebeugten Lichtes eignen, wenn man nur in jener Oeffnung einen 
einzigen geradlinigen Durchmesser nachweisen kann. Sämmtliche 
bis jetzt untersuchte Fälle, das Trapez, Parallelogramm, Dreieck, 
der Kreis, die Ellipse, resp. Kreis-, Ellipsen-, Parabelsegmente 
 u.8s. w., lassen sich mittelst jener Formeln behandeln, welche auch 
die Benutzung der ursprünglichen Parameter gestatten, wodurch 
man eine leichtere Uebersicht der gefundenen Resultate gewinnt. 
Die Ableitung dieser Formeln ist möglichst einfach und: bedarf 
keineswegs der oben gedachten Sätze; sie wird jedoch noch 
weiter vereinfacht durch Benutzung des ersten, nach welchem 
die Resultirende des durch einen Spalt gebeugten Lichtes die- 
selbe Phase hat wie der durch dessen Mitte gehende Strahl. Der 
Beweis ist leicht zu führen, wie Dahlander gezeigt hat; man 
braucht nur die Wege des Lichtes p', g’ und p”, g” durch zwei 
von der Mitte gleich entfernte Punkte mit dem Wege durch die 
Mitte selbst p, q zu vergleichen, um daraus zu schliessen, dass 


pP=-p=p-p, d—-g=g9-=4"; 
folglich ist: 
P+'—-p+N)=p+g—-(p" +9"); 


oder auch: 


Det -prl=- pr —pr)=p. 
und die drei entsprechenden Strahlen werden dargestellt durch 
asine, asın(@+9), asin(@— 9); 

also ist die Resultirende der beiden letzteren: 
(2) alsin(@+9)-+ sin (@— 9)] = 2a cos psin « 
und hat dieselbe Phase wie der Mittelstrahl. 


Il. Die Aufstellung der Formeln, welche den Gegenstand 
dieses Aufsatzes bilden, beruht wesentlich auf der Kenntniss des 
Ausdruckes ‘für das durch einen Spalt gebeugte Licht in einer 
etwas allgemeineren Form als die bis jetzt in Anwendung ge- 
brachte. Man nimmt für gewöhnlich an, dass die Durchschnitts- 
linien.der auf die Richtung der einfallenden und der gebeugten 
Strahlen senkrecht gelegten Ebenen mit der Ebene des Spaltes 
zusammenfallen und .der Längsrichtung dieses letzteren parallel 
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sind. Ich will von dieser Beschränkung absehen und den allge- 
meinen Fall behandeln, wo XL (Taf.Ill. Fig.1.) den Spalt be- 
zeichnet, dessen Ebene mit der der Figur zusammenfällt. Be- 
zeichnen ferner NE und NG die Durchschnittslinien dieser Ebene 
mit den auf den einfallenden und gebeugten Strahlen senkrecht 
stehenden Ebenen; —® und X die Neigungswinkel der ersteren 
gegen jede der letzteren; BF eine beliebige Richtung in der Ebene 
des Spaltes, bestimmt durch die Winkel p oder 9; — u’ und u 
die Neigung dieser Richtung BF gegen jede der beiden Normal- 
ebenen; so findet man zunächst durch die bekannten Projections- 
methoden: 


(3). . . »sina=sinpsinX, sinw = sinp'sin®. 


Es wird demnach die Phase für den Punkt P, dessen Enttfer- 
nung von der Mitte M des Spaltes = x ist: 


I) 


ie (sin a — Sin u')z = u (sing sin X—sin p’sin ®)z, 


und die Resultirende der beiden, durch die symmetrisch liegenden 
Punkte P und P' gebeugten Strahlen nach (2): 


2cos E (sina—siow‘)x [sin 8. 


Die Vibrationsintensität des durch den Spalt KL gebeugten 
Lichtes wird demnach: 


Y 
2 2 
2 fi; dx cos E (sin u — sin «2 | 


woraus durch Integration und Einführung der Constanten: 


sin| ein u— sin «| 
14). RER u ADB DIE 7 ee 
= (sin u — sin u‘) 


sin — (sin psin X— sin p’ sin ©) | 


— Acos® E 
= (sin o sin X— sin op’sin ®) 


Es sei nun ABCD (Taf.IlI. Fig. 2.) eine beliebige Oefinung 
und BD ein Durchmesser derselben. Man denke sich die Oef- 
nung in parallele, dem Durchmesser BD conjugirte Querstreifen 
getheilt. Die Vibrationsintensität des durch einen derselben 


’ 
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EF=2x gebeugten Lichtes wird nach (4), mit Weglassung der 
Constanten, ausgedrückt durch: 


sio] (sin u — sin w) I} 
er ee 
= (sin # — sinw) 


Da diese Resultirende dieselbe Phase hat, wie der durch die 
Mitte @ von EF gehende Strahl, so kann man sich die ganze 
Oefinung weggelassen denken mit Ausnahme des einzigen Durch- 
messers DB, wenn man dafür sorgt, dass sämmtliche durch dessen 
verschiedene Punkte gehende Strahlen mit der entsprechenden 
Grösse x multiplieirt werden. Bezeichnen aber v» und —v’ die 
Neigungswinkel des Durchmessers DB gegen die beiden Normal- 
ebenen, so findet man leicht, dass die Phase des durch den be- 
liebigen Punkt @ des Durchmessers DB gehenden Strahles 


2ny,. 5 A j 
== sınv— sınv’) ist, wenn = DG. Das durch die zanze 
Y 5 


Be ABCD gebeugte Licht wird also abhängen von den bei- 
den Integralen: 


(8) 


nd a k 
M fr ee re s| Fein v—sin v) > 


= (sin —sin 9) 


DB sin | 1 = (sina—sinw‘) | 
N=/ Pe re JE T @iav -sinv‘) |; 
0 7 (sing — sin‘) 


woraus man x oder y mittelst der Gleichung der Curve ADC 
eliminiren wird. Man hat übrigens zwischen den Winkeln v, v“, 
%%> X © folgende mit (3) analoge Relationen : 


(6)... . sinv=singsinX, sinv' = siny'sin ®. 


IH. Die Anwendung der Formeln (5) auf das Parallelogramm 
(Taf. 111. Fig. 1.) ist äusserst einfach. Bemerkt man, dass der 
erste Faktor unter den Integralzeichen constant und 


. fra, Rt 
” sin E (sin u — sin u ‚| 


0% un DR 
FR (sin u — sin‘) 
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ist, so ergiebt sich: 


sinl 7 1 (sin u — sin | Ei: (sinv — sin „] 


M= absine — 


Anh 
1 —T (sinu — sin u’) 7 (sinv— sinv‘) 
; 2b 2 
sin| (sin v — sin | uf (sinv— sin | 
Ne ab ind — —— a ern 
7 (sin u — sin u‘) 7 (sin v— sin v‘) 
woraus 


u= cos ®.V M2+ N? 


. fra. ; R 
sin| (sin u — sın e- sin 9 (sinv—sin ZI 


na,. % 
Sn (sin u — sin‘) — kin v—sinv‘) 


— Acos ® 


oder mit Benutzung der Gleichungen (3)‘ und (6): 


sin| 7 (sing sin X— sin p’sin ©) | 
(N)... u ACH I I 
7 (sin psinX— sinp’sin®) 


sio| 7 (sinysin X — siny'sin o) | 
> m nn nn 
m (sinysin X—siny'sin ®) 


Nimmt man das einfallende Licht normal auf die Ebene des 
Spaltes an, so findet man: 


si ("3 sin u *) si ( sinv 


(8)... 2 TIARUBN ST GN: RE, 
sl sin osinX) zei six) 
— Acad er 
—sinpsinX 2 sin ysin X 


IV. Das Dreieck bietet nicht viel mehr Sühwierigkaitsis Es 
sei (Taf. II. Fig. 3.) AB=c, AC=b, BC=a, AD=d; es 
bezeichnen «, oe‘; ß, ß’; 2, y'; 0, 0’. die Winkel dieser vier Gera- 


4 
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den mit jeder der beiden Normalebenen. Die Integrale (5) erhal- 
ten dann folgende Form: 


‘ 


| Feine sine‘)%zy | 

1 ri d 2 R 

M= Ef A 
= (sin «— sin «) 


 (eine—sine‘)? so]; eine-sine) zy | 
N Su E23. 


= sin] = n (sind — sin d')y I 
. & — sine‘) 


oder, wenn man die Producte durch Summen ersetzt 


2; : 
„ (sine —sin «‘) 
2 dysinl yiäg ie [sin @— sin @'] + d|sin d— sin 1)% l 
Bit: dysin] 7° G [sin — sin a‘] — d[sind— sin »1)% N 


fe dycos| 5 [sin «— sin a‘ ]J— —d[sind--«ind])3 | 


1) 


| 
If" darcdk E 6 [sina—sine‘]+d[sind—sind 1%] | | 


Bemerkt man ‚„ dass*) 


d(sind — sind’) + 5 (sin e— sine‘) = b(sinß — sin ß’), 


d(sind— sind) — 5 (sin«@ — sine‘) = c(siny— siny‘); 


uhr 
Le 


und integrirt zwischen den angegebenen Grenzen, so ergiebt sich 


Se 
*) Es brauchen nur durch die Punkte A, B, C, D acht Normalebenen zu 
den gebeugten und einfallenden Strahlen gedacht zu werden 


Theil XL. 29 
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| ı.dsine 
Fe Ma" 
1— cos 2 a ß— sin | 1— -[ (siny — sin Zu 
2 (sin ß— sin ß’) 7, @iny-siny) a, 
N zdsine 


TV, . : 
1 (sin « — sine‘) 


sin Wäh B—sinß‘ 1, sin 5 — “sin y—siny 2 


2 ein B— sing‘) — (siny—siny) 


> 


woraus 


s® 2 
()....2u°2= M+N— zn Tadel 


Üyi; . 
— (sina@— sin &‘) 


sın sin —sing Es +25 Hieen 
eu >) — (sin y—siny‘) 


n rn ß—sinp‘) 


>< Bahn: —sinß’ 1 so 7 1 (siny— siny) |}- 


1 TO inß-sinf‘) (sin y— siny‘) 


TaA,. . 
>< cos E (sin &— sin ©] | 


S bezeichnet den Flächeninhalt des Dreieckes, und die Winkel 
a,e'; ß,ß’; y, y' hängen von den ursprünglichen Parametern 9,9'; 
%X%5 % ws; X, ® durch folgende Relationen ab: 

| (10) 
sine=sinpsinX, sinß=sinysinX, siny=sinysinX; 
sin e—=sinp’sin®, sinß'=siny'sin®, siny=siny’sin®. | 
V. Betrachten wir nun das Trapez. Es sei (Taf.IIl. Fig.4.) 
AB=a, BC=0b,CD=e, DA=d, EF=e, Bezeichnen wir 
mit «, @‘ die Neigungswinkel der Seite a oder ce gegen die bei- 
den Normalebenen; mit ß, ß’; 0, d';,&8' die den Geraden d,.d, e 


entsprechenden Neigungswinkel, so ist = 5 + I und 
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sine 


M= 


(sine —sin.«‘) 
e T l— 
x / dysin | Feine -sine‘) + 15 @ine—sine)y | 


2 
><.cos — (sind — sin 0 }. 
Be sin € 


BU, . 
Sa &@ — sine‘) 


<f dysin | Fein @.-— sine‘) E 2 —— — (sine—sine‘)y | 
>< sin 7 (sin &— sin 9]. 


Werden hierin die Sinusse der Summe zerlegt und folgende 
Abkürzungen: 


(Al) 
A= (sine-sine‘) 1 = (einß- mp» C= = (sine- sine‘), 


D — "sin d— sind‘); E= T (sing —sing) 


eingeführt, so wird: 
sine 


M=_- — 
7 T (sine — sine‘) 


{sind f d yeos(C-A)%cos2EY +cos4 45 dy sin(C-A)2cos2B% 3 


sine 


Ne 


(sin a — sine‘) 


><isind ıf dycos(C_-A)sin2E® + c0s4 ‚fi dysin(C-A)Fsin2Ed. 


Bezeichnen wir mit P,@, R, T diese vier Integrale, in dersel- 


ben Ordnung, in welcher sie geschrieben sind, und bemerken 
w wir, dass (siehe IV. Anm.): 


e(sing—sinf‘) +5 (eine-sine‘) = b(sinß-sinß‘) od. 5+ = B, 
C-A 


e(sing—sing‘ )— g (sine-sing‘)=d(sind-sind‘ ) - Imst =D: 


b(sinß-sinß’)— dlsind-sind) = (Mind ind - B-D=C-A, 
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so finden wir: 


e q esin?2D sinDcosD | 
P+T=/ dycos2D? — DD Tr 
0 


P-T=f_"aycsap! "BE _ „ein BensB, 
N ’ 


2B B 


1—cos2B__ sin? 
a EB ee, 


— 2 in?2D 
R— of" dyein2D! — ee 


woraus sich ER durch einfache Rechnungen: 


a-+tc 
5) —-—esine 
er D sin (A—D)4 
a-tc 
9 esine 
N = ——— a8, (> et —D) — "% @s(4+B)); 


daraus folgt: 


Scos®\? 
5) 
(12) Las A+C 


sinD\?® /snD\® _sinB sinD n 
<[(F) +( D Meg: D cos (440) |; 


oder auch: 


Scos ® 2 
(Bam (us ur (zur ) 
(sine — sine‘) 


(na 1 ee EB 1 (sin u 


Ksinß — sinß‘) (sin d— sin 6‘) 


wi / sin ß— sinß‘) sin (sind— sind’) >, 
see (sin | 1% 1 9] 
2 (sinß —sinß‘) "€ (sind—sin ö') 


Ä Mi > cos [7 ka (sine-eine‘) |; 


worin S Br Flächeninhalt Br Trapezes bezeichnet, und die 
Winkel «, a‘; ß, ß‘; 6, 6“ dieselben Werthe wie in io haben; nur 
ist hier 6, ö’ statt y,y’ zu schreiben. | 
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VI. Wird das einfallende Licht senkrecht auf die Ebene des 
Trapezes angenommen, wozu nöthig ist, 


®=( oder = ß=ö—=V) 
zu setzen, so kommt: 


(14) 


Ss \2 sinD\?’ /sinD\?® _sinB sind 
= (gro) 16) + D —_) y a cos(A+ co] 
Ss 


2 

Pin (Fera sin we 
sio| 7sinzsinx | 2 sin] Zsinysinx | Ber 
Fe 


7 sing sinX 


7 SinysinX 
sine ) (es e x) 
Ar „ sınysinX 10% , sıny ın? Pf late). 
BRape 7 we er s[ „ sınysınX 
, sinysinX 7, sınypsinX 


Bemerkt man, dass dp = d4= dw ist, und x von zwei inde- 
pendenten Variabein $ und X abhängt, so findet man durch die 
bekannten Methoden als Bedingungsgleichungen für die Maxima und 
Minima von x die beiden Gleichungen: 


(15) 
a ne  eos(44 Oo) cos 7 
(I eost44 6) A a 
Fr in (4+CYXa+e)cosp = u?(A+ C)(a+ 0) cosg, 
(BD ar oe, 
+ (I Reos(4+ 0 Ve any 
ar En in(d+ C)(a+c)sinp — u2(A+ C)(a+c)sinp; 


‚welche zu gleicher Zeit bestehen müssen. Aus diesen Gleichun- 
gen sowohl, als auch aus (14), lassen sich einige Minima und 
Maxima bestimmen. 

) sinA+C)=0 oder m 
und zu gleicher Zeit: "> 


B=D oder bsiny— dsin y, 


sinpsin X —Imr 
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Man erkennt leicht, dass dieser Fall eintritt, wenn die Durch- 
schnittslinie der Normalebene auf die gebeugten Strahlen mit der 
Trapezebene der Halbirungslinie der Parallelseiten dieses letzteren 
parallel läuft. Man hat also eine Reihe von isolirten dunkeln 
Punkten, welche auf einer zu dieser Halbirungslinie senkrechten 
Geraden liegen. Die dazwischen liegenden Maxima werden durch 
eine transcendente Gleichung gegeben. 

DV BEDAng: dd zb sin gsin.X: pad sin EINES 

A A 
oder auch: 
. sinpsinX 
A 

so hat man denselben Fall wie in 1), nämlich eine Reihe von 
dunkeln Punkten, welche auf einer zu der Halbirungslinie Senk- 
rechten liegen und zwischen den vorigen dunkeln. Punkten vertheilt 
sind. 

3) A+C=0 ode a=0 


und zugleich: 


= mn; 


B=D .oder bsiny —= dsiny. 


In diesem Falle ist die Durchschnittsliniie der Normalebene 
mit der Ebene des Trapezes parallel den Parallelseiten dieses 
letztern. Der entsprechende Theil des räumlichen Gebildes pro- 
jieirt sich als eine auf den Parallelseiten senkrechte Gerade, 
auf welcher die Minima und die Maxima in derselben Weise wie 
im Falle eines Spaltes vertheilt sind. Die zugehörige Formel’ist: 


. nıb . . 

sin(F sin gsin x) 
ud, An i 
7 singsin X 


4) Die Formel (14) reducirt sich noch auf Null und giebt hier- 
mit Minimalörter, wenn zugleich sin 2=0 und sinD=0 oder 


u=S 


cd, 


n sinypsin X= nn. 


b 
— sinysin X=mn und 
Diese Minima liegen auf den Durchschnittspunkten zweier Sy- 
steme von Geraden, welche resp. auf den nicht parallelen Seiten 
des Trapezes senkrecht stehen. 


5) sin(A+C)=0 oder in) sinpsin X =2 mn 


2 


und zu gleicher Zeit: 


en 7 ee 
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snB “ sinD 
Sr il I Take 


Der Fall 1) ist ein specieller Fall des jetzigen, welcher eben- 
sinB sinD 

B oder D 3 
sich stetig ändernd, in den verschiedenen Quadranten folgende 
Maximal- und Minimalwerthe 


1....0....—0,217....0....+0,128....0.... —0,091.... 


U Ss. W 


falls nur Minimalörter giebt. Da der Quotient 


' annimmt (S. Pogg. Ann. CX, 482 und dieses Archiv XXXV], 17.), 


so folgt daraus, dass derselbe zwischen zwei Nullwerthen zweimal 


. denselben Werth erreichen wird, und wenn die diesen letzteren 


entsprechenden, in verschiedenen Quadranten liegenden Bogen BD 
sinB sinD 


und D heissen, so wird damit der obigen Gleichung BD 


Genüge geleistet. 


6) sin (AFO)=0 oder Aieke) sinpgsnX= (2m: 1)r 
und zu gleicher Zeit: 


snD. snD 
Bt m 


u: 


ein dem vorhergehenden analoger Fall. Die entsprechenden 
Werthe von B und D liegen zwischen zwei auf einander folgenden 
Maxima. 


Vi. Der Kreis lässt sich am leichtesten behandeln. Es sei 


de dessen Radius, ®=0°, und man setze in den Formeln (5) 


g=WP, 1=09, was wegen der Symmetrie des Kreises gestattet 
ist. Alsdann verschwindet das zweite Integral, und das erste, 
welches nun die Vibrationsintensität ausdrückt, redueirt sich auf: 


A +R ‚fan, 
Ti al. dy sın (Fein x). 
—R 


oder durch Anwendung von Polarcoordinaten: 


Ra 7 2rzR , 1 
EIG)... : U dpsin psin( . sinXsing), 


welche Formel ich früher schon (Pogg. Ann. CX, 492) aus den 


Schwerd’schen abgeleitet und näher untersucht habe. 


Es ist zu bemerken, dass der Halbmesser der dunkeln (resp. 


- 
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hellen) Ringe, welche man durch eine kreisförmige Oeffnung sieht, 
dem reciproken Werthe = des Halbmessers der letzteren propor- 
tional ist; für eine zweite Oeflnung vom Radius 'R, sind jene 
Ringe proportional dem Werthe RE Der äussere und innere Ra- 


dius der durch eine ringförmige Oeflnung gesehenen Ringe ver- 
halten sich demnach zu einander wie R) :R, und die Dimensionen 
dieser Ringe in Bezug auf ihren inneren Radius werden reprä- 


N 2 
sentirt durch a wie es Herschel vermuthet hat. 


VII. Betrachten wir endlich ein Parabelsegment. Nehmen 
wir wieder an, dass das einfallende Licht normal auf die Oefinung 
fällt, und dass diese symmetrisch in Bezug auf die Parabelachse 
ist. Aus der Gleichung der Parabel 2? =?2py folgt zdx = pdy, 
woraus [(5)]: 

17) 


M— sine “ i0% (= ’ - x) (* t be 
BE | da.2sin| sing sinX Jcos ID ya N; 


— sınosınX o 


REN © 
RER de. zsin( sin p sinx)eos (= 2 y sin x); 


— sing sinX 


welche Formeln sich durch Reihen integriren lassen. Ich will 
mich auf den Aequatorialschnitt beschränken und die Erschei- 
nung auf diesem zu bestimmen versuchen. Dies wird erreicht, 
wenn 9—=90° und = 0° gesetzt wird, wodurch die zweite der 
Formeln (17) verschwindet, die erste aber sich auf folgende: 


sine “i Ba a4, 
u= zp r.zsın (7 sinx) 
A 


reducirt, welche die Vibrationsintensität des Lichtes auf dem 
Aequatorialschnitte ausdrückt. Daraus erhält man durch Integra- 
tion folgende merkwürdige Formel: 


(18) 


Der 1 sin x) 
| - —— — — (108 (FE sinx) |; 
(&. sin he, iR are 


Die dunkeln Stellen slflen bestimmt durch die Gleichung: 


Ku = 
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In, | Inaıy ; 
7 sinX=tang (° sinX); 


woraus erhellet, dass auf dem hier betrachteten Aequatoriälschnitte 
die Minima dieselbe Stelle wie die Maxima eines Spaltes einneh- 
men, dessen Breite gleich der Sehne des Parabelsegments sein 
würde. Ist z=p, d.i. wird das Parabelsegment durch die Sehne 
begrenzt, welche durch den Brennpunkt der Parabel geht, so wird: 


N sin(2 sin x) 
um Bei A — os DRS: Pt 
en lee en) I: 
Be, 7 sinX 


IX. Das Prineip, auf welchem die in Il. aufgestellten For- 
meln (5) beruhen, behält seine Gültigkeit auch für den Fall, wo 
die Begrenzungslinie der Oefinung, durch welche das Licht ge- 
beugt werden soll, keinen geradlinigen Durchmesser hat; man 
stösst aber bei Anwendung der entsprechenden Formeln auf Schwie- 
riskeiten, welche man, wegen der Unvollkommenheit der Rech- 
nungsmethoden, im Allgemeinen nicht im Stande ist, zu bewälti- 
gen. Man kann nämlich für jede gegebene Oeffnung ACBA 
(Taf. Il. Fig. 5.) den geometrischen Ort AGM der Mitten eines 
beliebigen Systems von parallelen Sehnen BC, EF...., d.i. einen 
krummlinigen Durchmesser der Begrenzungscurve BEAFC, mit- 
.telst der Gleichung dieser letzteren, bestimmen. Bezeichnen aber 
%;, —%g die Abscissen der Punkte E, F; y ihre gemeinschaftli- 
che Ordinate, r=AG und » die: Polarcoordinaten des krumm- 
linigen Durchmessers AGM, und bemerkt man, dass y=rsinG, 
woraus dy = sin ddr +rcos0d0, dass ferner = —9, Y —=p—49, 
2=00°; so nehmen die Formeln (5) folgende Gestalt an: 


1 T 
M — ir —— (sin ddr + rcos 0d6) 
. . . I . 
„(sing sin X — sin p sin ®) “% 
x sin Bulk (sin@sin X— sin op’ sin 2) | 
2rrsinG,. 1 j > # j 
eos] i = G@in[9— #]sinx— sin[p — d]sin.®) I 
1 Arne KT 
N - BER (sin ddr + r cos 0d6) 


(ein psin X— sin 9’ sin ®) % 


>< sin Ku (sin psin X — sin p' sin o) | 


x sin Pen (sin [p — 6]sinX— sin [pP — 6) sin o) |, 


23% 
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worin x; +2, durch r und 6 zu ersetzen ist; auch muss man r 
oder # mittelst der Gleichung des krummlinigen Durchmessers 
eliminiren. 


Im Mai 1861. 


xxVE 


Ueber die Berechnung des sphärischen Vierecks im 
Kreise aus seinen Seiten. 


Von 


Herrn Professor Dr. Kambly 


in Breslau. 


Herr Professor König schliesst seine im 34sten Bande des 
Archivs Nr. Ill. enthaltene dankenswerthe Mittheilung über die 
Fläche des sphärischen Vierecks mit den Worten: „tGewiss giebt es 


F 
auch für tang einen Ausdruck, der für d=0Ö in die tang? des 


Simon Lhuilier übergeht; aber wie findet man ihn?“ In der 
That hat diese Vermuthung auf den ersten Blick viel für sich, 
und es liegt nahe, die Lhuilier’sche Formel auf das in einen 
Kugelkreis einbeschriebene sphärische Viereck in derselben Weise. 
zu erweitern, wie die Formel für den Flächeninhalt des ebenen 
Dreiecks auf das ebene Viereck ausgedehnt werden kann. Hier- 
nach würde, wenn man den halben Perimeter eines solchen Ku- 
gelvierecks mit s und den Ueberschuss seiner Winkelsumme über 

360° mit E bezeichnet, 
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tan rang rang rang? 
tang7 Ne: tang —— 5 tang =tang g 
sein. 


Man überzeugt sich aber sehr leicht, dass diese Formel nicht 
richtig ist, da sie für die Hälfte der Kugeloberfläche, für welche 
sie doch auch gelten müsste, E= 180° statt E=3609 ergiebt. 

Ausserdem stimmt sie, wie nachher gezeigt werden soll, auch 
nicht zu den für den speciellen Fall der Gleichheit der Seiten 
leicht zu entwickelnden Formeln. Bemerkenswerth ist hierbei 
jedoch, dass aus der erwähnten Gleichung sich Ausdrücke für 


E E A 
c085 und sinz ergeben, welche unter der Voraussetzung, dass 


eine Seite gleich Null wird, in die bekannten Formeln für den 
sphärischen Excess des Kugeldreiecks ühergehen. Zunächst hat 
man nämlich: 


1— 0, an Bee sin en sin el sin a ke 
1+cosz vba an cos Alatzr.; cos Rat cos RA at6te=d 
2 4 4 4 4 
(cos z I a — cos 8 Ei (ost? — cos =) 
(cos Zr cos“ I) (eos* n F =, 
folglich: 
(cos- Sb piebs 4 - 5) SLURE er + cos“ % Ara 
E ne u ) 
A (cos ar +eo Pi g Bel Ei Penn ek 
+ (cos- pe ) (cos er Ar 


a—b ce+d c—d 


a+b 
C08S—,  €0S +68 75, RB Ze 


ae: ı  g-D od 
aa sch@ 4 cos 5 608 Z— 


cosa+cosb+cosctHcosd 


r a be d-»; aE30 oe 
4(cosz c085c0s5c085 + sinzsingsin,sin;) 


Endlich ist: 
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Fu) 


Re au: E\, E 
sny=( +cos 5) ang 


} _ —d —b b 

| 2 (cos _ ı ß cos rt 4 cos u: 2) x cos ar + cos z cost 
-d 

| + 08 gr cos kan) 


= 3 Wirren rede mM 
(cos "40 + 008) (est 460575 


ee —d 
x tang 5 tan tang“ _ Stange = 5) 
+ b $ cds c 5 d, 


(cost? +08, eos 2 4eosSz ) 


(cos “ z ya Br (cos 


ae s—d 
SV bang“ “tane —— ne J “ tang 5) 


w 2—d 
(cos ae +cos wi (cos =. + cos SL 


— 


bi. Sud b., 
2 (cosz 560550085085 +sins 5 <sinz 5 sinz 5sin 5 


s—a s—b s—C s—d 
x fang Z- tang ne tang "w- tang 7 . 
Bringt man nun den Zähler des Bruches in .die Wurzel hinein, 
welche nach der vorangehenden Entwickelung 


1. dtc+d—a , atc+d—b , atbtd-ec , atbte-d 
4sin TRITT ea se 


es (cos der + cos an 


(cos ar +cos a 


ist, so hebt sich der Nenner des Radicandus auf, und der Zäh- 
ler wird: 


Öö+ce+d-a, a+c+td—b , a+dö+d—c, a+b+c—d 
65n ZT TE 


4 
btetrd—a atctd-b arbtd—ce atbtc—d 
>SC08 7 — 7 —— COS un C08 — cos 
4 4 4 Alzer 
—=sin Ara sin RER run inte ein Precht, 


also; 


im Kreise aus seinen Seiten. 4453 


b 10 A a DET EEE 
2 (cos 5 cos 5 c08 5008 5 + sin 5sin Ssin 5 sin) 


„E 
sıny 


% 


ge tiehiet Be Uebereinstimmung der gefundenen 
Ausdrücke für sin 5 685 und tang7 mit den entsprechenden 


Formeln für das Kugeldreieck dem Herrn Prouhet, Repetiteur 
’Ecoleimperiale Polytechnique, ausreichend erschienen, um 
sie für richtig zu halten und ihre Begründung zu verlangen. Das 
Januarheft der ehemals Gerono- und Terquem’schen, jetzt 
Gerono- und Prouhet’schen „Mathematischen Annalen“ 
enthält nämlich die von P. (Prouhet) gestellte (633ste) question, 
jene drei Formeln für die aire d’un quadrilatere spherique 
inscrit zu entwickeln. 


Wunderbarer Weise hat bis jetzt trotz des rühmlichen Eifers, 
welcher in Frankreich für die Lösung jener questions rege ist, 
noch kein Mitarbeiter des Journals die Richtigkeit der erwähnten 
Gleichungen in Zweifel gezogen; auch Herrn Prouhet selbst 
scheint dadurch, dass jene Aufgabe bisher ungelöst geblieben ist, 
über die Geltung der Formeln noch kein Bedenken erregt wor- 
den zu sein. Dass sie jedoch falsch sind, lässt sich an dem vor- 
erwähnten speciellen Beispiele leicht nachweisen. 

Ist nämlich a=db=c=d, demnach A=B=C=-D, und 
bezeichnet man den sphärischen Radius des umschriebenen (Ecken-) 
Kreises mit r, so erhält man aus jedem der gleichschenkligen 
Dreiecke, deren Seiten a, r, r sind: 

a A? a? 
tangz has cos, +tangz 
tangr = 7 ), also seer?®= ihn. ich 
2a 085 


andererseits aber aus den Dreiecken, deren Seiten a, a und Ir 
E Ss, 
sind, da sin 5, =— 0085 ist, auch: 


- 2 
swmr in 
**), also cosr=cosz sind; 
[4 


tangr = 
c08Z sin A 


demnach: 


*) Eben so leicht ist die Entwickelung der Formeln für sins und 


E E 
tang 7 aus cos 5° 


**) S. meine Sphärische Trigonom.., Uebungsaufgab. 16 und 17. 


% 
h 
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Ar 
TOAS: 4 

— a — = us; sin A? 

085 +tangz 
und | 

ar  , 43 342 a? a? ,„ 4? 
c085 sinn cosz +cosz fang; sny — 1, 
mithin 
4? 1} A? 1 
sımz ur zsına ee gi’ 
cosz cosz 
woraus | 
„A v3 A Nicosa N N cosa 
in5= .„ 085=777, > sin 4= PC 
coSz cos, e055 
ad 
4 1 a? u! 
tane< = -——, cosA=-—tang, und tangr = —— 
er? cosa S2 . Yicosa 

folgt. 


Sucht man nun den sphärischen Excess (e) eines der gleich‘ 
schenkligen Dreiecke, welche die Hälfte des Vierecks sind, mit- 
telst der bekannten Formel für den ‚Cosinus des halben Excesses 
eines sphärischen Dreiecks: 

0085 00854 sin; sin 508 C 


3 


c 
cos; 
2 


so ergiebt sich für den vorliegenden Fall, da e=3E ist, nach 
einigen leichten Umformungen: 


E Ncosa nA , E a? 
COST en > sing = fang; ’ 
c0oS-> 
2 


E as 
cos, =—cos2?4=1—2tangz 
Zu demselben Resultate gelangt man unmittelbar, da 


E=44A4--.360°, also —— 00524 


ist. Eben so folgt: . 
ol 2 cosatangz Be 
sing—=—sin2d= und tan = 
Ar ao) 


rE 
sinz 
2 


cosa 


Im Widerspruche mit diesen Formeln, welche sich auch an- 
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derweitig verificiren lassen, erhält man aus den Prouhet’schen 
Gleichungen für den-Fall a=edb=c=d: 


E cosa ee 1sina? 1 E a? 
0085 Er er sıny = 2% „a un tang 7=tang; s 
c085 +sinz c085 +sing 


Ausdrücke, welche, mit den vorher ererieeik zusammenge- 
stellt, zu nichtidentischen Gleichungen führen. Zugleich geht aus 
dem völligen Mangel an Analogie zwischen den beiden Formel- 
gruppen mit ziemlicher Gewissheit hervor, dass die im Eingange 
erwähnte Verallgemeinerung nicht möglich ist. 

Um die Aufgabe für das ungleichseitige Kugelviereck im Kreise 
aufzulösen, bedarf man der beiden Fundamental - Gleichungen 


cosacosb+sinasinbcosC = cosccosd + sinesindcos A 
und 
allın ba; est dis; 
c08 5 C08 58in (A c085co8 zsin 4A, 

in welchen A den von ec und d, C den von a und 5 eingeschlos- 
senen Winkel bedeutet, und von denen die erste sich unmittelbar 
ergiebt, wenn man die den Winkeln A und C gegenüber liegende 
Diagonale (BD) aus beiden Dreiecken darstellt und die Werthe 


gleichsetzt, während die zweite durch Elimination von tangr aus 
den beiden Gleichungen 


BD . BD 
sing sin 7 
teren Tr mdstngre tn nn 
£ un A _ RR 
c08 ,C0S 55in cos 5 c08 58 


gewonnen wird. 
Man erhält, wenn man 

l1-+cosa-+cosb+cosacosd= (a, b), 
1+cos&e +cosd+coscecosd=(c, d) 

und Bun 

cosceosd — cosacosb = (a,b, c, d) 

setzt: 

2sincsind(a, b, c, d)(a, b) 


2 il RT ee Bu 
cos?d— (c, d)sina2sinb?2— (a, b)sinc?sind 


„cos A 


(a,b, c,d)?(a,b)—sina?sind?[(e, 6, c,d)+cosa+cosb—coscTeosd] 
Du (c, d)?sina?sind?— (a, b)?sin c?sin d? 


also Winkel A und das Uebrige in bekannter Weise. 


nn 
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Breslau, 27. Juni 1863. 


Herr Prouhet hat in dem mir vor einigen Tagen zugekom- 
menen Mai-Hefte der Nouvelles Annales die oben bemerkten 
Formeln als falsch zurückgenommen, indem er in einem „Erratum“ 
als Grund ein Versehen in einem Vorzeichen angiebt, welches sei: 
d’autant plus perfide, qu’elle conduisait ä des resultats 
fort vraisemblables. Was das für ein Fehler sein soll, kann 
ich nicht ergründen; wahrscheinlich verhält sich die Sache so, 
wie ich in meinem Artikel vermuthet habe. — Hiernach erscheint 
nun mein Aufsatz als überflüssig, und ich ersuche Sie, wenn Sie 
diese Ansicht haben, mir denselben gütigst zurückschicken zu 
wollen, da ich kein Brouillon von ihm besitze. Freilich könnte 
für deutsche Mathematiker, welche das Gerono’sche Journal 
nicht lesen, es immer noch wünschenswerth sein, zu erfahren, 
wie sich die von Herrn Professor König angeregte Frage erle- 
dige. Sollten Sie aus diesem Grunde Sich noch für die Aufnahme 
entscheiden, so bitte ich nur in einer Bemerkung hinzuzufügen, 
dass der Artikel Ihnen (doch mindestens 14 Tage) vor Veröffent- 
lichung des Mai-Heftes zugekommen ist. 


Wenige Tage vor Empfang des Terquem’schen Journals 
wurde mir auch der 39ste Band Ihres Archivs wieder zuückgege- 
ben, in welehem ich Ihre interessante Mittheilung aus P. Ser- 
ret's Geometrie fand. Nunmehr ist es mir ganz unbegreiflich, 
wie Prouhet seine Formeln aufstellen konnte, da beide von Ser- 
ret angegebene Formeln, von denen die zweite übrigens sehr leicht 
aus der ersten folgt, meine Behauptung bestätigen und — auch 
mit Begehung eines Fehlers im Vorzeichen — nicht zu den Prou- 
het’schen Formeln führen. 


Schliesslich bleibt immer noch die Frage, ob die Formel für 
sin3E sich ohne stereographische Projection aus den am Schlusse 
meiner Abhandlung mitgetheilten Formeln werde ableiten lassen *), 


L. Kambly. 


*) Ich habe es aus, aus vorstehendem Briefe des Herrn Professor 
Kambly von selbst ersichtlichen Gründen. für zweckmässig gehalten, 
den mir eingesandten Aufsatz doch noch aufzunehmen mit der vorstehen- 
den Nachschrift. Der Heransgeber. 
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XxXVeIn 


Ueber einige Eigenschaften solcher Tetraeder, deren 
sechs Kanten eine Kugel berühren. (Tangenten- 
Teetraeder). 


Von 


Herrn Doctor Gustav Jurghann 
in Gotha. 


Im XXXIV. Bande S.370. dieses „Archivs“ habe ich 
den Gedanken ausgesprochen, dass sich neben die ebene und 
sphärische Trigonometrie wohl eine dritte Disciplin hinstellen 
liesse, welche die dreiseitige Ecke (eine der fünf Grundfor- 
men räumlicher Ausdehnung: Linie, Fläche, Körper, Winkel, Ecke) 
für den algebraischen Ausdruck stereometrischer Gesetze 
als selbständiges Rechnungselement mit den übrigen Grundfor- 
men in Verbindung brächte, und zwar vermittels gewisser Ecken- 
functionen, analog den Winkelfunctionen Sinus, Tangens u. s. w., 
durch welche die Trigonometrie die Winkel als Rechnungsele- 
ment in den algebraischen Ausdruck planimetrischer Gesetze 
eingeführt. Diesen Gedanken habe ich seitdem ausgeführt in ei- 
nem Buche, welches unter dem Titel „Tetraedromeirie‘“, 
erster Theil: „die Goniometrie dreier Dimensionen‘ 1862, 
zweiter Theil: „die Eckenfunctionen in Verbindung mit 
Längen-, Flächen und Körpergrössen‘“ 1863. Bei E.F. 
Thienemann in Gotha erschienen ist. Den ersten Theil hat 
Herr Professor Scherk die Güte gehabt im „Literarischen 
Bericht Nr.CLV. des Archivs von 1862, Band XXXIX. 
freundlichst zu empfehlen. — Jener Grundgedanke hat sich bei 
der Bearbeitung in überraschend höherem Gerade fruchtbar er- 
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wiesen, als ich im Jahre 1860 ahnte, und ich glaube mit dem 
genannten Buche dargethan zu haben, dass die Tetraedrometrie 
für die Stereometrie eine eben so wesentliche und nothwendige 
Ergänzung ist, wie die Trigenometrie für die Planimetrie. 


Bei diesen Untersuchungen boten sich einige meines Wissens 
noch nicht bemerkte Eigenschaften der in der Ueberschrift be- 
zeichneten Tetraeder dar, welche ich zwar auf tetraedrometrischem 
Wege gefunden, aber nicht in das Buch aufgenommen habe, theils 
weil dasselbe überhaupt nicht die Aufgabe hat, sich mit beson- 
deren Arten des Tetraeders zu beschäftigen, sondern allgemein 
gültige Formeln entwickelt, theils weil diese Eigenschaften sich 
noch einfacher ohne Tetraedrometrie entwickeln lassen. Diese 
mitzutheilen ist der Zweck des folgenden Aufsatzes. 


ge 
Es seien die Seiten des Dreiecks ABC (Taf. Ill. Fig. 8.): 
BC=I!, AC=zm, AB=n 
und drei von den Eckpunkten A, B, C ausgehende, im Punkte 
O zusammentreffende Gerade: 


AB= un BD—_n sch 


so dass Z und x, m und p, n und g Gegenkanten des -Tetrae- 
ders OABC sind, welches mit € bezeichnet werde. Ferner wer- 
den bezeichnet die Dreiecke: 


ABC= Ay; OBC=4,, VAC =; OAB=4,. 


Von einem Punkte K im Inneren des € seien auf diese Dreiecke 
die Normalen XD,, KD,, KD,, KD,;, gefällt, und von demselben 
Punkte auf die sechs Kanten /, m, n, u, p, q die Normalen 
KL, KM, KN, KU, KP, KQ. — Die Flächenwinkel der Ecke 
O heissen: 
Ayfg —ı7 I Ag we ß; A, Sg a. Y 

und die Flächenwinkel am Dreieck 49: 

Ah=d, Ah=P, AIAd=y'; 


so dass @ und «’, ß und ß’, y und y' einander gegenüber liegende 
Flächenwinkel sind. 


.. 2. 


Als bekannt darf vorausgesetzt werden, dass es nicht für’ 
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jedes Tetraeder eine Kugel giebt, welche alle Kanten berührt, 
wie es für jedes eine umschriebene und eine (den Flächen) ein- 
geschriebene giebt. Vielmehr ist deren Möglichkeit an gewisse 
Eigenschaften des Tetraeders gebunden. Von diesen hat Crelle 
im ersten Bande der „Sammlung mathematischer Aufsätze 
und Bemerkungen“ Berlin 1821 S. 118. die eine bemerkt: 


Im Tangenten-Tetraeder sind die drei Summen je 
zweier Gegenkanten einander gleich, 


welche leicht zu beweisen ist: 


Ist in Taf. Ill. Fig.8. X das Centrum der Kugel, welche die 
Kanten des € in Z, M, N, U, P, @ berührt (so dass KL 
=KM=....—%), so ist, weil die von einem Punkte an eine 
Kugel gezogenen Tangenten gleiche Länge haben: 

OU=-O0OP=-0OQ0=o, 
AU=AM=AN=a, 
BIZSZBPZRN=HA, 
GR —ZCH—=CO —=.c; 
worin 0, a, b, c die für diese Längen gewählten Bezeichnungen 
sind. Demnach ist: 


o+a=u, b+c=1, 
o+b=p, atce=m, (1) 
otc=9, a+b=n; 
und die erwähnte Eigenschaft folgt ganz einfach daraus, dass 
(o+a)+(b+c) =(o+b)+la+d)=(0o+c)+(a+b) 
d. h.: 
ut e ptm — gH+tn. (2) 
Crelle leitet diesen Satz ab aus den durch die Kanten aus- 
gedrückten Werthen von o, a, d, c. Diese nämlich sind zugleich 
Tangenten an den Kreisen, welche die Durchschnitte der Flächen 
Ay; Ars fa; 3 mit der Kugel K darstellen, deren Mittelpunkte 
D,; Dı;: D.. D; sind, und welche jenen Dreiecken eingeschrie- 


ben sind. Nach bekannten planimetrischen Betrachtungen ergiebt 
sich daraus: 


(8) 
o=3(—-!+p+9) = s(u—m+g = s(utp—n), 


a= 4—I4m+n) = Yutm—g)=iu-p4n), 
30 * 
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b=3(l—m+n) =3(l+4p—-9)=3-utrptn), 
e=3l+m—n) =3l—p+)=3(-utrmtg);. 


aus deren jeden zwei Werthen für o oder a oder 5 oder ce der 
obige Lehrsatz folgt. 


Ausserdem ergeben sich daraus noch die folgenden Gleichungen: 
(4) 
o-a=mp—n=qg—m, b—-c=n—m=p—9g, 
o—b=g—l=u—n a-c=n-l=u-—g, 
0o—c=p—-l=u-m; a-b=m—l=u—p; 
d.h. die Differenz zweier Abschnitte einer Kante ist 


gleich der Differenz der daranstossenden Seiten jedes 
der Dreiecke, welche in jener Kante zusammenstossen. 


Aus (]) folgt weiter: 
ul=ob+oc+tab-+ac, 
pm = oa+oc+ab-+bec, 
qn = oa+ob+ac+be; 
woraus sich ergiebt: 

—ul+pm+gn=%Moa+be), 
ul—pm+gn—=%Xob-+ac), (5) 
ul+pm— gn—=2%oc-+.ab); 

und daraus wieder: 
ul+pm+tgn =%Xoa+ob+oc+be-+act ab), (6) 


d.h. die Summe der Rechtecke je zweier Gegenkanten 
istgleich der doppelten Summe der Rechtecke je zweier 
Abschnitte einer Kante. 


Nach einem bekannten planimetrischen Satze besteht für den 
Inhalt 4, eines ebenen Dreiecks, dessen Seiten !, m, n sind, 
die Gleichung: 


161% = (+ m+n)(—1+m+n)(l-—-m +n)(!+m—n), 


also ist nach (8): 
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Io? = (a+b-++c)abe, 
A =(o+b-+e)obc, 
As?=(o+a-tc)oac, 
As? = (o+a+b)oab. 


(7) 


3. 


Unter „Aussenraum eines Tetraeders“ verstehe ich den 
unvollständig begrenzten Raum, den eine Tetraederfläche mit den 
über sie hinausgeführten Erweiterungen der drei anderen bestimmt. 
Die drei Ecken solches Raumes heissen: „Aussenecken“. 


Es kann nun ein Tetraeder auch in dem Sinne Tangenten- 
Tetraeder sein, dass seine Kanten eine Kugel berühren, deren 
‘Centrum in einem der vier Aussenräume liegt. Wir wollen ein 
solches ein „anschliessendes Tangenten-Tetraeder“ nennen 
im Gegensatz zu dem bis jetzt betrachteten „umschliessenden‘. 
Das Dreieck, in dessen Aussenraume das Centrum der Kugel 
liegt, heisse „Anschlussdreieck“. 


Für ein anschliessendes Tangenten- Tetraeder erleiden nun 
die Gleichungen 1)—7) bestimmte Abänderungen. 


Ist etwa 4, dass Anschlussdreieck, so ist: 
o—u=u, b+c=[|], 
o—b=p, atc=m, (1*) 
0—c=g; a+b=n; 
also ist: 
lI=-u=m-p=zn—g=—o+tatb+te. (2*) 


Im anschliessenden Tangenten-Tetraeder sind die 
drei Differenzen der Seiten des Anschlussdreiecks 
und ihrer Gegenkanten einander gleich, 


Kann ein Tetraeder ein umschliessendes und anschliessendes 
Tangenten- Tetraeder zugleich sein ? 


Wenn dies stattfinden soll, so muss zugleich sein: 
IHu=mtp=n+t9, 
lI-u=zm—-p=n—g; 


also auch > =m=n und u=p=g, also: 
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Zwei von den Kanten berührte Kugeln können nur 
für ein gleichschenkliges Tetraeder auf gleich- 
seitiger Basis stattfinden. 


Ferner ist: 
(3*) 
=3l4+pt+N)=Hurmt+g)=yutrp+tn), 
a3 !Hp+)=H—-utm+)=4—utptn)s 
b=4l-m+n)=4l—p +)=4u—p+n), 
e=3ltm—n) =zl+pP-)=4urm—g); 
(4*) 
ota=pt+tn=g4+m, b-c=n—-m=g—p, 
o+b=g+l=zurn, ua-—=n—l=g-u, 
o+te=p+l=utm a—b=m—Il=p-u. 
Ferner aus (1*): 
ul = ob-+oc—ab—.ac, | 
pm — oa+oc—ab —bc, 
qn = oa+ob—ac—bec; 
also: 
—ul+pm+gn = 2%(oa—bec), 
ul— pm -+gn = %(ob—ac), (5*) 
ul+ pm— gn = %oc—ab); 


und daraus: 
ul+ pm +gn = 2%(oa+ 06 +0c—be — ac— ab). (6*) 


Im anschliessenden Tangenten-Tetraeder ist die 
Summe der Rechtecke je zweier Gegenkanten gleich 
der doppelten Summe der Rechtecke je zweier Ab- 
schnitte derjenigen Kanten, welche die Kugel in ih- 
ren Verlängerungen berühren weniger der doppelten 
Summe der Rechtecke je zweier Abschnitte der Sei- 
ten des Anschlussdreiecks. 


Endlich ist: 
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Ar =l(a+b+c)abe, 
A2=(0o—b—c)obe, 
A? =(o —-a—c)oac, 
As? = (o—a—b)oab. 


(7*) 


$. 4. 


Die rechtwinkeligen Dreiecke KUO, KPO, KRO sind we- 
gen der gemeinschaftlichen Hypotenuse KO und der gleichen Ka- 
theten KU= KP=KR congruent, also ist: 


<KOU=ZKOP=ZKOQ=X 


der Winkel, welchen die Axe des der Ecke O umschriebenen 
Kegels mit dessen Seite macht. 


Beschreiben wir um O mit einem beliebigen Radius O« eine 
Kugelfläche, auf welcher sich das der Ecke O entsprechende 
sphärische Dreieck «ßy abzeichnet, und wird dieses von der Axe 
OK in Ö geschnitten, so ist: 


===. 
also auch: | 
Zößy—= Zip, Liay= Löye, Lie = Löße; 
also: 
By + YB—=PB+Y— Ha — ya = PB -try— daß — day = P+Yy— a, 
also: 
eh —r—etPprN): 
dy=dya=zyle—PB+Y): 
daß = Ba = Ka+ By)". 


Nun ist: | 
ößy = KPD, Ze d, ße’ —e 104 +ß—yY’) 


in der Ecke B. Der Winkel KPD, ist aber wieder gleich den 
Winkeln KLD, und KQD, wegen der Gongruenz der eben so 


*) Ueber den geometrischen Zusammenhang der einem sphärischen 
Dreieck und seinen Nebendreiecken um- und eingeschriebenen Kreise 
mit den Winkel- und Seitensummen s. meine „Tetraedrometrie‘ 
Tht, I, 8.74. 
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bezeichneten rechtwinkligen Dreiecke. Diese Betrachtung ergiebt 
in vollständiger Zusammenstellung: | 


(8) 
D,LK = D,AMK = D,NK=YX—o+ß’ 4) =4a'-B4Y)=4Ka+ß-y), 
D,LK =D,PK = D,QR =4—o+ß+4y)=4a' PB’ 4+y)=Ya'+B—y'), 
D,UK = D,MK = D,QK=4— a +B +y)=4o—P+y)=4o+ß'—y'), 
D,UK = D, PK = D,NK=%—o'+ß-4y — le PB +y)=He+Pß-Y). 
Aus jeder dieser Gleichungen geht hervor: 
e+H!=p4ß =yHtrY; 9) 


d.h.: In jedem umschliessenden Tangenten-Tetraeder 
sind die drei Summen je zweier gegenüberliegenden 
Flächenwinkel einander gleich. 


& 5. 


Ist das Tangenten-Tetraeder ein anschliessendes, und ist 
etwa 4, das Anschlussdreieck, so sind KA, KB, KC die Axen 
der Kegel, welche den Aussenecken an 4, umschrieben sind. 
Diese Ecken haben die Winkel: 


Nebenecke von A: a, nz—P,n—y'; 
2 » Bin—ad, pP, 27% 
9 > C: n—u, n—ß', y- 
Dagegen ist XO, wie vorher, die Axe des der Ecke O umschrie- 


benen Kegels, welche die Winkel «, ß, y hat. — Daraus er- 
giebt sich: 


(8*) 

D,LK = D,MK = D,NK 

Salat +N)=n- Kat) ara tß rn), 
D,LK=D,PK =D,QK 

= Terre rY) = He HP Hy) 
D,UK= D,MK = DQK= 3(@-P+y)= 3(@—P’+y‘) = He —-B+7), 
D,UK= D,PK = D,NK= %e+B-7) =Ko+ß-Y)=4a4B-Y). 

Aus jeder dieser Gleichungen geht hervor: 


"—e=ß—P=y—y, (9%) 


ng 
’ 
' 
| 
| 
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d.h.: Im anschliessenden Tangenten-Tetraeder sind die 
drei Differenzen je eines am Anschlussdreieck liegen- 
den Flächenwinkels und seines Gegenwinkels einan- 
der gleich. 


Schreiben wir die letzte Gleichung in dieser Form: 
2 d+e=n—B4ß=n-y 47, 
so spricht sie den Lehrsatz aus: 


Im anschliessenden Tangenten-Tetraeder sind 
die drei Summen der am Anschlussdreieck lie- 
genden Aussenwinkel und ihrer inneren Gegen- 
winkel einander gleich. 


oder auch: 


Im Aussenraume des Anschlussdreiecks sind die 
drei Summen je zweier gegenüberliegenden Flä- 
chenwinkel einander gleich. 


&. 6. 


Ich bezeichne mit 
o=3(e+4P+Y, = z(e+P'+Yy), S=3e+P+Y); 
05 =3%(e +ß’-+y) 


die halben Winkelsummen der vier Tetraederecken bei O, A, 
B, C, und mit 


die halben sphärischen Excesse derselben Ecken. 


Jede dieser Ecken hat drei Nebenecken, welche je durch 
die Verlängerung der Kante von «@ oder a’, ß oder ß’, y oder y’ 
(über den Scheitelpunkt hinaus) gebildet werden, und für jede 
Ecke in dieser Folgedie erste, zweite, dritte Nebenecke heisse. 
Die dazu gehörigen o und & sollen in derselben Folge durch ein- 
malige, zweimalige, dreimalige Accentuirung unterschieden werden, 
so. dass die unteren Indices 0, 1, 2, 3 angeben, an welchem der 
Punkte O, 4, 5, C sich die zugehörige Ecke befindet, und die 
oberen Accente ’, ”, ”, welche von den drei Nebenecken der 
Tetraederecke gemeint ist*). 


*) Ueber die Beziehungen zwischen den o und den s einer Ecke 
und Nebenecken, s, „Tetraedrometrie“ IL p.8. 
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Es ist demnach: | ” 
= YKae+nr—PB'+r—yY) = ”-K-a+ß'+Y). | 
5" = aaa +P+m-Y)= re —P+Y); 
0" = Kr up Ha) 


Diese drei Winkel sind aber nach (8) einander gleich, also auch 
die Winkel: 


PP a o'—in Eu Ba en 0," — in din Ev g- de I, 


Da dies nun auch für die Winkel der drei anderen Aussenräume 
eilt, so haben wir: 
& nn i25 = €g » 
& — Fl = & 


(10) 


u um 


1 
oo = =, 


vi ma a 1 
og, —4 —85 


d.h.: Am umschliessenden Tangenten-Tetraeder haben 
die je drei Aussenecken eines Aussenraumes gleiche 
sphärische Excesse, also auch gleiche Eckenräume. 


$. 7. 


Ist das Tangenten-Tetraeder anschliessend mit der Fläche 
Ay, so ist nach (8*): 


(10*) 
6 N =. also auch ce=%. =, 
He l!=,—d, „ ” Ei ae Eee ee 
oma hf, » » DH ma =, 
u A | aa = 9—Y; E2 „ & == et —— u; 


Die erste dieser Gleichungen sagt aus: 


Im anschliessenden Tangenten-Tetraeder haben 
die dreian der Anschlussebene liegenden (inne- 
ren) Tetraederecken gleiche sphärische Excesse, 
also auch gleiche Eckenräume. | 


Die zweite Gleichung (10*) enthält die sphärischen Excesse 
derjenigen Aussenecken, welche durch die Verlängerung der 
Kante AO über O, und der Kante BC über B und über C ge 


' bildet werden. : Statt: der 'ersten dieser drei Ecken können wir 

auch ihre Scheitelecke nehmen, welche die Verlängerungen von 
BO und CO über O mit der Kante OA bilden. Fassen wir in 
‚ ähnlicher Weise auch die dritte und vierte der Gleichungen (10*) 
auf, so haben wir den Lehrsatz: 
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Am anschliessenden Tangenten-Tetraeder sind 

jede drei Ecken inhaltsgleich, welche durch die 
beiderseitige Verlängerung einer Seite des An- 
schlussdreiecks und durch die (einseitigen) Ver- 
längerungen der beiden anderen Seiten des zuge- 
gehörigen Seitendreiecks über den Gegenpunkt 
des Anschlussdreiecks hinaus am Tetraeder ge- 
bildet werden. 


$. 8. 


Eine höchst einfache Gleichung besteht zwischen dem Inhalt 
€ des Tangenten- Tetraeders, dem Radius % der von den Kanten 
berührten Kugel und den vier Kantenabschnitten o, a, b, c. 


Aus dem ebenen Viereck KD,LD, , welches bei D, und D, 
rechte Winkel und bei Z den Winkel «' hat, und dessen Diago- 
nale KL=% ist haben wir nach bekannten planimetrischen Sätzen 
die Gleichung: 


k2sin?e' — LD,?+BD,2—2L[D, .LD, cos«‘. 


Von dieser Gleichung ausgehend hat Crelle a. a. ©. p.121—125 
die erwähnte Gleichung gefunden. Seine Herleitung ist aber sehr 
weitschweifig und schwerfällig, und zwar dadurch, dass er hart- 
näckig mit den Kanten des Tetraeders rechnet, statt auch andere 
Bestimmungsgrössen des Tetraeders zu benutzen. Der folgende 
Weg ist bedeutend kürzer. 


TED, und LD, sind die Radien der dem 4, und dem 4, ein- 
geschriebenen Kreise, also ist bekanntlich (vergl. Formel (1)): 


Tp 2 22de un .n.de: . 2u0fo 
LD- IHm+n a+b+e a+/ 


I+p+g o+b+e o+! 


Für die Ersetzung von sine’ und cos«’ bieten sich Ausdrücke 
aus folgender Betrachtung dar. 
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Errichtet man (Taf. III. Fig. 9) auf einem Seitendreieck des 
Tetraeders, etwa auf 4,, ein dreiseitiges Prisma OBCAB'C', 
dessen eine Kante mit einer der drei Prismenkanten, etwa u, zu- 
sammenfällt, so ist das dieser Kante gegenüberüberliegende Sei- 
tenparallelogramm gebildet aus jener Kante x und ihrer Gegen- 
kante /, welche unter ihrem Winkel (w/) zusammengesetzt sind, 
also: 


BCB'C' = ulsin (ul) ; 
die beiden anderen Seitenflächen sind: 
AOCB'=24,, AOBÜ =24,. 


Als bekannt dürfen nun die beiden Sätze vom Prisma und vom 
Tetraeder vorausgesetzt werden *): 


u2]2 sin (ul) = 441g? +4413? — 81,43 cose, 
3E.u = 24,43 sine; 
wonach wir dann auch haben: 


12442? —u2lsin %(ul) 
el ch a ieh ld, 
cose = 2404, ’ 


3E.l 


sine = ——— . 
21,4 


Diese Werthe, in die obige Gleichung für k gesetzt, ergeben: 


12.9 1,2 12 42442 — u2lsin%ul) 
144° (arDE tor To Ko+Na+) 


Setzt man hierin nach (7): 
Io =(a+l)abe, A,=(o+Dobe; 


so erhält man nach ganz einfachen Reductionen: 


12.9621? A 
. = 4u?l2sin?(ul) — (o—a)?bec- 

Nun ist nach Carnot’s Entdeckung (vergl. meine „Tetraedro- 
metrie“ Il. Nr. 304) für jedes Tetraeder: 


*) Vergl. C.F.A. Jacobi’s Bearbeitung von J.H. van Swin- 
den’s „Elem. d. Geom.“ Jena 1834 p.446. (Nr.905.) und p. 458. 
(Nr. 1006.) oder: C. A. Bretschneider „Lehrgebäude d. niedern 
Geom.“ Jena 1844 $. 677, 
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k 2 1 m? — g?—n2 
cos (w]) EI 


und daher für ein umschliessendes Tangenten-Tetraeder - 
nach (2) p+m=g+n, also p?-+m?—g Mr = (p-+m)? — 
. —(g+n)?+2gn = —2pm + 2gn ist): 


cos ut , 11) 


und daraus 
sin? (ul) = (1 +cos(uD))(l— cos (u])) 
= (tr n + ee) 


also nach (5): 
2u2 sin? (ul) = (ob-+ac)(oc + ab). (12) 


Setzt man dies in die letzte Gleichung für % und €, so er- 
giebt eine sehr einfache Reduction, bei welcher = d-te zu 
setzen ist: 


36% = oabe. (13) 


Für ein anschliessendes Tangenten - Tetraeder, dessen An- 
schlussdreieck 4, ist, hat man von der Gleichung auszugehen: 


k2sin2e' = LD,?+LD,?2+2LD,.LD,; cos«' , 
und darin 


es — MA 
Er De ann 


zu setzen, so wie in der ferneren Entwickelung statt aller aus 
$. 2. benutzten Nummern die entsprechenden besternten aus $. 2. 
zu nehmen. Dies führt dann auf dieselbe Gleichung (13). 


x 


f 
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XXVIIE 
Ein geometrischer Satz. 
Von 


Herrn Gymnasial-Oberlehrer PV. Fischer ® 


in Kempen. 


Satz. Beschreibt man über den Seiten eines Drei- 
ecks gleichseitige Dreiecke und verbindet die Mittel- 
punkte derselben, so schliessen die Verbindungslinien 
ein gleichseitiges Dreieck ein. 


Es hat dieser Satz: Gültigkeit, sowohl wenn die gleichseitigen 
Dreiecke nach aussen hin, als auch, wenn dieselben nach innen 
über den Seiten eines Dreiecks beschrieben sind. Betrachten wir 
zunächst den ersten Fall. 


Bezeichnet ABC ein beliebiges Dreieck, über dessen Seiten 
gleichseitige Dreiecke beschrieben sind, und benennt man den 
Mittelpunkt des über der Seite BC beschriebenen gleichseitigen 
Dreiecks mit «, eben so den Mittelpunkt des über der Seite AC 
beschriebenen gleichseitigen Dreiecks mit ß und den des gleich- 
seitigen Dreiecks über AD mit y: so ist, wenn man die Linien 
«@ß, @y und ßy zieht, Dreieck «ßy ein gleichseitiges. Fällt man 
etwa von dem Punkte C aus auf «ß die Senkrechte CD, welche 
innerhalb des Dreiecks ABC fallen möge, und verlängert die- 
selbe um sich selbst bis zum Punkte E, so ist, wenn man noch 
C mit & und £ mit « verbindet: 


ACDED AED; 


eben so, wenn man Ü und E mit ß verbindet, 
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ACDED A EDB. 


Es wird -also ein um den Punkt & mit dem Radius «C be- 
schriebener Kreis durch die Punkte C, E, B, und ein um den 
Punkt 8 mit dem Radius ßC beschriebener Kreis durch die Punkte 
- €, E, 4A gehen, da ja ed =aE=aB und BC=BE = BA ist. 

 Verbindet man daher noch den Punkt E mit B und A, so ist Au 


WOhbRICER, ala LCEA=",, Ind Glleranch ZAEB? 2 


und ein um y mit yB als Radius beschriebener Kreis wird auch 
durch den Punkt E gehen, welches der Durchschnittspunkt für 
die um die gleichseitigen Dreiecke beschriebenen Kreise ist: Da 
nun CE 1 oß ist, so muss auch, wie leicht ersichtlich, EBiloy 
und AE 1 ßy sein. Es sind also die Schenkel der Winkel CEB, 
CEA, AEB senkrecht zu den Seiten des Dreiecks &ßy und da- 


her die Winkel desselben einzeln gleich Er das heisst A «ßy ist 
gleichseitig. 

Wir nahmen vorhin an, dass die von der Ecke C des Drei- 
ecks ABC auf aß gezogene Senkrechte innerhalb des Dreiecks 


ABC falle; fällt dieselbe nun nicht innerhalb, sondern ausser- 
halb dieses Dreiecks, was der Fall ist, wenn das Dreieck ABC 


5) 
einen stumpfen Winkel enthält, der zugleich > ee ist, so ist, wenn 
die Bezeichnungen wie früher bleiben und C diesen Winkel be- 
zeichnet: ZAEB= 2 Z£CEB= 5. und Z CEA=}; wie sich 


leicht ergibt. Ferner ist dann £LCEB= Zßey, da ihre Schen 
kel senkrecht auf einander stehen, und eben so LCEA= Zaßy. 
Hieraus folgt dann, dass A«ßy gleichseitig ist. 


Liegt endlich der Scheitel des stumpfen Winkels C in der 
2 
Seite aß, was eintriflt, wenn der Winkel ce ist, so ergibt 
sich der Beweis ohne weitere Construction. | 


Im zweiten Hauptfalle, wenn die gleichseitigen Dreiecke nach 
innen über den Seiten des gegebenen Dreiecks beschrieben sind, 
bleibt der Beweis dem Wesen nach derselbe wie vorhin. 


Ganz einfach ergibt sich der trigonometrische Beweis für die- 
sen Satz. Bezeichnen a, 5, c die den Ecken A, B, C gegenüber- 
liegenden Seiten des Dreielks ABC und verbindet man noch den 
Punkt A mit ß und y und C mit «@ und ß, so ist: 


eß? = «Cl? + BC? — 2uC.PBC.cosßCa 
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und 
By? = PA? + yA®—2ßA.yA.cosßAy; 
oder 
aan cos a) + (5% cos w) - 27 cos a .cos(C+ 60) 
und 


r=(s cos 0) + + (55 cos 0) - u ai .cos(4+ 60) . 


Soll nun aß = fy: sein, so muss die Me: stattfinden : 


a * b a 
(sn) + (; cos )) 2 20 0 cos(C KW) 


c 2 b r 
Ex (55) + (5) — 2: ee 008 (4460) ; 


oder 
— 2ab.cos(C +60) = e?—2be.cos(A + 60); 


oder r 
a? — 2ab.cos C.cos60 + 2ab sin C.sin60 


—= c?—2%bc.cos A.cos60 + 2besin A.sin60; 
oder, da @=a?+5b?—2ab.cosC ist: | 
a? —2ab cos C cos60 + 2ab sin C.sin60 
— a? +5? — 2ab cos C—2%bec cos A:cos60 + 2besin A.sin60. 
Wenn man reduzirt und für cos60=3 setzt, ergibt sich: 
2a sin C.sin6 0 =b —a.cos C—c.cos A+2e.sin A.sin60, 


c.sin A 
oder, da a = —— 
der, sin C 


ler: j e.sin AcosC 
2c sin A.sin60 =b — —— nn — €:C08 A + 2c.sin A.sin60, 


oder 
sin A.cosC+ cos A.sin C sin(A+C), 


ke sinC ce em. 


also d:c=sin B:sin C, woraus die Richtigkeit der Behauptung 
hervorgeht. 


% 
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.KXIX. 


Chemie und Geschichte der Himmelskörper 


nach der Speectral-Analyse *). 


Vortrag 


gehalten‘ in der feierlichen Sitzung der Kaiserlichen Akademie der Wissen- 
schaften zu Wien am 30. Mai 1869 


von 


Dr. 4. Freih. v. Baumgartner. 


Wir sind beim Studium der Natur meistens auf irdische Vor- 
kommnisse beschränkt, und nur in wenigen Beziehungen war es 
bisher möglich, Ausserirdisches in den Kreis unserer Forschung 
einzubeziehen. Wir gelangen daher auch nur höchst selten zur 
Kenntniss von wahrhaft allgemeinen Naturgesetzen, denn was 
sich an irdischen Dingen als allgemein darstellt, hat oft im Welt- 
ganzen nur particuläre Giltigkeit. Das einzige, alles Materielle 
beherrschende Naturgesetz, das wir kennen, ist das: Gesetz der 
Gravitation, und dieses ist aus den Bewegungen der Himmels- 
körper, im Vergleiche mit denen schwerer Körper auf der Erde 
abstrabirt worden. Es muss daher jeder Fortschritt, welcher 
unser Forschen in den weiten Raum des Weltalls hinausträgt und 
uns befähigt, Irdisches mit Ausserirdischem zu vergleichen, höchst 
willkommen sein. Einen solchen Fortschritt verdanken ‚wir. dem 
Eifer und Talente der gelehrten Heidelberger Professoren Bun- 
sen und Kirchhoff. Diesen gelang es, aus dem Lichte, wel- 
ches uns ein Körper, sei er auch Millionen Meilen entfernt, zu- 
sendet, die chemischen Bestandstofle desselben herauszulesen. 


*) Aus dem Almanach der Kaiserlichen Akademie der 
Wissenschaften in Wien. Zwölfter Jahrgang. 1862. mitgetheilt 
von dem Herausgeber. 


Theil XL. 3 


% 
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Man hat diese Methode der chemischen Analyse passend mit dem 
Namen Spectral- Analyse bezeichnet. Sie kann unbedenklich unter 
die wichtigsten Erfindungen, wie sie kaum in einem Jahrhundert 
einmal vorkommen, gezählt werden. Darum glaube ich auch kei- 
nen Missgriff zu thun, wenn ich die Darstellung des Geistes und 
der Leistungen dieser Erfindung zum Gegenstande meiner heuti- 
gen Ansprache an eine hochansehnliche Versammlung wähle. 


Ich beginne mit der Darstellung und theoretischen Erläute- 
rung der neuen analytischen Methode: Lässt man in ein verfin- 
stertes Zimmer durch eine kleine Oeflnung am Fensterladen 
directes Sonnenlicht eindringen und fängt es auf einer der Oeffnung 
gegenüber stehenden Wand auf; so sieht man auf letzterer einen 
lichten Fleck, welcher das vergrösserte Bild der Oeffnung dar- 
stellt... Wird das Licht durch ein dreiseitiges, z. B. senkrecht 
stehendes Prisma geleitet, so erscheint das Bild nicht mehr an der 
[früheren Stelle, sondern ist in horizontaler Richtung abgelenkt 
und hat in der Richtung der Ablenkung eine etwa fünfmal grös- 
sere Ausdehnung als früher, während es in verticaler Richtung 
unverändert geblieben ist. Zugleich erscheint dieses Bild nicht 
mehr weiss, sondern trägt die Farben des Regenbogens und zwar 
in horizontalem Sinne aufeinanderfolgend. Das am wenigsten ab- 
gelenkte Ende des Bildes ist roth, das am meisten abgelenkte 
violett; in den Raum zwischen diesen theilen sich orange, gelb, 
zrün und blau. Dieses ist nun das Farbenbild oder Spec- 
trum des Sonnenlichtes. Es liefert den Beweis, dass das weisse 
Licht der Sonne aus Strahlen von verschiedener Brechbarkeit 
bestehe, dass das am wenigsten brechbare roth, das am meisten 
brechbare violett erscheine und dass überhaupt, was in subjecti- 
ver Beziehung Farbenverschiedenheit ist, in objectiver auf einer 
Verschiedeüheit von Brechbarkeit beruhe. Aber die ‘ farbigen 
Strahlen, in welche das Sonnenlicht im Spectrum zerlegt erscheint, 
sind nicht immer schon einfache Strahlen. So lange die ganze 
Fläche des Sonnenspeetrums continuirlich beleuchtet erscheint 
und darin eine plötzliche Aenderung in der Lichtstärke gar nicht 
bemerkt wird, sind selbst die farbigen Strahlen noch zusammen- 
gesetzt. Im Spectrum mit vollkommen homogenem (einfachem) 
Licht erscheinen, wie Fraunhofer zuerst nachgewiesen hat, 
unzählige auf der Längenrichtung des Bildes senkrechte Linien, 
die dunkler'sind als’ der übrige Theil des Bildes, einige derselben 
sogar ganz schwarz. Die meisten nehmen sich wie feine dunkle 
Fäden aus, andere haben eine bedeutende Dicke. Sie sind immer 
vorhanden, aus welcher Substanz ‘das Prisma besteht ‘oder wel- 
chen brechenden Winkel es haben mag, erscheinen immer genau 
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an' derselben Stelle des Speetruns, doch nicht an der Grenze 
zweier Farben, oft sogar mitten in derselben Farbe. Fraunho- 
fer hat deren innerhalb der Grenzen des Lichtspectrums 574 ge- 
zählt. Jetzt weiss man, dass deren nahe an 2000 vorhanden sind. 


So wie das Sonnenlicht, eben so kann man auch das Licht 
jedes anderen leuchtenden Körpers mittelst eines Prismas analy- 
siren, vorausgesetzt, dass es stark genug ist, um noch in seinen 
einfachen Bestandtheilen wahrnehnbar zu sein. Unter. den Him- 
melskörpern scheinen diejenigen, deren Licht von der, Sonne 
stammt, auch mit dem Sonnenspectrum übereinstimmende ‚Spec- 
tren zu geben, selbstleuchtende Körper aber, wie Fixsterne, hierin 
eine namhafte Selbstständigkeit zu behaupten. Am interessante- 
sten sind für unsern Zweck vorerst die Spectra der glühenden 
festen oder tropfbaren Körper und jene der Flamme einer Oel- 
oder Gaslampe oder einer Kerze und der Metallgase. Glühende 
feste und tropfbare Körper geben immer ein continuirliches Spee- 
trum, also ein solches, wo weder Beleuchtungsmaxima, noch 
-minima, weder lichte, noch dunkle Linien vorkommen. Dieses 
geschieht sogar, wenn ein solcher Körper wie immer fein zer- 
theilt ist, so lange die Partikelchen nur noch als feste oder tropf- 
bare Körper angesehen werden können. So z. B. gibt der hell 
leuchtende Theil der Flamme einer Oel- oder Leuchtgaslampe ein 
continuirliches Spectrum, weil sich daselbst glühende, aus. dem 
Brennstoffe ausgeschiedene Kohlenikeile' befinden und wie com- 
pacte Kohle wirken. Glühende ‚Gase hingegen und: somit auch 
jener Theil einer Kerzen- oder Lampenflamme, welchem solche 
glühende, feste Theilchen nicht beigemengt sind, liefern, wenn 
ihr Licht überhaupt die dazu nöthige Stärke hat, ein Spectrum 
mit hellen Linien, welchen natürlich die, dem Ort, wohin sie im 
Spectrum fallen, entsprechende Farbe zukommt und die manch- 
“mal durch dunkle Stellen von einander getrennt sind. Besonders 
interessant sind wegen der daselbst vorkommenden lichten Linien 
die Spectra glühender Metallgase. 


Es gelingt nur bei zur Verflüchtigung geneigten Metallen, solche 
Gase durch gewöhnliche Erhitzungsmittel zu erhalten; bei stren- 
geren Metallen gelangt man nur zum Zwecke, wenn man sie in 
einer chemischen Verbindung anwendet, die leicht verflüchtigt 
werden kann, wie dieses mit vielen Chlorverbindungen der Fall 
ist; aber auch die strengsten Metalle lassen sich als glühendes 
Gas darstellen, wenn man sie als Dräthe braucht, zwischen denen 
ein starker elektrischer Funke überschlägt. Dieser Funke ist näm- 
lich 'selbst das 'glühende Metallgas, gebildet durch die von den 
Drathenden losgerissenen glühenden Metalltheile und vermischt 
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mit ‚glühender Luft. , Vielfache. Versuche mit derlei Gasen haben 
gelehrt, dass jedes Metallgas eigene, diesen ‚Stofl charakterisi- 
rende lichte Linien an bestimmten Stellen des Spectrums gebe, 
aus deren Vorkommen man: mit voller Bestimmtheit auf die Ge- 
genwart dieses Stoffes in dem Körper, von welchem das Licht 
stammt, schliessen kann. Diese Linien sind dieselben, das Me- 
tallgas mag unmittelbar von unverbundenem Metall oder von einer 
Metallverbindung gewonnen sein: an einem Gemenge mehrerer 
Metalle gibt das Spectrum die jedem Gemengtheil entsprechen- 
den lichten Linien. So z.B. zeigt das Natriumspectrum eine sehr 
scharf begrenzte helle Linie im Gelb, es mag dieser Stoff an 
Sauerstoff, Chlor, Jod oder Brom, an Borsäure, Phosphorsäure 
u. S. w. gebunden sein. Eine bedeutende Anzahl ähnlicher Linien 
erscheint im Caleiumspectrum, darunter eine sehr helle im Grün, 
im Lithiumspectrum eine im Roth u. s.f. Aus solchen Linien ist 
die Anwesenheit des ihn charakterisirten Stoffes ohne irgend eine 
chemische Operation durch den blossen Anblick des Spectrums 
schon zu erkennen, und es erweiset sich dieses analytische Mit- 
tel viel empfindlicher als irgend ein anderes bisher bekanntes. 
Es verräth z. B. die Anwesenheit eines Natrumsalzes auch noch 


1 
dann, wenn davon weniser als ——— eines Millioramms vor- 
i j vi 3,000.000 rs 


kommt und erst 41 Millionen solcher Theile das Gewicht eines 
Thautropfens haben. In dem kleinen Raum, den das Lichtspee- 
trum eines Metalles einnimmt, ist sonach nicht blos die Analyse 
dieses Lichtes, sondern auch die des Metalles verzeichnet, von 
dem das Licht kommt. 


Es liegt die Versuchung nahe, diese Art der Analyse auch 
auf ausserirdische leuchtende Körper, namentlich auf die Sonne 
anzuwenden. Hier stösst man aber gleich am Eingange auf eine 
bedeutende Schwierigkeit. Während nämlich in dem Speectrun 
der irdischen. Körper lichte, farbige Linien erscheinen, zeigt uns 
das Sonnenspectrum gerade das Gegentheil, nämlich nur dunkle 
oder gar schwarze Linien, und zwar in einer Anzahl, wie wir sie 
an Spectren irdischer Stoffe nicht gewahr werden. Dem uner- 
müdlichen Eifer und dem Genie der Erfinder der Spectral-Ana- 
Iyse glückte es jedoch, auch diese Schwierigkeit zu beheben. 
Sie wiesen nämlich durch Versuche nach, das Spectrum einer 
Gasflamme, das seiner Natur nach lichte Linien führt, werde um- 
gekehrt, wenn man durch das Gaslicht Strahlen eines Körpers 
von angemessener Leuchtkraft, der für sich: ein continuirliches 
Spectrum gibt, gehen lässt. Es ist schon erwähnt: worden, ‘dass 
das Spectrum einer Lithiumflamme eine helle rothe Linie führt. 
Diese liegt an einer Stelle, wohin im Sonnenspectrum eine dunkle 
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Linie nicht fällt. Schwaches Sonnenlicht, durch diese Flamme gelei- 
tet, vermindert die Helligkeit dieser Linie, volles, starkes Somen- 
lieht hingegen verwandelt sie augenblicklich in eine schwarze und 
kehrt sonach das Lithiumspectrum förmlich um. Diese Umkeh- 
rung ist aber nicht etwa ein geheimnissvoller Act der Natur, son- 
dern die nothwendige Folge eines von Kirchhoff entdeckten 
Naturgesetzes. Ein Gas, das Lichtstrahlen von bestimmter Brech- 
barkeit aussendet, besitzt nämlich auch das Vermögen, Strahlen 
derselben Brechbarkeit, wenn sie durch dasselbe geleitet werden, 
auszulöschen, und es ist das Verhältniss der ausgesendeten zu den 
absorbirten bei derselben Temperatur für alle Körper gleich. Da 
nun eine Lithiumflamme rothe Strahlen aussendet, so muss sie auch 
vom Sonnenlichte, welches durch diese Flamme geleitet wird, einen 
aliquoten Theil der rothen Strahlen absorbiren, die übrigen aber 
durchlassen. Das zum Vorschein kommende Spectrum beider 
Lichtquellen wird gebildet vom Lichte der Lithiumflamme und 
von dem Theile des Sonnenlichtes, welchen die Lithiumflamme 
durchlässt. Es werden’sonach alle Stellen des Lithiumspeetrums 
durch das Sonnenlicht verstärkt, jedoch die Stelle, wohin die 
rothe Lithiunlinie fällt, weniger als die übrigen; die Helligkeit 
dieser Stelle muss sonach gegen die der Umgebung zurückstehen 
und, wenn das Sonnenlicht stark genug ist, die sonst helle rothe 
Linie durch Contrast mit der Nachbarschaft schwarz aussehen. 
Kann man nun annehmen, dass das auf der Erde anlangende 
Sonnenlicht Gaslicht ist, dem die Strahlen eines festen oder tropf- 
baren Körpers beigemengt sind, der für sich ein continuirliches 
Spectrum gibt; so ist das Sonnenspectrum, wie wir es zu Gesicht 
bekommen, eigentlich das negative Bild jenes Spectrums, welches 
das glühende Gas für sich geben würde, und’ es müssten an jeder 
Stelle, wo jetzt dunkle Linien erscheinen, helle farbige ihren 
Platz haben und ein untrügliches Zeichen der Anwesenheit jener 
Stoffe im leuchtenden Gas sein, deren Spectrum solche Linien 
eigen sind. Man braucht sonach nur anzunehmen, dass die Sonne 
ein in starker Glühhitze befindlicher fester oder tropfbarer, mit 
einer ebenfalls, aber minder stark glühenden Gasatmosphäre um- 
gebener Körper sei, und alle Erscheinungen sind in vollen Ein- 
klang gebracht. Diese Ansicht über die Natur des Sonnenkörpers 
ist auch die einfachste und den Erscheinungen auf der Erde am 
meisten analoge. Sie hat schon im Alterthum den meisten Anhang 
gehabt und wurde nur aufgegeben und mit einer viel künstlicheren 
vertauscht, theils um die Sonnenflecken und die Nichtpolarisation 
des directen Sonnenlichtes erklären zu können, theils um der 
Sonne Bewohnbarkeit zu vindiciren, da man nun einmal glaubte, 
ein Himmelskörper könne keinen grossen Zweck haben, wenn 
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nicht auf ihm Menschen oder menschenäbnliche Geschöpfe ihr 
Wesen trieben. In der Voraussetzung, dass der Sonnenkörper eine 
elühende feste oder tropfbare, mit einer ausdehnsamen glühen- 
den Hülle umgebene Masse sei, deutet jede im Sonnenspectrum 
vorkommende dunkle Linie einen Stoff in der Sonnenatmosphäre 
an, der an derselben Stelle eine farbige Linie geben würde, wenn 
nicht das Licht des Centralkörpers der Sonne eine, Umkehrung 
des Spectrums zur Folge hätte. Die Körper nun, welche in eine 
sehr. heisse Flamme gebracht, um daselbst in. Gas verwandelt zu 
werden, genau an derselben Stelle ihre charakteristischen hellen 
Linien hervortreten lassen, wohin dunkle Linien im Sonnen- 
spectrum fallen, müssen ‚in der: Sonnenatmosphäre vorkommen. 
Auf diesem Wege hat- man in der Sonnenatmospbhäre Eisen, Cal- 
cium, Magnesium, Natrium, Chrom, in ‚geringer‘ Menge: auch 
Baryum, Kupfer, Zink gefunden, konnte aber Gold, Silber, 
Aluminium, Cadmium, Zinn, Blei, Antimon, Arsenik, Strontiun 
und Lithium nicht entdecken; selbst Silicium ist wahrscheinlich 
nicht ein Bestandtheil dieser Atmosphäre. Es ist 'einleuchtend, 
dass die Stoffe, welche in der Sonnenatmosphäre ‘vorkommen, 
auch sich im innern Sonnenkörper finden müssen. Die erst ge- 
nannten acht Körper bilden aber. bei weitem noch nicht den: gan- 
zen Inbegriff des Stoflinventars der Sonnenatmosphäre. , Ein 
leuchtendes Metallgas, welches aus diesen acht Stoflen zusammen- 
gesetzt ist, gibt zwar ein Spectrum mit einer ansehnlichen Zahl 
von lichten Linien, weil mancher Stoff deren mehrere liefert, wie 
z. B. Eisen mehr als sechszig; allein es fehlt noch viel, dass 
dabei jeder dunklen Linie im Sonnenspectrum eine derartige,lichte 
Linie entspräche. Darum ist die Sonnenatmosphäre viel mehr 
zusammengesetzt, als jene acht Metalle auzeigen. Dass aber unter 
den Bestandtheilen derselben auch bisher unbekannte Elemente 
vorkommen, wird man erst wissen, wenn die lichten Spectral- 
linien aller bekannten Elemente an ihrem Platze den dunklen Linien 
des Sonnenspeetrums gegenübergestellt sind und es sich ergibt, 
dass noch dunkle Linien übrig. bleiben, denen keine helle ent- 
spricht. Aber auch dann haben wir nur die Ueberzeugung erlangt, 
dass es in der Sonne für uns neue Stofle gebe, keineswegs aber 
welcher Art und Natur sie sind. Es bleibt daher nicht blos wün- 
schenswerth, dass die Spectral- Analyse noch weitere Ausdeh- 
nung erfahre, sondern auch, dass andere Mittel, die chemische 
Natur der Himmelskörper kennen zu lernen, nicht hintangesetzt 
werden. Wir kennen davon bisher nur eines, nämlich die auf dem 
gewöhnlichen Wege vorgenommene Analyse der Meteoriten.; ‚Man 
hat nämlich Grund zu der Annahme, dass sie Bruchstücke von 
Körpern sind, die im Weltraum um einen Gentralkörper kreisen, 
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wie der Mond um unsere Erde, die wenn sie der letzteren nahe 
genug kommen und der überwiegenden Macht ihrer Anziehung 
ausgesetzt werden, auf sie herabfallen. Hier erreichen wir also 
ausserirdische Stoffe nieht blos mit unseren Schlüssen, sondern 
mit den Händen, können sie nach allen Richtungen untersuchen 
und mit ursprünglich irdischen Stoffen vergleichen. Das Ergeb- 
niss solcher Untersuchungen besteht in Folgendem: Alle Theile 
eines Meteorites unterliegen dem Gesetze der Schwere, ja es ist 
die Grösse der sie beherrschenden Schwere nach Bessel genau 
dieselbe wie bei Stoffen entschieden irdischer Abkunft. Ein Pen- 
del von Meteoritenmasse vollbringt eine Schwingung genau in 
derselben Zeit, wie ein aus irdischem Stoff bestehendes von glei- 
cher Länge. Die Molecüle der Meteoriten sind, wie die der Kör- 
per, ‘welche die Erde als ihre Mutter erkennen, bald zu zerreib- 
lichen, bald zu harten, bald zu schwammigen und porösen, bald 
zu dichten Massen verbunden. Ihr specifisches Gewicht fällt 
zwischen 170 und 7'90, wechselt also von der Dichte des Bims- 
steines bis zu jener des Eisenbleches. Das Durchschnittliche des 
specifischen Gewichtes von einer grossen Anzahl Meteoriten ist 
nach Reichenbach 5, während 5'4 das specifische Gewicht des 
sanzen Erdballes ist. 


_ Von besonderer Wichtigkeit ist der Umstand, dass alle bis- 
her angestellten chemischen Analysen von Meteoriten, und es 
sind deren einige hundert ausgeführt worden, keinen Grundstofl 
kennen lehrten, der nicht auch auf der Erde reichlich vorkommt. 
Die in Meteoriten, deren Fall wirklich beobachtet worden ist und 
dem letzten Jahrhundert angehört, gefundenen Stoffe, nach der 
Häufiskeit ihres Vorkommens geordnet, sind: Kieselerde, Eisen, 
Talkerde, Schwefel, Nickel, Kalkerde, Chrom, Mangan, Thon- 
erde, Kali, Koblenstoff, Kobalt, Kupfer, Blei, Zinn, Chlor, Phos- 
phor. Der Sauerstofl ist in die leichten Metalle eingerechnet, da 
diese als Oxyde aufgeführt erscheinen. Vergleicht man diese 
Vorkommnisse mit den in der Sonne mittelst der Spectral- Analyse 
nachgewiesenen Körpern, so findet man: 1. Alle Stofie, welche 
in der Sonne reichlich vorkommen, sind auch in der Meteoriten- 
masse und auf der Erde, und zwar in grosser Menge vorhanden: 
Eisen spielt in allen eine hervorragende Rolle. 2. Von den in 
der Sonne nur in geringen Quantitäten vorgefundenen drei Stof- 
fen kommt nur einer, nämlich das Kupfer, auch in Meteoriten vor. 
3. Von den eilf in der Sonne als fehlend nachgewiesenen irdischen 
Stoffen weiset die chemische Analyse in den Meteoriten nur drei. 
nämlich Aluminium, Zinn und Blei, nach. Gold und Silber, das 
Ziel so vieler Bestrebungen auf Erden und die Quelle so vielen 
Unheils auf Erden, fehlen in der Sonne und in den Meteoriten. 
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Sonne, Erde und .die im Weltraume kreisenden Körper, von denen 
die. Meteoriten stammen, sind daher einander nicht fremd, haben 
vielmehr eine unverkennbare Familienähnlichkeit. Manche Kinder 
derselben Mutter sind einander weniger ähnlich. Es kann daher 
gewiss nicht ohne Grund ‚angenommen werden, dass ‘die unge- 
heuren Massen, welche im Weltraume gemessenen Schrittes in 
vorgezeichneten -Bahnen seit. Jahrtausenden ihren Festzug halten, 
aus weit zerstreuten materiellen Theilchen derselben Natur ge- 


bildet sind. Nebelflecken, Kometenschweife.u. dgl. können gleich- 


sam als zurückgebliebene Muster eines früheren Zustandes. des 
gesammten Weltstofles angesehen werden; ja es hat den An- 
schein, als fänden derlei Bildungen noch gegenwärtig statt, indem 
bereits Nebelflecken, deren Dasein im Himmelsraume als zwei- 
fellos galt, heute nicht mehr aufgefunden werden. Zerstreute Par- 
tikelchen müssen nämlich der ihnen von ihrem ‘Schöpfer einge- 
pflanzten Schwere folgen, wenn sie nicht durch die abstossende 
Kraft:der Wärme von einander fern gehalten werden, wie bei unsern 
Gasen, oder nicht erst ein Widerstand besiegt werden muss, wie 
bei den in der Luft schwebenden Staubtheilchen. Sie’ werden 
sich ihrem gemeinschaftlichen Schwerpunkte nähern, erst langsam, 
dann immer rascher und rascher, und endlich sich zu einer Masse 
zusammenballen,. wie sie uns die Körper im Weltraum darstellen. 
Nach der Ballung ist aber die gesammte Kraft an die geballte 
Masse übergegangen ‚und muss hier als Erschütterung der Mole- 
eüle auftreten, die wir im Sinne der neueren Theorie als Wärme 
auffassen. Diese Erschütterung wird. vom Aether ‚aufgenommen, 
und ihre Fortpflanzungsrichtung ist es, was wir Strahl nennen. 
Solche Strahlen sind aber nicht immer Lichtstrahlen, sondern 
nach Maassgabe der Wellenlänge, oder, ‚was dasselbe ist, der 
Brechbarkeit, und nur nach Verschiedenheit dieser, auch Wärme- 
oder chemische Strahlen. Die, Strahlen von geringster Brechbarkeit 
his zur Brechbarkeit der rothen Lichtstrahlen werden nur als 
Wärmestrahlen empfunden und können nur die Empfindungsnerven 
affıeiren; solcbe von der Brechbarkeit der rothen Lichtstrahlen bis 
zu jener der violetten sind Wärmestrablen, insofern sie auf den 
Sehnerv wirken; Strahlen von der Brechbarkeit der grünen Licht- 
strahlen an über jene der violetten hinaus bis zu einem bestimm- 
ten Maximum wirken chemisch, und diese sind es, welche die 
photographischen Wirkungen hervorbringen. Dunkle Wärmestrah- 
len sendet jeder Körper bei jeder Temperatur aus. So wie man 
aber seine Temperatur erhöht, kommen zu den früheren andere 
von grösserer Brechbarkeit. Bei einer bestimmten Temperatur, 
die übrigens für alle Körper dieselbe ist, erlangen diese Strahlen 
die Brechbarkeit der rothen Lichtstrablen, und der Körper fängt 
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an zu glühen und zwar roth. Bei weiterer Temperatursteigerung 
kommen zu.den rothen Strahlen orangefarbige, dann gelbe, grüne, 
blaue, endlich violette. In letzterem Zustande verlassen den Kör- 
per, Strahlen von jedem Grade der Brechbarkeit bis zu den vio- 
letten, und er leuchtet mit Weissgluth. Diese erreicht er aber 
von Roth. an dureh viele Farbennüancen. Beim Abkühlen kehren 
diese Erscheinungen in, umgekehrter Ordnung AN chi bis der 
Körper zu Jeuchten au u70 


Wendet man diese Gesetze auf die im Weltraume zerstreute 
Elementarmaterie an, die sich zu geballten Massen vereinet, so 
ersieht man, dass, nachdem der Ballungsact vollzogen: ist, im 
dem Product eine hohe Temperatur herrschen müsse, und zwar 
eine desto höhere, je grösser die vereinte Masse ist.. Man hat 
unter sehr zulässigen Voraussetzungen diese Wärmeentwickelung 
für die Planeten der Sonne und die Sonne selbst berechnet und 
gefunden, dass die erzeugte Temperatur höher ist, als’ nöthig, 


_ um alle häksinnten Stoffe in Gas zu verwandeln, und dass einer 


solchen totalen Umwandlung nur der Gasdruck selbst ein Ziel 
setzen kann. Die Anwesenheit vieler selbst metallischer Stoffe 
in der Atmosphäre eines solchen Körpers unter solchen Umstän- 
den kanm nieht befremden. So hohe Temperatur kann sich, selhst 
wenn sie dem ordentlichen Abkühlungsprocesse Preis gegeben 
ist, unter den obwaltenden: Umständen Jahrtausende lang über 
der Grenze der Glühhitze erhalten. ' Die Abkühlung kann nur 
durch Ausstrahlung von Wärme’vor sich gehen, da ein Weltkör- 
per isolirt imgRaume schwebt und Wärmeniittheilung durch Leitung 
nicht vorkommt. Indessen muss auch’ unter solchen Umständen 
die. Zeit: ihr Recht geltend machen, und es werden. zuerst die 
Körper von geringster Masse, dann .die grösseren‘ und immer 
grösseren über die Grenze der Glühhitze abkühlen und zu dunklen 
Körpern werden. In dem Planetensystem der Sonne ist dieser 
Processu bereits. bis auf den Centralkörper in allen Theilen. voll 
bracht, und die Planeten und deren Satelliten tragen nur: mehr 
an ihrer Kugelgestalt und ihrer Abplattung die Spuren eines: ehe- 
maligen glühend- flüssigen Zustandes an sich, sind: aber dabei 
geeignet, lebende Wesen zu: wüterhalten. Unsere Erde lässt aus 
der Zunahme der Temperatur gegen ihren Mittelpunkt hin: schlies- 
sen, dass noch jetzt ihr Kern glühend heiss und flüssig ist. An 
den Monden und den kleineren Planeten‘ mag auch’ dieser Zustand 
zu den überwundenen gehören und die ganze Masse bereits er- 
starrt sein. Da beim Erstarrungsprocesse Wasser und Luft auf- 
genommen wird, so kann man darin den Grund: finden, warum 
unser Mond: ein. wasserloser, starrer, von. nur kaum merklicher 
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Atmosphäre umgebener Körper ist. Es darf nicht befremden, dass 
gerade der Centralkörper unseres Planetensystems noch in der 
Lage ist, Licht und Wärme seinen Angehörigen zuzusenden.. Die 
Sonne ist durch das Uebergewicht ihrer Masse der Mittelpunkt der 
Bewegung, aber durch eben dieses Uebergewicht auch der Kör- 
per, dessen primitive Temperatur am höchsten stehen musste, und 
bei dem die Abkühlung relativ am langsamsten vor sich geht, und 
der noch leuchtet, wenn alles um ihn her der Nacht verfallen ist. 
Allein wenn der Wärmeverlust nicht durch einen besonderen Pro- 
„cess Ersatz findet, wird auch dieser Körper dem Lose nicht ent- 
“gehen, dem alles Erschaffene zu unterliegen scheint, und gleich 
der Erde und den Planeten zu einer dunklen, finsteren Masse wer- 
den. Was von der Sonne gesagt ist, gilt auch von dem Heer der 
Fixsterne.... Die selbst den Sonnenkörper überwiegende Masse ein- 
zelner solcher Körper sichert denselben wohl eine längere Dauer 
des  Glühzustandes, doch mag vielleicht die Färbung im Lichte 
einzelner solcher Körper und der bereits an mehreren beobach- 
tete stätige Farbenwechsel dahin deuten, dass sie bereits nicht 
mehr Strahlen von jedem Grade der Brechbarkeit aussenden, unter 
die Weissglühhitze gesunken sind und dem dunklen Zustande ent- 
gegeneilen. Vielleicht rührt das Verschwinden von Fixsternen, 
wie dieses beobachtet worden ist, davon her, dass sie bereits zu 
dunklen Körpern geworden sind, wie unsere Erde und die übri- 
gen Planeten der Sonne. Wir Erdenbewohner können somit an 
der Sonne das Bild unserer Erde sehen, wie sie einst war, und’ 
am Monde jenes, wie Sie einst sein wird. 


* 

Es möge mir zum Schlusse erlaubt sein, für einen Augenblick 
zu dem Agens zurückzukehren, von dem wir ausgegangen sind, 
zum Licht. Einst war das. Licht nur als Diener des Auges an- 
gesehen, so wie die Sterne am Himmel nur als die den Festzug 
der Nacht begleitenden Fackelträger. Bald war dem Licht das 
Nebenamt übertragen, die Wärme auf dem Wege zur Erde zu 
begleiten; man erkennt aber jetzt, dass Begleiter und Begleiteter 
in Eins zusammenfallen. Es ist dem menschlichen Beobachtungs- 
geiste längst nicht entgangen, dass dort, wo jenes Agens ein- 
wirkt, geheimnissvolle chemische Wirkungen vor sich gehen, nun 
weiss man aber, dass es die eigentliche Quelle aller chemischen 
Kraft ist, dass Lichtstrahlen zeichnen, malen, und portraitiren, 
dass sie Schriften und Denkmäler aller Länder und Zeiten mit 
der vollkommensten Treue copiren. Der Gelehrte kann mittelst 
solcher Copien über das Alterthum und die fernsten Länder Auf- 
klärung ‘geben, ohne sein Studirzimmer zu verlassen, ähnlich dem 
Astronomen, dem es an der Hand des Gravitationsgesetzes mög-. 


# 
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lich ist, Sterne zu entdecken, ohne den Himmel anzusehen. Nun 
aber leistet das Licht noch mehr als irgend eine.zeichnende Kunst 
zu leisten vermag. Es kündigt uns mit der Form zugleich den 
materiellen Zustand des gezeichneten Objectes an, es ist der 
wahre Götterbote, der jeden Auftrag mit pünktlicher Genauigkeit 
und grösster Eile vollzieht. 


Dem Licht in der materiellen Natur gleicht in seiner Macht 
und seiner Wirkung nichts so sehr als das Licht des Geistes. 
Dieses hohe Gut gehört aber seiner Natur nach einem anderen 
Reiche an, es wird nicht in überschwenglicher Fülle ‚durch einen 
Verdichtungsprocess hervorgerufen, von ‘dem die Zeiten durch 
Jahrtausende zehren können, wie das Licht der Sonne und der 
Fixsterne, sondern muss successive geweckt, und wenn es besteht, 
fortwährend gepflegt werden, wie die heilige Flamme im ‘Tempel 
der Vesta. Zu solcher Pflege sind wir durch unseren erlauchten 
Stifter berufen, zu solcher gewährt uns die Vorsorge unsers aller- 
gnädigsten Herrn und Kaisers die Mittel. Für diese väterliche 
Vorsorge spreche ich nun im Namen der $esammten Akademie 
hiermit den wärmsten und tief empfundenen Dank aus, und wende 
mich an Eure Excellenz unsern hohen Curator - Stellvertreter mit 
der Bitte, diesen unsern Dank an die Stufen des aller- 
höchsten Thrones gelangen lassen zu wollen. 
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xAX. 
Ueber bestimmte Integrale. 


> (Fortsetzung von Thl. XL. Nr. XXI.) 


Von 


Herren Dr. L. Oettinger, 
Grossherzoglich "Badischem Hofrathe und ordenilichem Professor. der 
Mathematik an der Universität zu Freiburg i, B. 


“ 
Vv. 


& $. 56. 


Die im vorigen Abschnitte behandelten irrationalen Integrale 
führen positive Exponenten. Diess wird der Fall sein, wenn 
q>r in den Gleichungen $. 46. Nr. 4) und 5) angenommen wird. 
Bei jedem Werthe von r unterliegt g keiner Schfanke. Wird aber 
r>gq angenommen, so entsteht eine neue Gruppe von Integralen, 
worin der irrationale Ausdruck mit negativem Exponenten.erscheint. 
Die Zahl dieser Integrale ist bei bestimmtem r beschränkt. Mit 
der eben, genannten Gruppe hat sich hauptsächlich Euler a.a. O. 
beschäftigt und einige wenige Fälle behandelt. Eben so Le- 
gendre. Die im vorigen Abschnitte behandelten Integrale finden 
sich dort nicht vor. Wir wenden uns nun zu denen mit negati- 
vem Exponenten. ’ 


» 


Setzt mang=1, r=2 in Nr. %) $. 46., so. erhält"man: 
]) 


Je 
1 2 12, 2 . u ıı ä 
f ei ee AED Fi r 
h (2m +p).(I+pJmi21 = a 


Oettinger: Ueber bestimmie Integrale. 475 


Hier ist: 


er an, ur ich 
1 
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0 


Wird p=1, 2 gesetzt und werdeu die Werthe der hiedurch 


1 „2m Yy2m+19 
entstehenden Integrale ya en YB ren ER Nr.9) und 
0) 


Oo 
Nr. 10) $. 2. eingeführt, so erhält mann nach den gehörigen Re- 
duetionen folgende zwei Integralformen : 
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Hieraus ergeben’ sich folgende Integrale: 


5) 
Sr 
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Sa 
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1 2018208 7 
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Die ersten sechs Integrale hat Euler a. a. O. mitgetheilt. Das 
erste hievon hat auch Legendre entwickelt (Traite d. fonct. 
ellipt. I. p. 393.). _ 
8. 57. 
Setzt man r=3, q9=2 in Nr. 4) $. 46., so entsteht: 
) 
f' zimtp-1lgadr _ Re tpm1®. ja! a 
MEER Gm+p) Hp 1 mw 
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x f adm4p— T 351 98- 
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Hier ist: 


1 
f zömtp 1” 
5 1) 


& 
Wird nun p=T1, 2, 3 gesetzt und werden die Werthe der hie-s 
1, z3mdr 1 z23m+19r 
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durch entstehenden Integrale 
1 z3m42 5% > ‘ 


ltr ra aus Nr. 4) $. 16. in Nr. 1) und 2) eingeführt, ®. 


hält man nach den erforderlichen Reductionen folgende drei Inte- 
grälformen : - | . I 
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Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 
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Hierin ist: 
1-11 — 1,3541179392, Igl3!!= 0,13165649168402. 
Setzt man r=3, g=1 im Nr.4) $. 46., so entsteht: 
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Wird p=1, 2, 3 gesetzt, und werden die ‚Werthe der Ente ;pre- 
chenden Integrale aus $. 16. Nr..4) eingeführt, so ergeben sich 
nach den nöthigen Reductionen folgende drei fhtegralformen; 
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Hieraus ergeben sich folgende Integrale: 
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Hier ist: 
1-3 11 — 2,6789385348, Ig1-+!1= 0,427 96274931426. 


Von diesen Integralen hat Euler (Integr.-Rechn. Bd. v. S. 19) 
das erste in Nr. 6) angegeben. Die erste Form in Nr. 10) istnach ihm 1 
wegen der darin vorkommenden transcendenten Grössen nicht 
darstellbar. 


g. 58. 


Wird r=4, g9=? in Nr. 4) $. 46. gesetzt, so entsteht: 

l) 

mtr lgaor _ (4+p)m!%, 1811, 1-311 Al co; E 

nl = EEE | 
x. NT oa i 

Wird hierin p—=1, 2, 3, 4 gesetzt und werden die Werthe der : 


i : nl Sie 1 „mtr 
hieraus sich ergebenden Integrale 1429 y; mp ‚) 
0 0 “ 


aus $. 9. Nr.6) eingeführt, so erhält man hieraus nach den nöthi- 3 
gen Reductionen folgende vier Integralformen: 


1 arm |g dx _ 1m 12,1 Ivy 1 
Na ante ee 
an Im 19m V 2m Pan 1 
77 een ( 4. - np) 
Y2 Ban 
da 11 7" Y; nach $. 50. Nr. 5) ist. 
3) 


Uzamtileroz, » IMiR .. 
NT — ame Blg2—3 a-444-. al. Ri 
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4) 
1 zrmtrlgaor Zmis,.Rll,yr 1 
a man gran] 
gm 14, NV 9 


B.mRadmel— arı Ir + mals 


3 
da 1811 ia nach $. 50. Nr. 12) ist. 
5) 
1 zamt3]g 20x Im}? 


e 1 
Aa Tamrelm3le2t3ln pl 


1B) 
Hieraus ergeben sich folgende Integrale: 
6) 
1 ro ne In 
N1-a% 160-3112’ 
1 zlg20z \, lg? 
via 8 


ı = N In 
vi - any 4 tD, 
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1 3lexdr 1 
>—— = —-(—]e2 +1), 
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" 
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ir vi Ba-ma\773 
ia = 7082-3), 

j 1 26le20x I3n.N an, rn ,13 
L Yı53 samegtm: 
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Das zweite und vierte Integral in Nr. 6) hat Eule 2.2.0.8. 17 
und S. 175. angegeben. Ferner hat er S. 176. folgendes Kenn 


7) 


ı Isz0c ı 22lgadz _ m? Bu 
Via J N =p 


angegeben. Man findet dieses, wenn man den ersten und dritten 
Ausdruck in Nr. 6) mit einander verbindet, und am einfachsten 
dadurch, dass man die erste Form in Nr.2) und Nr. 4) wählt. 
Es ist dann: 
ı Igxdr a A Be... Mllve. m 
) Sa) Near 
0 [0] 
x 2 ven 1— 
=717m( DR 

ak Ban . ‘ 
da arms nach Nr. 4) $. 50. ist. Man sieht, mit welchem 
Scharfsinne Euler bei den ihm zu Gebote stehenden Mitteln ver- 
fuhr. Er fügt die Bemerkung bei: Obschon beide Integrale für 
sich auf unentwickelbare Formeln führen, so habe er doch schon 
längst gezeigt, dass das Produkt beider Integrale dem Flächen- 


+ . . . I . 
raum des Kreises, dessen Durchmesser 1 ist, gleich oder q seh 


und dass man durch die Verbindung beider das angegebene 
schöne Theorem erhalte. Ferner fügt er bei, dass man unzählig 
viele andere Theoreme dieser Art ableiten könne, welche für 
sich betrachtet eine sehr tiefe Untersuchung erfordern, die aber 
nach dem hier Mitgetheilten sehr leicht angegeben werden kön- 
nen. Verbindet man das erste und siebente Integral mit einander, 
so ist: 

8) | 

fi Igx0x 1 zslox kil,ıvn 11l,vr/13 ) 


NV set % VI 4.111 Er 
3.n2/13 x 


[1 


nach den nöthigen Reductionen. In den vorstehenden Integralen ei 
1-11 1,22541670%8, Ig1-!1= 0,088283795 48265; £ 
? 


die übrigen Werthe sind oben $. 53. angegeben. 


“ \ ha 
Br [ 3 ‚#3 E ne N 
4 ’ Bach. Br 
R ‚ 
a c 2 


| 1 om (64 pymis.10 " Yr f am 
0 her A 6 Tu DIEBE Er Mg PETE So + «3 * EN 
0 (m+p)EHp)" 11 8 


_ Wird nun p=1,2,3,....6 gesetzt und werden die entspre- 
chenden Werthe für das begleitende Integral aus Nr. 9) $. 13. ni 
eingelü ihrt, so entstehen nach den gehörigen Reductionen folgende SESCER 


r sechs Integralformen: 
ai 9) 
1m 16.1 114% 7 1 
 mıs,jnı BlHt3 5 Uhr. 5,9). 

F Zn £ | 1 z6mt1jo 20x 

a IB Bi; 4 N1—25 

# gmis. ir. 1va 1 0 
F N = 
| ı 26m+2]9 20x Im|2,n 1 

N a ml...) 

B:: a - er 

Bi. 5) 


Be ı z6m+3]o 20x 
“ 10m1o. 1511, Vx | TU SAN 1 
in Fa Tmts. ni 8182 3 tl 


6) 
\ ı z6m+4|o 20x 
% vE ZA N 1— 26 


 Umisjeil,yn x 1 x 
= mp) a 


Eu 
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7) 
1 z6mt5|g dx Im]? 5 % 
Ten =-pnl-382 +4 1-3 B—H.-45-7 
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Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 


8) 

Melerdn a ir ww 
ig VI de BEE a 

ı elgzoz. ll 2 
J Va ann eikttg)). E 
f’ @’lgz0r  nle? 7 
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I EEE 124, \ 

a 
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S a De aa 03H »: 
Ti N FR N u 3 | 4 
EIN IT ZEN En 5 35 10° 3 

ı z8lgs20r 7 1 

ae, Re Yen 3 re 

J ee | 

ı alga0r _ a 
Fi Ma 7m ters wa 

I aW lerdr 1 11,vn : 1 
J To TEE, 8. "SIT 4182-04 Fam): 

; nn 2 5 

— nel od 
ee} 
u. s. w 


Ausser den früher schon angegebenen Werthen mögen noch fol- 
gende hier stehen: <a 


1-211 — 1,12878702996, 1-3 11 = 5,56631272838, 
Ilg1-:11 = 0,05261201060482, 1g1-?11— 0,745 567857 75330. 


Wird r=6, 9=2 in Nr. 4) $. 46. gesetzt, so erhält man: 


u 
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“ | “ 
| a 
zn gar  (6+pmiS.18 111 Mi zmtrmtör 
4 Bot .. TR I+2?2+ 2% 


(6m+p) (2+p)" 16.1 


Wird hierin p=1, 2, 3,....6 geschrieben und werden die Werthe 
für das begleitende Integral aus $.,18. Nr. 2) eingeführt, so erhält 
man nach den nöthigen Reductionen folgende sechs Integralformen: 


10) 
I ne _ I ne 
Hid4rttt gm) 

11) 
S | ana ne) 


1 
H@+lHlt 2 | 


2.113,72 


7 ’ 1 
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, +id+4444.. 2] 


26m44 En 1lm16, 112.743 13 
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IR, Hr ml 
m16,z. 1-311 7C 6m Fi 3 
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+ 44454 


18. nr nach Nr. 12) $. 50. ist. 


ur ; 15) 
| 155 mtr 3m | 3 BR 1 
I TAazayı = Imnal-21l83— a 


Rn 
or“ 


“öm m 
da 1 I11— 


. +3l4+347 4.3.04 zul 


Die Reduction zu Nr. I1) ist oben zu Nr. 7) $. 57. gegeben. 
Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 


16) 
S Igzdz _ 1ıl.j-lı ; "E 
(l— a9: Vn ls3rg): 
ı zlg20r 763 


(1— 293 7727119393 Ei v3’ 
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er ar nes "algs— 0), 


mi 
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ker 1— 297 Ivy re | 
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1—- 2937 9(- ma 4 
z2le20x 1411, 

A-2170 2 In tar IB 
a9lg20x u 
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[2 


Be u — = u > 
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R Wird r=6, a in $. 46. Nr. 4) gesetzt, so entsteht: 


} 1 
eh zomtr-11g 20x 
er 
p 
(6-+ p)m 16.10", EM am 1)dx 
2 1 0 (x nd) 


(6m + p)(A+p)m!®. 1° 


Hier ist; 


S ee 3S = zemtr 2241) fe zemtpt10x 
| "u 1422424 1+2242% 
I amt p—-19r 
| That 
Wird hierin py=1, 2, 3,....6 gesetzt und werden die Werthe 
der beiden Integrale aus Nr. 2) $. 18. eingeführt, so ergeben sich 
nach den erforderlichen Reductionen folgende sechs Integralformen : 


+ 
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zemle 0x Ir16,12 11.1311 x f | 1 
I ma tr 
{ 1 
HH | 
1m16,1-411,7 1 1 
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Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 


24) 
fi Iga00__ ayldarı 
2 3 IN? ’ 
h ı zlg2dz 7 7 
r, f‘ =—3(lg3+ 
3 i ’ 
2 Y“  N1-a° Be v8 
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| 2 ai ga _ 2.1213,1-411 N | 
yi Pr em Gls3— 3 t+ 7)» 
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I FE tz D), 
0 Ware x® 
ie en: 1-11, 7 8 
II WERE (Tr. 11)2 yAVE ’ 
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$. 60. 
Wird r=8, 9=4 in Nr. 4) $. 46, gesetzt, so entsteht: 
1) 
Kar er gadr _ AB A)MR, le ae “fr amt —1dr 
: vNi-28 dl 1+2? 


(Sm+p) A4p)m 18.18 

Wird p=1, 2, 3,....8 geschrieben und werden die Werthe für 
zemtp-182 - i 

das Integral Fa Az aus $. 15. eingeführt, so entstehen 


nach den ehrlichen Reductionen folgende acht Integralformen : 
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Hieraus ergeben sich folgende Integrale: > 
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Ausser den früher in $. 55. mitgetheilten, hierher gehörigen 
Werthen theilen wir noch folgende mit: 


—#1 _7.0896593559, 181% ''—0,037987969773, 
—&1T_ 1,4345188480, 181° —0,156706958799, 


51! 9,3704361845, 121 5!" —0,374828277974, 
" —0,877022249340. 


EB ie, — nn An 
B 


8° _7,5939415976, 181° 


1 
1 
1 
1 

Aus den in $. 47.u. ff. angegebenen Resultaten zeigt sich, 
welche ausgedehnte Anwendung die in $. 46. Nr. 4) und 5) aufge- 
stelltten Gleichungen zulassen. Man kann ihnen noch eine all- 
gemeinere Form geben, wodurch sich ihre Brauchbarkeit steigert, 
wenn man ir-+g statt g setzt. .Man erhält dann: 
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ren 
11' ’ 2 N 
i \ FR 5 


u, hr ee 7 
EN Eee 
ET 


| ee 
amp (l—ar) 7 lerdr= —— a 
0 ma H | 1 a 
Sen 
2 Gm+p)(ptgrttir.T r F 
1 rt —_ A 
= armtp—1 au} h) | 
Wird r statt p gesetzt, so entsteht nach den nöthigen Reduc- 
tionen: oe 
12) \ 


1 Bi rmIr, tir 
ae zrmtti(])—ar) Tr Igala=— mpiprer 
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ı (ztr+9—]) ym|r 1 (z!r+2-]) 
ne RT E A Bit Ai 
x armt+r 27.207 0r= (gm f. arm-+r Fe dr. 
) 0 


x 
& 
% 
Aus diesen Gleichungen kann man nach der bisherigen Methode N 
durch die Annahme von r, gq und £{ ausser den schon angegebe- 
nen eine Reihe anderer Integrale ableiten. In $.51. und 9.53. 
wurden einzelne hierher gehörige mitgetheilt. Man findet die in x 
Nr. 11) und Nr. 12) $.51. auf anderem Wege entwickelten Inte- 

grale, wenn man hier r=2, 9=3 und dann g statt t schreibt. 
Eben so ergeben sich die in Nr. 8)—11) $. 53. angegebenen Inte- 
grale, wenn die entsprechenden Werthe für r, g und £ gesetzt 
werden. . 


g. 61. 


Sämntliche bisher behandelte irrationale Integrale lassen sich 
auf eine andere Art aus den in $. 2l. angegebenen Gleichungen 
dadurch ableiten, dass man für n gebrochene Zahlen setzt. In 
diesem Falle entstehen unendliche Reihen. Diese haben aber 
den Missstand, dass sie häufig sehr langsam convergiren. Je 
nachdem die Grössen p, q und r beschaffen sind, werden sie 
etwas rascher convergiren, namentlich wenn r eine grössere Zahl 
bedeutet. In diesem Falle werden sie gute Dienste leisten. Beide Br 
Integrations-Methoden, die bisherige, welche auf geschlossene 
Ausdrücke führt, und die eben erwähnte, schliessen sich jedoch 

nieht aus, sondern ergänzen sich gegenseitig. Die letztere bie- 


As ’ 


tet ausserdem noch den Vortheil, dass sie sich auf die Binomien iR 
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(I+=z9% und (1—z9r erstreckt, während die erstere nur von 
der zweiten Binomform gilt. Setzt man nun für » eine gebro- 
chene Zahl und wählt den Werth n=}, so ergeben sich für die 
in $.21. angegebenen Gleichungen folgende: 
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Für den Fall, als p=g ist, tritt eine besondere Gruppe von 
Integralen auf und man erhält aus Nr. }): 


5) 
- — Jrıı | 1 
ll OR r N 
J. a Ni eilgayi=(). nÜ-ggH—- HR 
| 1 1) 7 


u m | PT Un 


16.4+1 128 .5rH1 86 Gr) 


und so auch für die Gleichungen Nr. 2)—4). 
Die Bedingungen der Convergenz treten in diesen Gleichun- 
gen deutlich hervor, Bei kleinen Werthen von r, p und g wird 


sie sehr gering sein. Bestimmt man beispielsweise de MV 


von NIT -@lgedr, so ist nach $. 51. Nr. 5): 


v0 


aNI-Algade=+4lg2-1=02 1339538425770600, | E | 


10) 


‘und man kann ihn zu beliebiger Genauigkeit steigern. Leitet man 
ihn aber aus Nr. 5) ab, so erhält man: 


en 1... Ten 5 
Y. an i—a2lgeea =—4(l— 545.9 16.160 178.8 
[0) 
RR 0427: 
ee 


und dieser Werth ist, obgleich aus den zehn ersten Gliedern der 
Reihe abgeleitet, abgesehen von der Mühe der Rechnung, nur 1 
auf drei Decimalstellen genau. ; 


$. 62. 


In den Integralen, welche in $. 51.—$. 60. untersucht sind, er- 
scheint Igxz in der ersten Potenz. Soll die Integration auch auf 
die Fälle ausgedehnt werden, worin Igz in einer höhern Potenz 
erscheint, so kommen die in $. 48. aufgestellten Gleichungen zur ° 
Anwendung, welche, wie schon $. 49. bemerkt wurde, auch von 
Integralen mit irrationalen Ausdrücken gelten. In diesem Falle ° 
bildet die Gleichung Nr. I) $. 46. die Grundlage, der wir folgende 
allgemeine Form geben, indem rm+p statt m gesetzt wird: 
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3) 
raßa ed, 


Die in $. 48. gegebenen lefchungen nehmen folgende Gestalt an: 
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So oft nun ein Integral für einen bestimmten Werth von r und 
y angegeben werden soll, hat man den entsprechenden Werth von 
or &rYr 
die sich aus den früheren Abschnitten entnehmen lassen, einzu- 
führen. Hierzu kann man zwei Methoden benutzen. 
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zu ermitteln und die erhaltenen Resultate, 
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Die erste besteht darin, Ds man YF in Nr. R)) nach at tab h 
genden Potenzen von x in Reihen entwickelt, wiederholt hin- 
sichtlich m differenziirt und zwischen den Grenzen O0 An l inte- 


grirt. Hierdurch erhält man folgende Integrale: 
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er (5 ee, Fe Yu hl 
rm+gtp ° rmtg+pHtr " rm+9+p-+?r 
= S(rmtp)!— Strm+g4pn), 
or t grmtp—1(29—]) x \ 
mn —r_j Igeör= — S(rm+p,r)24+S(rm+g-+p,r)2, 
0 
02F 1 grm+p—1x29_] 
(Örmja = R a  (ge)Pla 28km pm 
or yY 1 BEN | { 
’ 
= Tr. 11 Sem + pH — S(trm + g+ pr). 4 
Hieraus erhält man durch Einführung dieser Werthe in Nr. 4) a 
folgende entwickelte Darstellung: a 
6) 
1 g-r 
f: zrmtp-\l—ar) r Igxdr 
0 
(r+p)m ir au 7 In 
me gr, [Sm4 pn)! — Stem+gt pa), m 
(rmtp)p+tgr rl 7 } 


1 g—r 
fF zmtpUl— ar) r (ie2)20x 


0 


ER | 
Betpjmir.in 1: ae — S(rm+g+ Pe 


(Fm4p)(ptgm rn 4 Sem +p7)?—- Sem + g+ pr) 
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' ar 
5 armtp41— ar) r (Ig2)?dx 
0 
p —_r 
(Hpm ir.Ie 1 re" 
1 RE 2 SF 


? 
rmtp)p+tgriri r 
[(S(rm + pr)! — S(rm +9 + p,r)))? 
+ 3(S$(rm+p,r)!—S(rm+g+p,r)})(S(rm+p,r)?— S(rm+g+p,r)2) 
+ 2(S(rm+p,r)? — S(rm+g-+p;r)?)]. 


u. S. w. 


Bei der Anwendung anf einzelne Fälle hat man für jedes 
bestimmte r wie früher p=1,2,3....r zu setzen. Dadurch erge- 
ben sich alle einem r zugehörigen Integralformen. Hierbei wird 
man dadurch gefördert, dass die aus den Fakultäten bestehenden 
Vorzahlen schon früher bestimmt sind, und man ihre Werthe nur 
einzuführen hat. 


Die Richtigkeit dieser Darstellungen zeigt sich übrigens leicht 
und insbesondere auch dadurch, dass man sie zur Bestimmung 
schon bekannter Integrale benutzt. Setzt man zu dem Ende in 
der ersten Form von Nr.6) g=3, r=2 und p=]1, 2, so ist: 


1, 5 Im | 27, - H 
| Si m T—aBlg da = — zmpın [SCmt1 21 — SQm+421], 


1) 


1 Be Im? 
f amt | 22le2dr = —1mf212 [.S(2m +2,2)1— S(2m + 5,2)1]. 
0 - 
Diese Gleichungen haben den nämlichen Werth, wie die in 
Nr. 3) und 4) $.51) aufgestellten. bemerkt man nämlich, dass 


1 1 N 1 1.0 
Sammy Fa tamFI Imrotamt3 Imratı 
1 1 1 1 1 
mtl? l1-3+3—24...— 5.) 
a TE ne LU ek 
Samt2,2) Sm, = tun mama Imst 
1 ar 1 


ist, wenn die Reihen vervollständigt und die ergänzenden Glieder 
abgezogen werden, so erhält man sofort dureh Einführung 
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7) 
1 — | wi 
f am 1 221g 20x 
0 


1 | 27 


l 1 | 
2 gmr] 5,45 +12 Steg 
8) 
1 
EN am I 22lor0x 


[0] 
Imı2 


1 1 


diess sind die Gleichungen, wie sie in $.5l. gegeben wurden. 


Soll die zweite Form in Nr. 6) benutzt werden, so erhält man, 
wenn r=2, g=3, p=1, 2 gesetzt wird, ausser den eben an- 
gegebenen Reihen, wenn eben so verfahren und die fehlenden 
Glieder in den Reihen ergänzt werden: 


S(2m + 1,2)2 — S(2m + 4,2)? 
1 l 1 I 


— Am +93 + Am FIE im t mr 


1 | 1 
wen (2m +2)2 + Ss (1,12 — (1 7 + 33 77 (2mjD 


\ 
\ 
Ba ee ned Zen un 4 il 2.8 re ” e ne 
N er, = % are F ö > n 
 ——— rn | u, — Da ||. 


S$(2ın + 2,2)? — S(2m + 5,2)? 
ER RR RE vr 1 
(2m + 3)? M: (2m +2)? (2m +3)? + Oma: 
Ä S 1 1 1 Gh 
sem Om rs5a SAD’+1—-z + 32 er 4272 tomFi%' 
2 
Da S'’(1,1)? = 5 ist, so ergeben sich aus der zweiten Form 


von Nr. 6) folgende zwei Integralformen: 
a) 
1 
f am 1— 2? (lg 2)20x 


f) ; MR 
u e 
Y : [(S@m+1)} —S(2m44,2)1)2+ S(2m+1,22—SQm+4,2)%] 


Im | 27 


re“ BA: ı ı i = - “a 
= ee (S75 +82 0-44... 5)) 4 


1 5 Ita a 
tmtrnr Terre el | 


Bah- 
Re. 


a)‘ 


m nn 
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10) 
Rd 
6 amt I 22 (Ig2)20x 


0 


m|?2 
— u [(S(2m-+2,2)1— S(2m +5,2)))2+ SQ@m+2,2)2— S(2m +5,2)2] 


9m|2 


e man] (5 - a ba). 


1 2 | 1:8 
+ Oma tt 2 ta | 
u. 8. W, 


Diese Methode führt immer zum Ziele. Sie ist jedoch bei 
Bestimmung der einzelnen Fälle, wie man sieht, mit mancherlei 
Weitläufigkeiten verbunden. Darum theilen wir noch folgende ein- 
fachere Methode mit. 


$. 63. 


Die zweite Methode besteht darin, dass man den Ausdruck 
Nr. 3) $. 62. auf die einfachste Form durch Zerlegung zurück- 
bringt, und nach den fallenden Potenzen von z, wenn diess zu- 
lässig ist, ordnet. Hierbei wird man auf Formen geführt, die 
schon im Früheren angegeben sind oder leicht auf sie zurück- 
gebracht werden können. Sollen :hiernach die Integrale 


1 1 | INES 
7% am V 1-2 (lgx)2dx, ur amt 1—a2(lgx)2dz u. s. w. 
0 3 0 


bestimmt werden, so ist aus Nr. 3) $. 62., wen yg=3, r=3, 
p=]1l, 2 gesetzt wird: 


1 Zm-+p—1 
RA armtp- ne BG uf" a A 3 ee 


0 
2 zimtr-102 
= HH +f ES 
0 


Wird wiederholt nach m differenzirt, so ergibt sich 


SE mr 
02m — " Amtpri% + 1+2 


9 


‚500 | | Minden: aber beetane Inte en 
02y 2 7 1 mtr lg RR 
em)? ” OmtpH1) + rerann 

u. Ss. W. 


Setzt man nun »y=1,2 und werden die Werthe der hieraus # 
sich ergebenden Integrale aus n ur Nr. 2) und 3) bestimmt, so m 
erhält man mit Rücksicht auf $. 2. Nr. 9) und 10) rp=1: 


2) 
ARLN LER PD) 1—ı11 4, 
ee Fe 
or a | 1:81 1 
Im” —_ Gmyaa SAD’ ur 32 Tony 
4 2 1109 1 1 


Be A RE MER IN 5 1 _ı) — ae a re 
Ft U trat Samen 
fürp= 2: | 

3) 

wur. Im+3 g= neh Im+1’ 
or 1 j 1 1. 1 vi 
dm —  (2m+3)? re, U + j: 2 @m 41)? va E! 
2 GE 2 1. 
(02m)? Im)? (2m +3) —28 (l, 1)? +2(1— = + 1 ++ Om+1)) Y: h k 
Werden diese Werthe in die zweite und dritte Form $. 62. ; 
Nr. 4) eingeführt, so erhält man folgende Integralformen: N. 


4) 
far am Y 1— a%lg 2)20x 


) | 
1m? x ar 
er] (u TE 2 Sn: nn) 
+ Beet. 

E; & 1 

1 BAR] 2 

fh amt j—a2 (lg2)20x ı 


Im|2 1 1 2 


1 Mar T Pe 
+ Om +3% 7 int Target 
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6) 
1 A A 
en 22m N 1]—a2(lg2)3dx. 
7% 


Im | 2% 


1 ‘ 
= ea] (at... 


Hal pate30- Hg 


Pen 


(rm Et eo) 
+ (ta, Es -5»)]- 
7) 
Y mt (Ig2)30x 


0 
9m]|2z 


| 1 3 
- man (mp. +) 
1 RN 1 
+3 (5,43 —18241-443. je 
( 1 a RR | 1 
<< mi nt! + — ANDERE 13) 
1 1 
+2 (a SAN nt tal 
' Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 


8) 


De Pelke2 6% 2 
I VIZa2lge)22 = [04892475 +2]. 
0 


1 2 
f z N 1-22 (lg2)?dz = +[G —189?+- - 71» 
(0) 
1 EL | 2 1 
a x? N 1-22 (lg2)?dx = +5 nl: 
f) 
I RER Ir sıl 2 
S a3svi—- 22 (Igz)202 = 1% 5182) +00 too — 5 
0 


5,7 Sale ERPBT | 7 n?2 87 
H, N 1— 2? (lg2)?de = 35 (ig? — 3)? + 5 —- el 


0 
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ER EN 389 a 2 

u a5N 1 — a? (Ig2)°8x = lt Is Sr + 776400" 21% 

0) ” 
N wen 59 a? 3817 

| [ N 1-22 (Ig.2)20& = 555 [l82— Bot: 3778500) | 

J | | 

u. s w. { 

9) | 

F: vi-a2(lga)?a. y 


— 2418994304182 (75 + a4 $(1,1)3)], 
fe N T—arllga)%dz 


(0) 


ER 116189430182 (7 — 5)+2(5 7-sa1P)), 


fi. 22 N 1— 22 (lg 2)30x 


[0] A 


55 
- [0823943082975 — 16) + ASD°-gp) 
ei 


IR, un u 


0 

Ir sıl 1” 

--: IE 0182). +3(2 182) (0-12 

24841 
Re (Ga % »)} 

ie N1-—.a2(lg2)3dx 

0 
5 5, (m? 
& — 55 [082 79° 43082 (15 — 2) ee mal g 


U. S. W. 


Obgleich diese Darstellungen ziemlich ausgedehnt erscheinen, 
so wird doch ihre Werthbestimmung dadurch sehr erleichtert, 
dass die Werthe der zwei ersten Glieder in Nr. 9) schon in Nr. 8) 
angegeben sind und daher nur noch das dritte zu bestimmen ist. 
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$. 64. 


Setzt man r —A4, q=6 in Nr. 3) $. 62., so erhält man bei wie- 
derholter Differentiation für F': 


1) 


: 4 ‚s-1, n 4 1 I 
Pe am+pP— ef adtm+p— tz 08 


0) 
1 1 24m +p—1 
= m+p if Burn 
0 


2) | 
or 1 ı 2imtp—1lo 20x 
dm (dmFp+ 2)? Hl, 1a 7° 
3) 
u 4 2 I zimtp—1(|e2)202 
(64m)? — (Am+p+ 2)? fl Nez 


Wird nun in diesen drei Gleichungen p=1, 2, 3, 4 gesetzt, 
und werden die bezüglichen Werthe für Nr. I) aus $.9. Nr. 6) und 
für Nr. 2) und 3) aus $.39. Nr. 2)—4) eingeführt, indem man r—=1, 
2 schreibt, so erhält man aus den Gleichungen Nr. 4) $. 62. fol- 
gende Integralformen: 


4) 
Si N 1I-—-a*(lg 2)2dx 
3.1m 14V dr 2 1%: 
72. ae (ta 41H...) 
1 Er. A NER 
Ent SU ztge.- el 
5) 
1 
Farm Ta are 


ö 
Im | 27 


1 | Ns 
a mat en) 


1 
u arhirt 8m Hat - am 
33 


He amp] — ar (ga) 0x 


3m | ar 9 | 7 a LEN 
= Smf2 1a} ran (rs HH) Ei 
1 12.8 1 “ 
ta IH tt 
sh 7) | 
S: aim 3 N I g# 2% (Ig2)20x 
(0) 
Im|2 
=; rel (ur - 31824301343 en) 
1 IC 1 1 | 
+ m+6% 7 rt ten 
iR 8) 
1 yeoa, Zr 
Hi am N 1 — 2% (lg2)3dr 
0 2 3. 
3.1m 14V 2 gr A 1 
Lswaranmal (45 + 7 -l-3tr2.. Ri re) Ä 
o. 1 7° ı 1 
TR .: lg t7 Ust. -.) 
ER | “(rer van) | " 
I CH 5) I £ 
BR. Sn Zr dga)rd 
Be 0 i 
Im 127 
=-; mr tl 444... — m) 
1 
ee ratsig23(l1-343....— =) 
i x (tar en, 
; mtr ar on 
Saale yt 2 1597 
Bee | + mr LD AN tz yo. 
Be 
PER 


n mer Pa DE Ye. oe Mann Be 
Br ai er x 
A TE 
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10) 
1 rn 
R; zum? V 1 — 29 (Ig2)?dx 


0 
Im 1a N Dr 1 z N: 
— 7 8,m421%]711)2 Ir: 4 HH. tr) 


1 ” are u: 
Hlrs 2277 2. 1) 


1 1 ER 
= (DHL an) 


92 763 1 1 1 


11) 
1 VLhLL va 
fe amt ] — 24 (lg 2)30x 


UV 
9m]|2 1 1 3 
= an (te Hair. 4 ) 


1 1 
ll. tn) 


( 1 TERN ne) 


2 rd a EN De TBURE" 
+ (Am+6)5% N a,b rzdl tg tom 


Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 


12) 
NIzd 29 ee 1,9: | 
LT (lg) ” = 39(1F11)2 3 4) ot ‚2)2 I 
o 


1 1 12 
SI NIT Ela tt 
0 
1 ER ıN In 6 n\?. 26 
IK aN 1—-a4(lg2)20x == 4014192 IG Em i) + 5-28]. 
0 
1 BR 1 5 2 
46 aN 1—2i(lg2)292 = 6l@- 318g 2)2 + el. 
0 
1 Bir 3nY 3 eh, DEN? Wat 383 
R aan la) (4-2) +12)? — 7 ’ 


0) 


Bi RE Ss | “ 
sa/ 1__ El en 
f NV] large lg? a5 pr: 18” Se 


N TOR RR Se 1006 0 
x RL a tee)) Yan 20 | 
Rs \lıh ne rg 'sın 7 
r F aN I—eilga)232 = 5 | (50 =) a0 S \, = 
u. s. w 
1») 
[ vı1- 2%(le2)3dx 
Invar rl 1 3 
an [HD HBCHDEH TE UG1 
7 0 ae Ä 


5 [a4 Grat AtBHSa, Da, 
% S a? N 1— 2% (Igx)3dx 
Ä | = pn mel (era)! +35 e: 2, > (1,2) Ju 9 


1 
SF 4 v1 — x* (igz)3dx | dunmill 
0 


1 5 2 7 | | Bi 
ee 594 


1— 2?(lg2)?0x 


0 3uN ir ul gr 
7039: Ste 131 ae Dr m 
| ‚8891 
s, 2(5- 901 ) a 
JS aNiza dg=)"dn, alt. 1 rn ae 
o a 
! [4182-98 + 3182-9 (i5- a) HS, De 
® NY Qr 
"% u. S. w. i 
=. Eh 


iR . . f 
* 
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Auf gleiche Weise verfährt man, wenn r>g ist. Es ent- 
stehen dann irrationale Ausdrücke mit negativen Exponenten. 
Setzt man zu dem Ende in Nr. 5) $. 62. r=2, q9=1, so wird: 


)) 
De res 1 a2mtp 10x 
ef _ free, 
2) 
or BE 2 5 
om 7 TIrz. Igxör, 
3) 
ER mr lga)?dr 
(02m)? & 1+2 
Wird p=]1, 2 gesetzt und werden die Werthe für die Inte- 
1 „2m 1 »2m+1 
grale = Zr un % I aus $.2. Nr. 9) und 10) in 


14 


1 „2m]o 1 22m+1 
Nr. 1) und die der Integrale en, [ en 


Zm 2 Zm+1 2 
und Ya ai ee) le Pas fr EG aus $. 38. u. ff. in Nr.2) 
4 | 


und Nr. 3) eingeführt, so ergeben sich hieraus mit Benutzung der 
Integralformen in Nr..4) $. 62. folgende Integrale: 


4) 
0 v1 — a? 


1m 12 1 n® Gi 1 
= 5m R 2 [082-1 443. tat ae) 


5) 
1 zam+1(j.0)20x 
0 vi—.? 
2 1 1 1 
u ImHrl- -1g2+1-343—: + arte 


\ aa URS ns a ER 
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R | 6) vi FE } k i 
ı am (Igr)’dx _ 1 mi2 Ki, nr Be + 
_——am ER BEE MSIE 
Sea ll | 


| 7 WI ERR 4 \ ’ 
enge Ar 5) te) 


1 ‘ 
+2($'(1, DEE 9 stm) 


7) 
1 z2mt1l(]g2)30x Im | 2 1 
v2 NE mer wre - mrnel(-I82+1- 343 t2... Ham)’ : 


; Kaps 
BARHH dt getge Harp) 


11 ) 
+2(-8’(,D®+1— 5 +3 tal 


Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 


$) 
1 (Je 2)292 nv 2 
| N alle) 
SEE =a-19241- 7, 
el ee 
J Ne —A[(g2- 37% a 8 
1 z3 (le 2)29 
falten Be 
- (| 27 9% 7 2? 115 
K ne "rnit ig 
1 5 2 47 3 1 | 
N, = u u 515 tan 1. 
ı er u 
y; Bea mar ag?) [lg2— ap +57 1200" 
u. 8. w. 
9) 
2 a 5 [dig 23 +7 42801, )%), nr 
ARE Y  F $ 
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hg lex)30 | 2 | 
J ED a4 
[’ a2 (lgx)?dx 
0 Nı1-— 22 
7 a N th? 7 
— 7 [82 5)°+30g2— 5) (5: +28, —3)], 
vn adllgz)?dx 
0 Ongn —ı?. 
[1893430 —1e2) tr sa. Hua 
31518 6.8 3- 2 AH’+ ol: 
f’ z*(lgx)?dxr 
o Nv1-2 
I 7 7 fa? 115 z 1549 
— 75 [82 19°4,3082- 9) (15-14) +08, D°-91. 
FR z> (lg 2)?0xr 
0 NIZZ 
87/47 3019 2 
=- | (- 12) I 012) (3 
h 195353 
+8’, 1° —zrooon | 


u. Ss. Ww. 


Von diesen Integralen hat Legendre das erste in Nr. 8) und 9) 
(Traite d. fonct. ellipt. II. p. 393.) angegeben. 


Dieselben Resultate kann man auch nach der in $. 62. ange- 
benen Methode finden. Setzt man in der zweiten Form von 
Nr. 6) $. 62. r=2, g=1, p=1, so erhält man: 


10) 


2m m 
0 ee alt, 2)1— S (2m + 2, 2)1)2 


+ Sm +1, 92— SQm +2, 22]. 


Bemerkt man, dass 


1 1 } 1 
SCm+1,21— SCm44, = 5,47 -3mr3 + Im43 murat- 


1 
=182-1-4 44-44...) 
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SOm +1,22? — SOm+2, 22 


1 1 1 RR 
= Om+1% @m+2% + Em13% Omrpt 


a 1 


ist, so entsteht durch Einführung dieser Werthe in Nr. 10) die 
in Nr. 4) gefundene Darstellung. Auf die gleiche Weise kann 
man auch die Darstellung Nr. 5) u. s. w. finden. 


Bei Benutzung der Darstellungen in Nr. 6) $. 62. erhält 
man durch den Ausdruck Y die Glieder der harmonischen 
Reihe nach bestimmtem Gesetze geordnet. Da sie sehr lang- 
sam convergiren, so ist dieser Ausdruck nicht gut benutzbar. 
Man kann deswegen die beiden in $. 62. und $. 65. angegebenen 
Methoden in so weit miteinander verbinden, dass man den Werth 
von Y nach der zweiten Methode bestimmt, wozu der erste Ab- 
schnitt die Mittel bietet, und die übrigen Glieder der Formen in 
Nr. 6) $. 62. durch Reihen darstellen, zu deren Werthbestimmung 
im zweiten Abschnitte ausführlich die Wege angegeben wurden. 
Auf diese Art wird man oft eben so rasch als bequem zum Ziele 

1 ae 
gelangen, Soll hiernach das Integral J De e- 
stimmt werden, so hat man r=3, et zu setzen und man er- 
hält aus der zweiten Form von $. 62. Nr. 6): 


Ar ia a 7 


p 
(1— 2?) BR, Prey 
(m+p) A+p)”1?.13 


>< [(S(&m + pP, 3)1— S(3m+p +1, 3)92 
+ S@m+ p, 3)?— S(3m+p +1, 32]. 


0 


Hierm ist: 
Y= S(3m+p, 3) — S@m+p+]1, 3)! 


3 aa) 1 „3mtp-19% 
Et —J) 142422 


u , 


Wird nun p=1, 2, 3 gesetzt und werden die Ve der hie- R 


durch entstehenden Integrale | ji 4 


ir 
% 
f z3mdr 1 z3m+19r fe z3m+29x ® 
7 142422” 5 142422 1+2+22 ; 


RE EL 
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E | | 
- aus $.16.Nr. 4) in obige Gleichung eingeführt, so erhält man fol- 
- gende drei Integralformen : 


11) 
1 z’m (Iex)20x 
Raer 
1) 
_4.1m13,n2 ER, 1 REES - 
—=g 3m sn [6% Beten, Uster. 39) 
+S(8m-+1, 3)2— S(3m-+2, 32]. 
12) 


S- zent (Ig @)?0x 
 (d-—.23)} 
0 
RT her ls3 — 141 1 2 
3.9”13,93 [@lg a tHuHHtHtH.. TER 37) 


+ S(3m+2, 3)? — 1S(m+1, 2], 
13) 


He adm+? (Igx)2dx 
1-23 
0 
mn 13 fe 3lg3 — aatrltırt MOSE Fear Dane 1 u 2 5 2 00 von) 
+58(m +1, 1)? — S(3m +4, 3)2]. 


Hieraus leiten sich folgende Integrale für 'm=0, 1, 2,.... ab: 


14) 
ı (Ig.x)20 4n? 2 £ 
ı z(lgz2)?0 2 72 
i% ne] =3y3[@83— wa FF ge 


a2llez)20r 
ar = 283g) +3 ze S(1,3)+1, 


ı 23 (ler)20x In? > 3 
Ai “u b |65-:) en. 


ı a4lgr)?dr An 
a alla Bi 


o 


(1—2°)#  9(1-411)3 


ı zöllgr)?dx 
I tler tr SH. 
ABS. W. 


Theil XL. 34 


Es zeigt sich hieraus, ke Herbie A r Meth hode 3 
der ausschliesslichen Befolgung der einen ‚oder ‚der andern nV vo | 
theil bietet. 


$. 66, Be! i we. 
Setzt man r=4, al in Nr. 3) 8. 62,., so entsteht: 
k ER Ki e..; 1 mel, ie R 
Bee: AR 
e 5) 
oY , amt? 118202 
dm, 1+22 q 
0 { 
3) en i 
I sch (Iga)?02 y 
(84m)? a . 1+.a2 | 
Wird.9=1,2,3,4 gesetzt und w erde die entsprechenden 4 
Werthe aus $.9. Nr. 6) in Nr. 1) und die aus $. 39. Nr. 2)—5) in 
Nr. 2) und 3) eingeführt und dann nach $. 62. Nr. 4) verfahren, so 
erhält man folgende EC 
s Er ri: am (|g2)20x Im ı ne SE ‘eh% ») i 
ME ’ vI-7 ver? gm |4(1- ir Se Tl) £ 
ran: 1: 6 
he ee a ee 
AL 5) | Ismail 
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a nl 
i ? nz | | 
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6) F 
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Ar er al Az aaa er 
1 f RL 
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. | Lg N (1, 2)? + ee A Hama y 
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* I gem (ign)?ör mi? N 
ER JS RT IN 92; 3 male Inn Ft 
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TE Yr 
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ı ztmtl(]o2)30x 


m 0 
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+3(4192 41-44 


| K zm+2 (le 2)?0x 
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+ 3(-THl-44... 


zrm+3 mt? (je x)‘ z)?0x 
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+3(— 3182421 3+ 
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Man kann die Darstellung der hierher gehörigen Integrale leicht 
weiter fortführen. Dies macht um so weniger Mühe, da die Vor- 
bedingungen hierzu im Vorhergehenden vollständig gegeben sind. 


(Fortsetzung und Schluss folgen im nächsten Theile.) 


XXAXT. 


Miscellen. 


Von dem Herausgeber. 


Wichtige historische Mittheilung. 


Herr Dr. Lindman in Strengnäs in Schweden hat mir 
vor Kurzem die folgende sehr interessante Mittheilung gemacht: 


„Celws. Hill abhine duobus annis in conspectu act. Acade- 
miae in memoriam redegit dissertationem academicam, quam 
E. S. Bring, Historiarum quondam Professor Lundensis, anno 
1786 edidit inscriptam: „Meletemata de transformatione 
aequationum algebraicarum.“ Ex iis, quae addidit Celxe. 
Hill, elucet, Professorem Bring aequationem Vi gradus in formam 


y’+6y+H=0 


redegisse, etiamsi non demonstravit, ulteriorem reductionem fieri 
non posse.‘“ 


Dies ist also ganz die Jerrard’sche Transformation *), und 
diese wichtige Erfindung daher schon im vorigen Jahrhunderte in 
Schweden gemacht, indem an der Richtigkeit der Mittheilung 
des Herrn Professor Hill, dem die Theorie der Gleichungen selbst 
so Vieles verdankt, nicht gezweifelt werden kann. Weitere Mit- 
theilungen über diesen historisch wichtigen Gegenstand sind jeden- 
falls sehr zu wünschen. Nach meiner Meinung kann es in histo- 
rischer Rücksicht zunächst nicht darauf ankommen, wie weit 
Bring seine Erfindung ausgebildet hat; unter allen Umständen 
gebührt ihm die Priorität des Grundgedankens, und es wird da- 
her nur Gerechtigkeit geübt, wenn man die Reduction der Glei- 
chungen des fünften Grades auf die obige Form von jetzt an: 


*) M. s. den Aufsatz Nr. XIV. in diesem Bande S. 230. 
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„Die Bring’sche Transformation der Gleichungen d hi 2 
fünften Grades“ | FEN Be BR: 


| TER: 
. ® ° . ; J Y 
nennt, wie ich von jetzt an in diesem Archiv thun werde. 


Dass Jerrard den Gegenstand wohl verallgemeinert hat, 
wird natürlich stets und zu allen Zeiten gleichfalls besonders 
anzuerkennen und hervorzuheben und in den Annalen der Wis- 
senschaft zu verzeichnen sein; belegt man aber einen mathe- 
matischen Satz oder eine mathematische Methode mit dem 
Namen eines Erfinders, so soll dies nach meiner Meinung 
immer der erste sein, der, welcher den Grundgedanken zu- 
erst hatte; denn mathematische Sätze sind bekanntlich in vielen 
Fällen wiederholt erfunden und ‚dann weiter ausgebildet worden, 
wie dies auch jetzt noch oft genug vorkommt. 


‚ 


Herrn Dr. Lindman sage ich schliesslich noch meinen ganz 
besonderen verbindlichsten Dank für die obige interessante Mit- 
theilung, und denke bald auf diesen wichtigen Gegenstand zu- 
rückzukommen, um Erland Samuel Bring’s Verdienst in rich- 
tiges und vollständiges Licht zu stellen. Grunert. 


Von Herrn & Hausmann, Assistenten der Gewerbschule in Erlangen. 


Lehrsatz. 


Verzeichnet man über der Sehne AB (Taf. II. Fig. 6. 
und Fig. 7.) als Grundlinie ein Dreieck, welches seine 
Spitze D in einem beliebigen Punkte der Peripherie 
hat, bezeichnet ferner den Durchschnittspunkt der 
Höhen des Dreiecks mit O, zieht vom Centrum C aus 
die Gerade ECG senkrecht zu AB und macht endlich 
GM=GC, so lässt sich behaupten, dass: 


) DO=CHM, 2) MO=Radius CD ist *). 


Beweis. 


Man ziehe als Hilfslinien den Durchmesser AV und die Ge- 
raden DV, DV und BX, so verhält sich: 


BV:GC= AV: AC ER 


= 2°, 
woraus BV=23GC= CM. 


Es sind ferner die Peripheriewinkel auf Bogen DB einander u 
gleich, nämlich : 


*) M. s. Archiv. Thl: XXXIX. S. 352, 


EEE 
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ZDXB= ZDAB=a, folglich LADE a, LEOB=a: 
daher ist A OBX gleichschenklig, d.h.: 
| AB. = OB. 
Weil aber XD || VB, so ist Bogen AXB= Bosen VD od 
| Sehne AB = Sehne VD, somit auch OB — VD: 


| daher Viereck DVBO ein Parallelogramm und 


1). DO=BFr=cM. 


Weil nun DO= und |] CM, so ist auch CDOM ein Parallelo- 
sramm und endlich: 


2) MO=CD. 


Weber Leonhard Euler. 


Aus der Correspondance mathematique et physique de quel- 
ques c&elebres Geometres du XVIIIeme siecle par P. H. Fuss, 
mitgetheilt vom Herausgeber. | 


„Il parait qu’avant l’arrivee de mon päre, qui eut lieu en mai 
1773, Euler s’etait laisse aider tantöt par l’un, tantöt par lV’autre 
des nombreux eleves qu'il comptait parmi ses collegues. Dans 
un srand in-folio que je conserve soigneusement et qui renferme 
les premieres ebauches des memoires d’Euler, anterieurs & 
l’epoque mentionnee, je crois reconnaitre surtout la main de 
Krafft, ainsi que celles de J. A. Euler et de Lexell; mais je 
m’apercois aussi que souvent ils se sont contentes d’&baucher 
simplement les memoires, sans se donner ensuite la peine de les 


‚rediger finalement, ce qui fait que ce volume, ainsi que trois 


aufres qui le suivent, et que je possede egalement, sont eerits 
de la main de mon pere. Euler ayait dans son cabinet une grande 
table qui occupait tout le milieu de la piece et dont le dessus 
etait recouvert d’ardoise. Ü’est sur cette table qu’il ecrivait, ou 
plutöt indiquait ses calculs en gros caracteres, traces avec de la 
eraie *). Chaque matin, son eleve se presentait chez lui pour lui 


*) Quand il voulait prendre de l’exercice, ce qui arrivait ä des heu- 
res regulieres du jour, il avait I’habitude de se promener autour de 
cette table, en glissant Ja main le long des bords, pour se guider. 
Ces bords, par le frequent usage, £taient lisses et Iuisants comme du 


bois poli. 
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faire lecture soit de sa vaste correspondance (dont la conduite lui 
ötait entierement confiee), soit des feuilles politiques, soit enfin 
de quelque nouvel ouvrage digne d’attention; on s’entretenait de 
diverses matieres de la science, et le maitre, ä cette occasion, 
se pretait avec complaisance ä lever les doutes et ä resoudre les 
difficultes que l’eleve avait rencontrees dans ses Etudes. Quand 
la table etait couverte de calculs, ce qui arrivait souvent, le maitre 
confiait au disciple ses conceptions toutes fraiches et recentes, et 
lui exposait la marche de ses idees et le plan general de la re- 
daction, en lui abandonnant le soin du developpement des calculs, 
du choix des exemples et de l’execution des details; et ordinai- 
rement celui-ci lui apportait ‘des le lendemain le croquis du 
memoire inserit dans le grand livre dont nous avons parle ci- 
dessus (Adversaria mathematica). Üe croquis approuve, la 
piece etait redigee au net et presentee immediatement & P’Acade- 
mie. La force de la memoire que le vieillard avait conservee, et 
que peut-etre la privation de la vue avait encore aiguisee, lai- 
dait admirablement dans ces sortes d’entretiens, ainsi que dans 
la lecture des ouyrages de son celebre emule, Lagrange*), et 
bien des fois, pour faire de tete les calculs les plus compliques, 
il lui fallait moins de temps qu’& un autre la touche ä la main; 
et encore se trompait-il que fort rarement. “ 


(M. vergl. über Euler Thl. XIX. S. 239.) 


*) Euler ne vit du reste pas les grands ouvrages de cet illustre 
geometre. La Mecanique analytique, les Legons sur le calcul des fonc- 
tions et le Traite de la resolution des €quations numeriques, parurent 


apres sa mort. 


Berichtigung. Inder Hauptgleichung Nr. 4) $: 46. S. 356. , unterste 
heile, muss es heissen: 
pt +7 1 


1 2 za 1? 


Auf 8. 445. 2,2v. u. ist statt (C, d)? und (2, 5)? zu setzen (c,d) 
und (a, 5). — Auf derselh. Seite Z. 3. v.u. statt cos?A zu setzen cos A?. 
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Literarischer Bericht 
CLVII. 


Antonio Bordoni, 
(Von dem Herausgeber.) 


Bei dem grossen Aufschwunge, welchen gegenwärtig die ma- 
thematischen Wissenschaften in Italien genommen haben und 
immer mehr nehmen, scheint es geboten zu sein, in etwas grös- 
serer Ausführlichkeit*) an einen Mann zu erinnern, der zwar seit 
drei Jahren nicht mehr unter den Lebenden weilt, dessen lang- 
Jähriges höchst verdienstliches Wirken aber gewiss wesentlich 
dazu beigetragen hat, eine Grundlage zu schaffen für den so 
schönen Auf- und Ausbau unserer Wissenschaft, wie er in erfreu- 
lichster Weise uns jetzt in Italien vor die Augen tritt. Ich meine 
‚Antonio Bordoni, derin seinemVaterlande allgemein, und auch 
im Auslande bei den eigentlichen Kennern des Fachs hochbe- 
rühmtund hochgeachtet, aber namentlich in Deutschland doch noch 
nicht so allgemein bekannt ist, wie er jedenfalls zu sein verdient, 
wodurch ich zu den folgenden Mittheilungen veranlasst worden 
bin. Wenn ich auch über die äusseren Lebensumstände des be- 
rühmten Mannes nur die, übrigens recht verdienstlichen, Notizen 
im Folgenden zu geben im Stande bin, welche in. dem Alma- 
nach der k. Akademie .der Wissenschaften in Wien. 
Zehnter Jahrgang 1860. S. 163. sich finden; so bin ich auf 
der anderen Seite in die glückliche Lage versetzt worden, den 
Lesern des Archivs ein ganz vollständiges Verzeichniss aller 
Schriften Bordoni’s, welches vor Kurzem von dem berühmten 
Francesco Brioschi, Prof. Ord. di Analisi superiore 
in der Facoltä di scienze fisiche, matematiche e natu- 


*) Eine vorläufige ganz kurze Notiz von Bordoni’s Tode s, m. im 
Literar. Ber. Nr. CXXXVII S.ı. 
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rali in Pavia*) in sehr verdienstlicher Weise zusammengestellt ‘ 


worden ist**), weiter unten vorlegen zu können. 


Antonio Bordoni ist geboren in Pavia am 20. Juli 1789, 
und begann seine Laufbahn im Staatsdienste im August 1807 — 
also schon nach vollendetem 18ten Lebensjahre — als Professor 
der Mathematik an der Militärschule in Pavia. Nach der im 
Jahre 1816 erfolgten Auflösung dieser Lehranstalt übernahm er 
die Supplirung der Lehrkanzel der höheren Mathematik, der Geo- 
däsie und Hydrometrie an der dortigen Universität und wurde am 
1. November 1817 zum ordentlichen Professor der reinen Mathe- 
matik an derselben Hochschule ernannt. In dieser Stellung wirkte 
er 24 Jahre lang auf höchst erspriessliche Weise und supplirte 
zugleich während dieser langen Reihe von Jahren die Lehrkanzel 
der höheren Mathematik, der Geodäsie und Hydrometrie mit Aus- 
zeichnung und ungetheiltem Beifalle, und hatte sich bereits zu 
jener Zeit theils durch seine Vorträge, theils durch seine Schrif- 


*) An welcher, beiläufig gesagt, sieben ordentliche Profes- 
soren der Mathematik angestellt sind, nämlich: Gaspare Mai- 
nardi, Prof. Ord. di Calcolo differenziale e integrale; Giovanni 
Codazza, Prof. Ord. di Geometria descrittiva; Alberto Gabba, 
Prof. Ord. di Geometria superiore; Francesco Cattaneo, Prof. Ord. 
di Meccanica razionale; Franzesco Brioschi, Prof. Ord. di Analisi 
superiore; Luigi Contratti, Prof. Ord. di Geodesia teoretica; Felice 
Casorati, Prof. Ord. di Introduzione al Calcolo sublime; und ausser- 
dem liest im Auno scolastico 1861—62 il Docente privato Dott. Beruar- 
dino Speluzzi (soviel ich weiss jetzt auch Professor) einen Corso 
di Calcolo differenziale e integrale.. Prof. Ord. di Fisica sperimen- 
tale ist Giovanni Cantoni. — Eine eben so grosse Anzahl von 
Professoren der Mathematik ist an der Universität zu Bologna ange- 
stellt, nämlich: Sante Ramenghi, Prof. d’Introduzione al Calcolo; 
Domenico Chelini, Prof. di Meccanica Razionale; Loren zo Res- 
pighi, Prof. di Astronomia; Antonio Saporetti, Prof. di Calcolo 
Sublime; Luigi Cremona, Prof. di Geometria Superiore, ed Incari- 
cato dell’ insegnamento della Geometria Descrittiva; Matteo Fiorini, 
Prof. di Geodesia; Quirico Filopanti, Prof. di Meccanica Applicata; 
Professoren der Physik sind: Lorenzo Della Casa und Giulio 
Carini; endlich ist Cav.Fortunato Lodi Prof. di Architettura. Viele 
bekannte und berühmte Namen. — Mögen diese Mittheilungen über die 
grossartige Ausstattung des mathematischen Faches an zwei berühmten 
italienischen Universitäten dazu beitragen, viele ganz falsche Ansichten, 
die sich bei uns in Deutschland zuweilen über das italienische Lehrwesen 
noch geltend zu machen suchen, gebührend zurückzuweisen und zu be- 
richtigen! 

“) Um, wie Brioschi selbst sagt, „soddisfare ad un desiderio es- 
pressoci in varie occasioni da molti cultori delle scienze matematiche.‘‘ 


Sn 
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» % 
’* ten einen europäischen Ruf erworben, so dass er unbestritten zu 


2 


den gelehrtesten und ausgezeichnetsten Mathematikern seiner Zeit 
gehörte. Am 29. Mai 1841 wurde er seinem Wunsche gemäss 
mit der Lehrkanzel der Geodäsie und Hydronetrie, die er so 
lange und mit solcher Auszeichnung supplirt hatte, als wirklicher 
Professor betraut, und durch Allerhöchste Entschliessung vom 
27. August 1844 in seinem 5östen Lebensjahre zum provisorischen 
Director der mathematischen Facultät von Pavia ernannt. Nach 
44jähriger Dienstleistung im 63sten Lebensjahre ward er unter 
dem 10. April 1852, unter Bestätigung in dem Ehrenamte eines 
Directors der mathematischen Facultät, seiner Obliegenheit als 
Professor der Geodäsie und Hydrometrie enthoben, um sich ganz 
der Direction der mathematischen Studien zu widmen. Im höch- 
sten Grade ausgezeichnet durch Reinheit und Festigkeit des Cha- 
rakters und, wie alle, die das Glück hatten, ihn zu kennen, be- 
zeugen, durch die grösste Bescheidenheit, starb er am 26. März 
1860 im 71sten Lebensjahre. Er war Ritter des Ordens der 
eisernen Krone und Commandeur des Franz-Joseph- Ordens, 
Mitglied: vieler gelehrter Gesellschaften, indem er sich nament- 
lich auch unter den 40 Akademikern befand, welche bei Grün- 
dung der Akademie der Wissenschaften in Wien am 14. Mai 
1847 vom Kaiser Ferdinand zu ersten Mitgliedern dieser gelehr- 


“ten Körperschaft ernannt wurden. In der letzten Zeit seines Le- 


bens ward ihm noch die glänzende Auszeichnung zu Theil, dass 
ihn des Königs Vietor Emanuel von Italien Majestät zum 
Senator des Reichs ernannte.: 


Bevor ich diesen Notizen das oben erwähnte von Herrn 
Brioschi zusammengestellte sehr verdienstliche Verzeichniss 
aller Schriften Bordoni’s folgen lasse, erlaube ich mir Folgen- 
des zu bemerken: 


Von den vier grösseren Werken Bordoni’s: 


1. Trattato dei contorne delle ombre ordinarie. 
1816. | 


. Trattato di Geodesia elementare. 1822. 1843. 
1859. mit mehreren Nachträgen, die man in dem unten 
folgenden Verzeichnisse angegeben findet. 


3. Lezioni di calcolo sublime. Tomo I. IH. 1831. 


80) 


4. Sopra gli esami scolastici. 1837. 


sind mir die drei letzten ‘genau bekannt, wogegen ich das erste 
leider noch nicht kenne. 
1* 
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Was den Trattato diGeodesia elementare betriflt, so 
müssen die Leser in diesem schönen und höchst "interessanten 
Buche ja nicht eine gewöhnliche praktische Anleitung zur Feld- 
messkunst suchen, indem dessen Tendenz eine viel höhere ist. 
Denn dieses Buch enthält eine ungemein reiche Sammlung höchst 
interessanter rein geometrischer Sätze, die in der sogenannten 
neueren Geometrie sämmtlich einen sehr ehrenvollen Platz ein- 
nehmen. würden und ganz dem in derselben waltenden Geiste 
entsprechen. Freilich können alle diese Sätze höchst wichtige 
und leichte Anwendungen in der elementaren Feldmesskunst fin- 
den mittelst blosser Alignements, wozu denn auch! keine anderen 
Instrumente als, ausser den gewöhnlichen: Baken oder Absteck- 
stäben, höchstens noch die Kette und das Winkelkreuz erforder- 
lich sind; aber die Bedeutung dieser Sätze ist eine: viel höhere 
und eine rein theoretische. Daher zeigt dieses interessante Werk 
auf die deutlichste Weise, wie wichtig die reine Wissenschaft auch 
für die gewöhnlichste Praxis ist, und wie schöne ‘Anwendungen 
sich oft von an sich ganz rein theoretischen Sätzen machen lassen, 
was man auf den ersten Anblick häufig‘ gar nicht ahnen sollte. 
Die von Bordoni gewählte Darstellung ist auch durchaus eine 
rein geometrische, nicht analytische, wodurch das Werk sich we- 
sentlich von der, eine ähnliche Tendenz verfolgenden verdienstli- 
chen Schrift von Servois: „Solutions peu connues de dif- 
ferens problemes de Geometrie pratique, ‘pour servir 
de supplement aux Traites connus de cettescience. A 
Metz. An XII.“ unterscheidet, worin mehr die analytische Darstel- 
lung festgehalten ist, und das auch schon dem äusseren Umfange 
nach, namentlich aber an Reichthum schöner geometrischer Sätze, 
das Werk von Bordoni nicht im Entferntesten erreicht. Sehr ver- 
dienstlich sind in ähnlicher Richtung auch die „Problemi pergli 
Agrimensori con varie soluzioni‘“ vondem berühmten Ma- 
scheroni (Pavia. 1793), und eine deutsche Schrift von Professor 
Prossin Stuttgart;aber keine dieser Schriften erreicht an Umfang, 
Reichthum, Neuheit und Interesse der Sätze in rein geometri- 
scher Beziehung das treflliche Werk von Bordoni. Ich benutze 
daher diese mir sehr erwünschte Gelegenheit, auf dieses in jeder 
Beziehung ausgezeichnete Werk aufmerksam zu machen, namentlich 
auch alle Lehrer an höheren Unterrichtsanstalten, welche die 
Hauptsätze der sogenannten neueren Geometrie in den Kreis ihres 
Unterrichts aufnehmen, und, wie es namentlich auch auf den hö- 
heren Realschulen Pflicht und bei uns in Preussen Vorschrift ist, 
der Anwendung der reinen Geometrie die gebührende Berücksich- 
tigung zu Theil werden lassen. In keinem Werke werden sie 
mehr zweckentsprechenden Stoff finden als in dem genannten, von 
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dem daher eine Verpflanzung auf deutschen Boden durch eine 
Uebersetzung sehr zu wünschen wäre. Die Werke von Masche- 
roni (man denke nur auch an dessen „Gebrauch des Zirkels, 
übersetzt von Gruson. Berlin. 1825.) und namentlich von 
Bordoni zeigen deutlich, wie man auch in der angedeuteten Be- 
ziehung — nämlich die schönste und reinste Theorie so bald als 
möglich zu fruchtbarer Anwendung zu verwerthen, — in Italien 
bei'm mathematischen Unterrichte vorgeschritten ist. Möge dem 
Werke von Bordoni hiedurch auch bei uns in Deutschland die 
so sehr verdiente Anerkennung zu Theil werden! 


Die Lezioni di calcolo sublime. Milano. 1831. (Zwei 
starke Bände) sind zwar noch ganz im Geiste der derivirten Func- 
tionen gearbeitet, aber von diesem Standpunkte aus jedenfalls ein 
wahres Muster grüsster Klarheit, Präeision, Consequenz und logischer 
Ordnung und Schärfe, mit ausgedehnten a auf die Geo- 
metrie, auf die Maxima .und Minima u. s.w. Besondere Beachtung 
verdienen auch die Partieen, welche lie Integration der Differen- 
tialgleichungen betrefien, ferner die sehr klare Darstellung der Varia- 
tionsreehnung von dem Standpunkte der damaligen Zeit, die aus- 
führliche Bearbeitung der Rechnung mit endlichen Differenzen 
und Summen, die Integration der Differenzengleichungen u. s. w., 
so dass dieses Werk jedenfalls auch gegenwärtig noch die sorg- 
fältigste Beachtung verdient, 


Die Schrift: Sopra gli esami scolastiei, in Deutschland 
bis jetzt wohl fast ganz unbekannt, ist von sehr grossem Interesse 
und, streng genommen, ein wirkliches Werk über Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, angewandt auf den auf dem Titel genannten Ge- 
genstand — nämlich das Prüfungswesen —, in welchem der Ver- 
fasser zugleich eine grosse Geschicklichkeit in der Anwendung 
der Difierenzen- und Summenrechnung (directe und inverse Dif- 
ferenzenrechnung) an den Tag legt. Die Vorrede schliesst mit 
den Worten: „Collo studio di queste medesime ricerche 'i gio- 
vani esaminandi, non solo si abiliteranno, como si & detto, a pre- 
vedere l’esito di ogni loro esame, ma ben anco, stante la esten- 
sione di aleune di esse, a sottoporre a calcolo, mediante massime 
opportune, loro suggerite dal buon senso, le probabilitä relative 
adaltri eventi emergibili nel corso della loro. vita; per cui all’ 
uopo potranno scientemente pronosticare su questi eventi, ed anco 
valutare gli analoghi pronostici fatti dagli altri; vale a dire si 
abiliteranno ed abitueranno a quel sohrio pronosticare sulle cose, 
che & tanto utile, segnatamente ai giovani.“ Ich gestehe, dass ick 
mit diesem Werke eben erst jetzt bekannt geworden bin, 
und muss mich vorläufig mit der vorstehenden .Notiz begnügen, 


* 
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hoffe aber späterhin auf dasselbe zurückzukommen, indem ich jetzt 
im Nachstehenden das Verzeichniss aller Schriften Bordoni’s 
mittheilen werde. 


INDICE DEI TRATTATI E DELLE MEMORIE 
pubblicate dal Professore ANTONIO BORDONIL, Senatore del Regno, ecc. 


Crediamo soddisfare ad un desiderio espressoci in varie oc- 
casioni da molti cultori delle scienze matematiche, pubblicando la 
seguente nota dei trattati e delle principali memorie doyute al 
professore Antonio Bordoni. Il complesso di quelle pubklicazioni 
costituisce un monumento di gloria italiana, e Ja nazione deve 
essere grata all'uomo che seppe elevarlo anche in mezzo a pesanti 
e svariate occupazioni scolastiche. Noi potremmo facilmente mo- 
strare quanti nuovi acquisti per la scienza siano contenufi in quei 
lavori, e rivendicare nello stesso tempo all’Italia aleune scoperte 
straniere; ma conoseiamo troppo da vicino l'illustre autore per 
dubitare che quest’ opera possa tornare a lui grata. 


Prof. Francesco Brioschi. 


Numero Anno della 
progressivo pubblicazione 
Nuovo rapporto tra la teoria del centro di gravitä e 


quella della composizione delle forze, pubblicato nel 1811 


2. Sopra le linee e le superficie parallele... .... . 1812 
3. Sopra l’equilibrio di un poligono qualunque ... ... . 1814 
4. Sull’ombra nello spaccato ordinario di una volta emi- 

sferiea san 1 2 „Un. IaE UN An SSUEE N SRREETEE 1814 
5. Sull’ombra del "Toro, dell’Ovolo, della Scozia e dello 

spaceato di una volta emisferica . .. . 2... 0... 1815 
6. Nuovi teoremi di meccanica elementare . . .. 2... 1815 
7. 'Trattato dei contorni delle ombre ordinarie ..... 1816 
8. Sul moto disereto di un corpo . .. 2 2.220. 1816 
9. Nuovo teorema di Dinamica, ossia relazione fra i suc- 


cessivi moti instantanei che hanno luogo nel moto 
continuato di un sistema libero qualungue, su cui non 
agiscono forze acceleratrici esteriori, e fra le forze fi- 
nite che possono produrre i medesimi movimenti . . 1818 
10. Sulla composizione delle forze e sui momenti di esse 
senz& l’uso di’angelf'7..r.. . (Nam er 1818 
11. Sul nuovo torno immaginato dal sig. ingegnere Carlo 
Parea, ispettore generale e direttore dei lavori del 
canalerdi, Pavia'',. "IE... SIEHE 1818 
12. Proposizioni teoriche e pratiche trattate iu pubblica 
scuola, raccolte e pubblicate in due riprese dal dottore 
Domenico Danione 
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j Numero Anno della 
progressivo pubblicazione 
13. Trattato degli argini di terra... 2 0ee. enenoe 1820 

14. 'Sull’equilibrio delle curve a doppia curvafura, rigide, 
ovvero completamente o solo in parte elastiche . . . 1820 
15. Proposizioni di Geodesia elementare ........ . 1821 
16. : Sull’equilibrio astratto (delle volte. .. “0... 1821 

17. Sui sistemi di due forze equivalenti fra loro e ad un 
qualunque. .. ». assenzio. 2. iin. Ishs lan. ine. 1821 
18.' Trattato di Geodesia elementare . . 2... 0... 1822 
19. Sui contorni delle penombre . ... en un. 1322 
20. Sopra i momentiordinarüi . u nennen 1822 
21. Sopra le linee uniformemente illuminate ......» 1823 

99. Annotazioni alla Meccanica ed Idraulica del Venturoli, 

cio& dimostrazioni fatte colle derivate, di tutte le qui- 
stioni dipendenti dal caleolo sublime . ....... - 1823 

93. Sulla distanza delle linee e delle superficie aventi le 
normali- communi u ar. 2. NT 1823 
94. Sulla Stereometria. . » 0... nennen 1824 
25. Sui cunei dei ponti in isbiecco .... ne - 1826 
26. Sulla regola Guldiniana ... rer. en 7 

97. Altre proposizioni tecniche e pratiche trattate in pub- 

bliea scuola, raccolte e pubblicate dal dottore Carlo 
Pasi, aleune nell’anno 1829 e le altre nel 1830 . 1829-1830 
98. Lezioni di calcolo sublime mediante le pure derivate 1831 
29. Sulla economia dei lavori ..... 2... nenn. 1831 

30. Seconda edizione delle Annotazioni alla Meccanica del 
Venturoli, con piü variazioni ed aggiunte. .. . - » 1833 

31. Sull’equilibrio delle völte considerate composte di cu- 
A RN ER ee on a HE {iR € 1833 

33. Sulle figure isoperimetre esistenti in qualsivoglia 
Beet 0, EN RT Ay ent  .. 1833 
33. Sulla intensitä delle variazioni delle quantitä . . . . 1833 
34. Trattato delle divise dei campi e delle campagne . . 1834 
35. Sulle svolte delle strade ordinarie . .. . 2... - 1835 
36. Ricerche sugli esami scolastici . . cr. 1837 
37. Sugli esami, ossia sul merito di un esaminato.. . . . 1841 
38. Raccolta di proposizioni matematiche, teoriche e pratiche 1842 

39. Seconda edizione del trattato di Geodesia elementare 
con variazioni ed aggiunte . . »- er ne. 1843 

40: Nota relativa alla seconda edizione della Geodesia 
elementareniuv@tt, ODER 2 PER STERSENS 1843 
41. Sulla intensitä delle inflessioni delle curve piane . . 1843 


3 Literarischer Bericht CLVI. 


Numero Anno della 
progressivo | pubblicazione 
42. Elementari dimostrazioni delle formole per le portate 
delle bocche’ordinarie; con una nota sul 'moto stabilito 
e.libero di un velo d’acqua in un piano 'verticale . . 1844 
43. Sull’acqua ‚uscente da una'bocea . ... 220, 1846 
44. Sull’equilibrio e la stabilitä di un terrapieno . ..... 1847 
45. Nota = Sui poligoni inscritti’o circoseritti ad un elisse 
e.sui ‚poliedri inseritti .e .circoscritti. ad un ellisoide . 1852 


46. Nota = Sulle probabilitä 2... cc born 1852 
47. Nota= Sul centro di piü. forze . 2. nn 1853 
48. Nota=Sull’acqua uscente . da una bocca, con nota 
sull"economia dei lavori | . nam. lan .asull pl mama 1853 
49. Nota= Sulle superficie. 2.22 20 Dan 1853 
50. Nota = Sulla Geometria analitica . : eo .. 1855 
51.)iNota = Sul parallelismo: ... .u..1.... 1ehalter Bnaacte Dank 1858 
32. Terza edizione della Geodesia elementare, assai dif- 
ferente .dalle altre due, u... 14.5... 2000 ein n 1859 


Furono pubblicati: 
Cogli Atti della Societä Italiana in Modena, i numeri 1, 2, 


a 1), 12 10, 24, S6, Aa ee Pr N. 9 
A parte colla Stamperia Reale. i numeri 3,7, ...... ..2 
Nel Giornale di Fisica, ecc., di Pavia, i numeri 4, 5, 6, 9, 

31, 12,.17,° 19, 20,2], 98° 0° S Ron een Ve „12 
Colla Stamperia Bizzoni in Pavia, i numeri 27, 38, 39, 40, 

42,48, AB, 52°.°...° 0°." 027, Om euN Kar E FO... 
Colla Stamperia Giusti in Milano, in numeri 13, 15, 18, 22, 

25, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, BU, 0... ,„ i. 0 OrUaaEEe „ 14 


Col Giornale del Tortolini a Roma, il N. 45 
Febbrajo 1860. N. 52 


Alle diese Schriften sind eine Fundgrube neuer Ideen, mit 
denen Bordoni oft seinen Nachfolgern vorangeeilt ist, ohne dass 
von denselben seiner gedacht worden wäre. 


Am 2lsten December 1862 starb in Wien 
Dr. Karl Kreil, 


der hochverdiente Director der k. k. Centralanstalt für Meteorolo- 
gie und Erdmagnetismus und Professor der Physik an der Wiener 
Universität. Die Wiener Zeitung vom 23sten December. 1862 
theilt die Nachricht von seinem Tode mit folgenden Worten mit: 
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„Herr Dr. Karl Kreil, dessen Hinscheiden wir 'gestern ge- 
meldet haben, gehörte unter jene seltenen Männer, denen die Pflege 
der Wissenschaft über Alles geht und die ihr mit unermüdlichem 
rastlosen Eifer das ganze Leben widmen. Es kann nur die Auf- 
gabe eines auf der Höhe der Wissenschaft stehenden gewandten 
Biographen sein, die einflussreiche Wirksamkeit dieses weit über 
die Grenzen des Kaiserstaates hinaus mit Recht berühmten Ge- 
lehrten erschöpfend zu schildern. Er war es, der mit anderen 
Koryphäen der Wissenschaft den ersten Kern unserer Akademie 
der Wissenschaften bildete, welche belebend für das wissen- 
schaftliche Streben in Oesterreich wirkte. 

Ursprünglich zum Astronomen bestimmt, gelang es ihm nicht, 
eine seinen eminenten Eigenschaften entsprechende Wirkungs- 
sphäre zu erlangen. Die Folge war eine unerwartet günstige. 
Er ist, mit Recht kann man es sagen, der Schöpfer einer neuen 
Wissenschaft in Oesterreich geworden: der Physik der Erde. 
Insbesondere hat er für den schwierigsten und delikatesten Theil 
der einschlägigen Forschungen auf dem Gebiete des tellurischen, 
Magnetismus in unserem Vaterlande die Bahn gebrochen, auf 
welcher jetzt vielseitig und rüstig fortgeschritten wird. 

Nicht minder gross ist sein Verdienst um die Pflege der Me- 
teorologie in Oesterreich, eines zweiten so einflussreichen Zweiges 
der Physik der Erde. Wenn auch die Gründung der k.k. Cen- 
tralanstalt für Meteorologie und Erdmagnetismus, deren Wirksam- 
keit bereits eine eben so tief eingreifende als vielseitige gewor- 
den ist, zunächst von der kaiserlichen Akademie der Wissen- 
schaften, insbesondere ihrem gefeierten und hochverdienten Prä- 
sidenten Sr. Excellenz Freiherrn von Baumgartner ausging, so 
war es doch auch der Verblichene, dessen Ansicht und Gut- 
achten bei allen Organisirungs -Operaten eingeholt und als mass- 
gebend berücksichtigt worden ist. 

Es wird eine der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften 
würdige Aufgabe sein, das Leben und Wirken dieses bedeutenden 
Mannes wenigstens in seinen Hauptzügen entsprechend zu schil- 
dern und ihm bei der nächsten feierlichen Sitzung ein biographi- 
sches Denkmal zu setzen.“ 

Ueber Kreil’s äussere Lebensumstände muss ich mich für 
jetzt auf die folgenden, mir von befreundeter Hand mitgetheilten 
kurzen Notizen beschränken. Er wurde am 4ten November 1798 
zu Ried in Oberösterreich geboren, studirte in Kremsmünster, 
absolvirte an der Wiener Universität die juridischen Studien, 
begann auf der dortigen Sternwarte als Eleve der Astronomie seine 
Laufbahn und kam dann bald als Adjunct auf die Sternwarte nach 
Mailand. Später erhielt er die Lehrkanzel der Astronomie in 
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Prag,,wo er sich aber wegen Mangelhaftigkeit der dortigen Stern- 
warte für astronomische Zwecke genöthigt sah, seine Thätigkeit 
ausschliesslich der. Meteorologie und dem Erdmagnetismus zuzu- 
wenden. Bei der: Gründung der k. k. Centralaustalt für Meteoro- 
logie und Erdmagnetismus ward er zu deren Direetor ernannt, und 
hat sich durch seine vieljährige Thätigkeit bei derselben unbe- 
streitbare grosse, auch in der ‚obigen Notiz der Wiener Zeitung 
gebührend hervorgehobene Verdienste erworben, wenn auch nicht 
unerwähnt gelassen werden darf, dass in dem systematischen und 
strengeren Beobachten der meteorologischen und der Erscheinun- 
gen des Erdmagnetismus ibm. der verdiente Koller in Krems- 
münster als Director der dorfigen Sternwarte, jetziger k.k. Mi- 
nisterialrath in Wien, und der: Astronom Weisse in Krakau 
in sehr verdienstlicher Weise vorangingen. Der Herausgeber des 
Archivs, mit Kreil auch persönlich bekannt und befreundet, wurde 
in der angenehmen Erinnerung an einige mit ihm: verlebte frohe 
und lehrreiche Stunden durch die Nachricht von seinem’ Tode um 
so mehr überrascht und: betrübt, je mehr er iin seiner äusseren 
Erscheinung den Eindruck der Gesundheit und grosser körperli- 
cher und geistiger Frische machte. Möge die Erde ‚ihm leicht 
sein! 


Am 21sten November 1862 verschied in Lissabon nach 
langen Leiden der verdiente Director der Sternwarte und Na- 
vigations-Schule in Hamburg: 


Dr. Garl Ludwig Rümker, 


allgemein bekannt durch sein weit verbreitetes und vielfach auf- 
gelegtes Handbuch der Schiflfahrtskunde, durch seinen Sterncata- 
log und viele andere wissenschaftliche Arbeiten, zu dem der Her- 
ausgeber des Archivs, wenn auch mit ihm persönlich nicht be- - 
kannt, in besonders freundschaftlicher Beziehung stand, und 
dessen er stets mit besonderer Freude und vielfachem Danke ge- 
denken wird. Sehr gern würde er daher einen etwas ausführli- 
cheren Necrolog in dieser Zeitschrift mittheilen, wenn ihm ein sol- 
cher eingesendet werden sollte. 


Am 18ten Januar 1863 starb in Berlin 
Professor Dr. Christian Ludolf Lehmus, 
im 83sten Lebensjahre. 


Dem nun Dahingeschiedenen verdankt auch das Archiv ein 
Paar Beiträge, und möchte ich daher mich gern in den Stand :ge- 
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setzt sehen, einige ausführlichere Notizen der obigen vorläufig nur 
den Zeitungen entnommenen Nachricht folgen lassen zu können. 


G. 


Geometrie. 


Sammlung von Aufgaben und Beispielen aus der 
algebraischen und rechnenden Geometrie. Enthaltend: 
Aufgaben über das Quadrat, dasRechteck, denRhom- 
bus und das Parallelogramm im Allgemeinen, nebst 
deren Auflösungen und Resultaten. Für Gymnasien, 
Real- und höhere Bürgerschulen, Gewerbe-, Bau- und 
Militairschulen u.s.w., bearbeitet und herausgegeben 
von Albert Dilling, Dr. phil. und Gymnasiallehrer zu 
Mühlhausenin Thüringen. Paderborn. Schöning. 1862.8. 


Dieses, wie es scheint, mit grossem Fleiss bearbeitete Auf- 
gabenbuch darf Lehrern an den auf dem Titel genannten Lehr- _ 
anstalten zur Erleichterung bei ihrem Unterrichte empfohlen wer- . 
den. Der Kreis, über welchen sich die Aufgaben erstrecken, ist 
auf dem Titel bestimmt bezeichnet. Die auflösenden Formeln 
sind überall vollständig entwickelt. Ganz besonders reich ist 
aber das Buch an numerischen Beispielen zur Anwendung der ent- 
wiekelten Formeln auf besondere Fälle, reicher als fast alle 
ähnlichen Bücher, die uns vorgekommen sind, für uns fast zu reich, 
da wir nach unseren Ansichten es nicht billigen können, wenn zu 
viel Zeit und zu viel Werth auf diese bloss numerischen Rech- 
nungen verwandt und gelegt wird, da wir der Meinung sind, dass 
in jedem einzelnen Falle wenige recht zweckmässig gewählte 
und gut durchgearbeitete Beispiele hinreichend sind, den Schülern 
die freilich wichtige und nie zu vernachlässigende Uebung im 
numerischen Calcul zu verschaffen; der Lehrer kann indess für 
die Länge der Zeit nie genug solcher Beispiele haben, weshalb 
wir eben die vorliegende Sammlung zur Beachtung empfehlen. Die 
Resultate der Beispiele sind auf mehr als 280 Seiten beigefügt, 
woraus man schon einen Schluss auf deren grossen Umfang ma- 
chen kann. 


Aufgaben-Sammlung aus der analytischen Geome- 
trie der Ebene und des Raumes. Von Josef Haberl, 
Assistenten und öffentlichem Repetitor der höheren 
Mathematik am k.k.polytechnischen Institute in Wien. 
Carl Gerold’s Sohn. 1863. 8. 
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Aufgaben-Sammlungen für die analytische Geometrie im eigent- 
lichen Sinne giebt es in nieht zu ‘grosser Zahl, weshalb wir auf 
die vorliegende, überall zugleich die Auflösungen enthaltende 
Sammlung aufmerksam machen, da sie uns zur Uebung von An- 
fängern zweckmässig eingerichtet zu sein scheint. Die gewählten 
Aufgaben sind, was für diesen Zweck durchaus gebilligt werden 
muss, im Ganzen nicht schwierig, und erfordern meistens keinen 
grossen Apparat des Calculs' zu ihrer ‚Auflösung; auch hat der 
Herr Verfasser durch häufige zweckentsprechende Einführung 
specieller Coordinatensysteme die Auflösungen ‘möglichst zu er- 
leichtern gesucht, was hier gleichfalls zu billigen ist, wenn auch 
Anfänger immer darauf hinzuweisen sind, dass durch ein solches 
Verfahren freilich die schöne Symmetrie der gesuchten Formeln 
meistens gestört wird, die nur bei’'m Gebrauche des allgemeinen 
Coordinatensystems festzuhalten und zu erreichen ist. So oft als 
möglich hat der Herr Verfasser die erhaltenen Formeln auch zur 
Ableitung von geometrischen Constructionen benutzt, und dabei 
die sogenannte neuere (seometrie nicht unberücksichtigt gelassen. 
_ Endlich ist auch eine zweckmässige Sammlung von Aufgaben zur 
"Anwendung der gewöhnlichsten geometrischen Differential- und 
Integralformeln gegeben, die wir, als besondere Schwierigkeiten, 
nicht darbietend, Anfängern, welche gerade einen Cursus dieser 
Wissenschaften durchgemacht haben, besonders empfehlen, da 
auch Aufgaben über die Maxima und Minima nicht fehlen, und 
zugleich das polare Coordinatensystem nicht unberücksichtigt ge- 
lassen worden ist. Ueberhaupt beziehen sich diese Aufgaben auf 
die Tangenten und Normalen, Asymptoten, Concavität und Con- 
vexität, singuläre Punkte, Krünmungskreis und Evolution, Recti- 
fication und Quadratur, ferner auf ebene Curven, deren Bestim- 
mung auf Differentialgleichungen führt, Maxima und Minima. 
Freilich hat sich der Herr Verfasser hier auf Curven in der Ebene 
beschränkt, was jedoch für den Anfang auch genügt, namentlich 
wenn der Schüler noch nicht besondere Vorträge über die allge- 
meine Theorie der krummen Linien und krummen Flächen gehört, 
sondern für’s Erste nur die geometrischen Anwendungen kennen 
gelernt hat, welche gewöhnlich bei'm Vortrage der Differential- 
und Integralrechnung selbst mitgenommen werden. Da es aber 
an zweckmässigen Aufgaben über die Curven von doppelter Krüm- 
mung und die krummen Flächen ganz besonders fehlt, so wür- 
den wir wünschen, dass der Herr Verfasser recht bald eine 
geeignete Sammlung nicht besonders schwieriger Aufgaben über 
diese geometrischen Gebilde folgen liesse, wodurch gewiss vielen 
Lehrern ein besonderer Dienst geleistet werden würde. 
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Physik. 


Grundriss der-Physik und Meteorologie. Für Ly- 
ceen, Gymnasien, :Gewerbe- und Realschulen, sowie 
zum Selbstunterrichte. VonDr. Johann Müller, Gross- 
herzoglich Badischem Hofrathb, Professor der Physik 
und Technologie an der Universität zu Freiburg i. B. 
Mit 580 in den Text gedruckten Holzstichen. Achte 
vermehrte und verbesserte Auflage. Braunschweig. 
F.Vieweg und Sohn. 1862. 8. 


Wenn ein Buch in nicht gar langer Zeit acht Auflagen erlebt, 
so muss es sich bei dem Publicun:, für welches es bestimnt ist, 
so sehr eingebürgert und so sehr dessen Gunst erworben haben, 
dass die Kritik ein sehr unnützes Werk verrichten würde, wenn 
sie sich noch auf eine besondere Beurtheilung desselben einlassen 
wollte. Es kann nur darauf ankommen, dass dieselbe prüft, ob 
das Buch in den verschiedenen Auflagen den Fortschritten der 
Wissenschaft gefolgt ist, so weit es seine besondere Be- 
stimmung erfordert. Dass dies in dem vorliegenden. Schul- 
buche geschehen ist, glauben wir versichern zu können. Die Art 
der Darstellung ist im Ganzen dieselbe geblieben wie in den frü- 
heren Ausgaben, so dass es darin namentlich auf eine deutliche 
und bestimmte Darlegung der verschiedenen Naturgesetze und 
eine Erläuterung derselben durch zweckmässige Versuche an- 
kommt, ohne alle hervortretende Einmischung der Mathematik. 
Jedoch ist mit Recht in der vorliegenden neuesten Ausgabe dieser 
letzteren Wissenschaft etwas mehr Raum. vergönnt worden als in 
den früheren, wenn auch nur in ganz einfacher und sehr elementarer 
Weise. Wir billigen dies natürlich vollkommen und hätten eben 
deshalb gewünscht, dass namentlich in der Optik, in der Lehre 
von den Spiegeln und Linsen, die nur sehr wenig \ mathe- 
matisch gehalten ist, die Mathematik eine ausgedehntere An- 
wendung gefunden hätte, da gerade diese Lehre so viele Ge- 
legenheit zu lehrreichem einfachen Gebrauche derselben darbietet, 
weshalb auch z.B. auf den preussischen Realschulen erster Ord- 
nung durch besondere höhere Verfügungen für ‚die Abiturienten- 
Arbeiten Aufgaben aus dem Gebiete der Optik in der zweckmäs- 
sigsten Weise mit in den Vordergrund gestellt worden sind. 
Vielleicht findet der Herr Verfasser in diesen Bemerkungen Ver- 
anlassung, dies bei den künftigen Ausgaben zu berücksichtigen, 
Einen besonderen Vorzug vor den früheren Ausgaben hat derselbe 
der neuen Ausgabe noch durch. die Hinzufügung von 244 über 
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das ganze Gebiet der Physik sich ziemlich gleichmässig verbrei- 
tenden Aufgaben verliehen. ‘Dass die gesammte äussere Ausstat- 
tung, natürlich und vorzüglich mit Einschluss der trefllichen 580 
Holzstiche, alle Ansprüche, die in dieser Beziehung gemacht wer- 
den können, mehr als befriedigt, versteht sich bei der berühmten 
Verlagshandlung von selbst. 


Bemerken wollen wir noch, dass zur weiteren Ausführung des 
obigen Grundrisses der früher erschienene 


Mathematische Supplementband zum Grundriss 
der Physik und Meteorologie von Dr. Joh. Müller. 
Braunschweig. Vieweg. 1860. 8. 


dient und zweckmässig gebraucht werden kann. 


Vermischte Schriften. 


Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der 
" Wissenschaften in Wien. ‘(Vergl. Literar. Ber. Nr. 
CLVL S. 13.) 


Band XLV. Heft II. Puschl: Ueber den Wärmezustand 
der Gase. S.353. — Weiss, Edm.: Die totale Sonnenfinster- 
niss vom 31. December 1861 in Griechenland. S. 385. — Zen- 
ger: Der Universal-Rheometer. S.414. — v. Littrow: Phy- 
sische Zusammenkünfte der Asteroiden im Jahre 1862. S. 417. — 
Haidinger: Ueber das Regenbogenphänomen am 28. Juli 1861. 
S. 421. — Kreil: Ueber Barometerschwankungen in längeren 
Perioden. S.427. — Frischauf: Ueber die Bahn der Asia. 
S.435. — Boue: Nachtrag zu einem Kataloge der Nordlichter 
S. 445. 


Mittheilungen der naturforschenden Gesellschaft 
inBern aus dem Jahre 1861. Nr. 469— 496. (8S. Literar. 
Ber. Nr. CXLV. S. 15.) 


H. Wild: Nachrichten von der Sternwarte in Bern aus den 
Jahren 1859 und 1860. I. Astronomische Beobachtungen. N. 
Magnetische Beobachtungen. Nr. 472—463. 8.25. — G.Studer: 
Topographische Mittheilungen über die Savoyer-Alpen. Nr. 480 
bis 487. S. 89. — G. Hasler: Beitrag zur Inductions- Telegra- 
phie. Nr. 485—487. S. 152. — Perty: Ueber die Sammlungen 
mikroskopischer Präparate des Instituts von Engell u. Comp. in 
Wabern bei Bern. Nr. 488—489. S. 162. | 
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Annali di Matematica pura ed applicata pubblicati 
da Barnaba Tortolini e compilati da E. Betti a Pisa, 
F. Brioschi a Pavia, A. Genocchi a Torino, B. Torto- 
lini aRoma. 4° (S. Literar. Ber. Nr. CLIV. S. 6.). 


No. 5. tom. IV. 1861. Memoire sur les determinants cra- 
meriens ou resultantes algebriques. Par le P. Le Cointe de Ja 
Compagnie de Jesus avec suppl&ment. p. 233. — Sur la multipli- 
cation des nombres congruents. Lettre adressee & Monsieur le 
Prince Don Bathasar Boncompagni par M. F. Woepcke. 
p. 247. — Brano \di lettera del Sig. M. Cantor ä Mr. B. Bon- 
compagni. p. 256. — Sulla teoria delle sviluppoidi e delle svi- 
luppanti di.E. Beltrami. p. 257. — Di alcune formole relative 
alla curyatura ‚delle superficie: lettera di,E. Beltrami al Compi- 
latore. p. 283. — Sopra alcuni sviluppi algebrici nella teorica delle 
equazioni. Nota ‚del Prof. B. Tortolini. p. 255. — Bivista 
bibliographica. Sulle superficie del paraboloide ellittico: ‚arti- 
colo del Prof. B.Tortolini. p. 293. — Pubblicazioni recenti. p.296- 


Sitzungsberichte der königl. bayerischen Akademie 
der Wissenschaften zu München. (Vergl. Literar. Ber. 
Nr. CLV. S. 15.) 


1862. II. Heft Il. Lamont: a) Ueber die zehnjährige 
Periode in der täglichen Bewegung der Magnetnadel und die Be- 
ziehung des Erdmagnetismus zu den Sonnenflecken. 8.66. — b) 
Ueber das Verhältniss der magnetischen Intensitäts- und Inclina- 
tions-Störungen. S.76. (Beide interessante Aufsätze liefern von 
Neuem Zeugniss von den fortgesetzten eifrigen Bemühungen des 
Herrn Verfassers, zur Aufklärung der immer noch räthselhaften 
Erscheinungen des Erdmagnetismus beizutragen, denen derselbe 
den besten Theil seines Lebens mit nie ermüdendem Eifer ge- 
widmet hat). — Seidel: Ueber die Verallgemeinerung eines Satzes 
aus der Theorie der Potenzreihen. S.91. (Betrifit eine Erweite- 
rung des bekannten Fundamentalsatzes: ‚Wenn zwei nach stei- 
genden Potenzen einer Hauptgrösse x geordnete Reihen für alle 
Werthe von x zwischen 0 und h convergiren und übereinstim- 
mende Werthe annehmen, so müssen die Reihen identisch 
sein“. Der Aufsatz verdient der Beachtung empfohlen zu wer- 
den, enthält aber für jetzt mehr Andeutungen, als einen aus- 
geführten Beweis der angeführten Behauptungen.). — Lamont: 
Beitrag zu einer mathematischen Theorie des Magnetismus. 
p. 103. (Der Herr Verfasser schliesst diesen gleichfalls mehr- 
faches Interesse darbietenden Aufsatz mit den Worten: ‚Es war 
meine Absicht, in dem Vorhergehenden nur. vorläufige Andeu- 
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tungen. zu geben über den Weg, .der zu befolgen wäre,. um die 
mathematische Theorie weiter auszubilden. Die angeführten Re- 
sultate zeigen, glaube ich, ganz entschieden, dass der bezeichnete 
Weg zum Ziele führt; ob'es gelingen wird, die nicht unbedeu- 
tenden analytischen Hindernisse, welche dabei sich darbieten, zu 
beseitigen und für die in der Praxis vorkommenden Fälle einfache 
Gesetze und Formeln herzustellen, ist eine andere Frage.). 


Monatsbericht der königl. preussischen Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin. (Vergl. Literar. Ber. 
Nr. CLV.. S. 16.). 


September, October 1862. Lipschitz: Ueber das Ge- 
setz, nach dem sich dieDichtigkeit der Schichten des Innern der 
Erde ändert, mitgetheilt von Hrn. Borchardt. S. 601 —607. — 
Dove: Ueber A. v. Humboldt’s Bestimmung der mittleren Höhe 
der Continente. S. 612. (Blosse Anzeige eines gehaltenen münd- 
lichen Vortrags.). — G. Rose: Ueber den Asterismus der Kıy- 
stalle, insbesondere des Glimmers und des Meteoreisens. S. 
614 —618. 


| 


Literarischer Bericht CLVIli. 1 


Literarischer Bericht 
 CLvm. 


In Pisa starb der berühmte treffliche Mathematiker 


0. F. Mossotti, 


Verfasser mehrerer ausgezeichneter Werke, z. B. der schönen 
Nuova Teoria degli Stromenti ottiei. Pisa. Tipografia 
Pieraccini. 1857. und vieler einzelner Abhandlungen. Schon im 
Jahre 1817 veröffentlichte er eine sehr schöne. vorzüglich durch 
grosse analytische Eleganz ausgezeichnete Abhandlung über die 
Berechnung der Bahnen der Weltkörper in den Effemeridi di 
Milano von dem senannten Jahre, die auch in der Zeitschrift 
für Astronomie und verwandte Wissenschaften, her- 
ausgegeben von Lindenau und Bohnenberger. Band II. 
1817. S. 145—S.165. Band V. 1818. S. 322?—S. 328. unter dem 
Titel: Neue Auflösung des Problems, die Bahn eines 
Himmelskörpers zu bestimmen, von Ottaviano Fabri- 
zio Mossotti, durch Encke mitgetheilt worden ist. Er war, 
durch Verleihung der Würde eines Senatore del Regno — 
wie der berühmte Bordoni — hochgeehrt von seinem Könige, ein 
warmer Patriot, der lange in der Verbannung in Buenos- Ayres 
und in Korfu gelebt und mit dem Bataillon der toskanischen Stu- 
denten in der Schlacht von Curtatone mitgefochten hat. 

Mit dieser vorläufigen Notiz von dem Tode des berühmten 
Mannes muss ich mich so lange begnügen, bis ich durch von mir 
sehr gewünschte freundliche Mittheilungen in den Stand gesetzt 
werde, ausführliche Nachrichten über sein Leben und Wirken 
geben zu können. | Grunert. 


Am Isten April 1863 starb in der Schweiz, seiner Heimath 
(er war am 18. März 1796 in Utzendorf im Kanton Bern geboren), 
der Professor an der Universität und Mitglied der Akademie der 
Wissenschaften in Berlin 


Jacob Steiner. 
Thl.XL. Hft.2. | 2 
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Ueber Steiner’s grosse Verdienste um die sogenannte neuere 
Geometrie, als deren hauptsächlichster Mitbegründer sein Name 
zu allen Zeiten in der Geschichte unserer Wissenschaft mit be- 
sonderer Achtung genannt werden wird, hier etwas Weiteres sagen 
zu wollen, würde völlig überflüssig sein. Zur Vervollständigung 
dieser für jetzt nur den Zeitungen entnommenen kurzen Notiz 
wünschen wir recht sehr die baldige Einsendung eines ausführ- 
lichen Necrologs von kundiger Hand. 


Am löten April 18653 starb 
Dr. Ferdinand Redtenbacher, 


Professor der Maschinenkunde und bis vor Kurzem auch Director 
der berühmten polytechnischen Schule in Karlsruhe, jedenfalls 
ein grosser Verlust für die Wissenschaft. Wir wünschen, dass wir 
von kundiger Hand recht bald in den Stand gesetzt werden, die- 
ser vorläufig nur den Zeitungen entnommenen Notiz einen aus- 
führlichen Necrolog folgen lassen zu können *). 


Am 10ten April 1863 starb in Florenz der berühmte italie- 
nische Optiker und Astronom 


Giambattista Amieci, 


früher mehrere Jahre Professor der Mathematik an der ÜUniver- 
sität in Modena und von 1831 an Director der dortigen Stern- 
warte. Er ist bekanntlich der Erfinder des achromatischen Mi- 
kroskops und vieler anderer optischer Instrumente. In den letzten 
Jahren beschäftigte er sich mit der Construction eines grossen 
Hohlspiegels, zu welchem Behuf ihm die Laboratorien der Kano- 
nengiesserei in Pavia zur Verfügung gestellt wurden. 


italienisches Unterrichtswesen. 


Die von mir im Literarischen Berichte Nr. CLVI. S. 2. 
mitgetheilten Notizen über die glänzende Ausstattung der ita- 
lienischen Universitäten, namentlich derer zu Bologna und Pavia, 
mit ausgezeichneten Lehrern im mathematischen und physikalischen 
Fache waren aus zwei mir vorliegenden neueren Lectionsverzeich- 


*) Unser Wunsch ist schon erfüllt worden. eben so über Carlini: 
im nächsten Hefte das Weitere, 
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nissen der beiden genannten Universitäten entlehnt worden. Neuer- 
lichst hat sich nach mir gemachten freundlichen Mittheilungen darin 
Einiges geändert. Herr Brioschi ist zum Director der neu er- 
richteten Ingenieurschule in Mailand und zum Professor der ratio- 
nellen Mechanik an derselben ernannt worden. Herr Cremona 
vertritt jetzt die Fächer der analytischen Geometrie und der Geö- 
metrie descriptive an der Universität in Bologna, und an die 
Stelle des Herrn Sante Ramenshi ist an derselben Universität 
Herr E. Beltrami getreten, der sich schon durch mehrere aus- 
gezeichnete, in den „Annali di Matematica pura ed appli- 
cata“ publieirte Arbeiten (m. s. z.B. Literar. Ber. Nr. CLVIl. 
S.15.) von der vortheilhaftesten Seite bekannt gemacht hat. In- 
dem ich dem Herrn Einsender dieser Notizen dafür meinen ver- 
bindlichsten Dank hiermit ausspreche, theile ich dieselben um so 
lieber hier mit, weil sich aus ihnen von Neuem ergiebt, wie sehr 
die italienische Regierung bemüht ist, auf dem Felde des Unter- 
richtswesens im weitesten Sinne kräftigst fortzuschreiten, neue 
Lehranstalten, wo die Nothwendigkeit sich zeigt, ungesäumt zu 
errichten, und überall für dieselben die tüchtigsten und ausgezeich- 
netsten Lehrkräfte zu gewinnen. G. 


Geschiehte und Literatur der Mathematik und 
Physik. 


Almanach der kaiserlichen Akademie der Wissen- 
schaften in Wien. Zwölfter Jahrgang. 1862. 

Der eilfte Jahrgang dieses Almanachs ist im Literar. Berichte 
Nr. OXLVI. S.1. angezeigt worden. Der Bericht des Herrn Pro- 
fessor Dr. A. Schrötter, als General-Secretär, sowohl über die 
Leistungen der kaiserl. Akademie der Wissenschaften überhaupt, 
als über die der mathematisch-naturwissenschaftlichen Klasse im 
Besonderen, zeigt von Neuem, wie richtig diese hohe gelehrte 
Körperschaft ihren Beruf: die erste wissenschaftliche Behörde des 
Landes zu sein und alle Bestrebungen auf dem Felde der zu ihrem 
Bereich gehörenden Wissenschaften zu fördern und zu unterstützen, 
begreift, und wie sehr dieselbe fortwährend bemühet ist, demsel- 
ben mit dem schönsten Erfolge nachzukommen. Mit Recht hebt 
auch der Herr General- Secretär in seinem für jeden wahren Freund 
der Wissenschaften vielfach interessanten Berichte hervor, wie 
sehr dieses verdienstliche Wirken der kaiserl. Akademie seinen 
Reflex findet in der in Oesterreich jetzt alle Schichten der Be- 
völkerung durchdringenden Achtung vor wissenschaftlichen. Arbei- 
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ten jeder Art und dem sich überall kundgebenden Eifer, auch 
selbst zur Förderung der Wissenschaften nach Kräften 'beizutra- 
gen. Der am 1. März 1862 verstorbene k. k. priv. Grosshänd- 
ler und Bürger von Wien, Herr Ign. L. Lieben, bestimmte in 
seinem 'Testamente eine namhafte Summe zu. gemeinnützigen 
Zwecken, die weitere Disposition seinen beiden nachgelassenen 
Söhnen überlassend. Diese haben nun, im Geiste des Vaters 
handelnd, von der legirten Summe der mathematisch- naturwissen- 
schaftlichen Klasse der. kaiserl. Akademie 6000 Gulden mit der 
Bestimmung zugewendet, dass von den Interessen dieses Kapitals 
alle drei Jahre ein von der Akademie zuzuerkennender Preis (der 
also zu 5 °%/, die bedeutende Höhe von 900 Gulden erreichen kann) 
der besten ihr überreichten Abhandlung aus'dem Gebiete ‘der 
Physik mit Einschluss der physikalischen Physiologie, und alter- 
nirend aus der Chemie, : mit Einschluss der chemischen Physio- 
logie, zuerkannt werde. 


Der Berichtüber diemathematisch-naturwissenschaftliche Klasse 
enthält eine interessante, ziemlich ausführliche Lebensbeschreibung 
J. B. Biots (S. 164—S. 170), die ich nächstens in das Archiv 
aufnehmen zu können hoffe, indem ich daraus für jetzt nur ein Paar 
interessante Thatsachen hbervorhebe: 


„Biot war es, der im Jahre 1801 das Institut bewog, nicht 
für die Ernennung Bonaparte’s zum Kaiser zu stimmen. Aber 
weder das erste, noch das zweite Kaiserreich hat Biot diesen 
Mangel an Sympathie empfinden lassen. Er besass aber auch 
keinen politischen Ehrgeiz, er strebte, wie Bertrand sagt, nach 
keinem anderen Titel als dem eines Akademikers, er fand seine 
Kraft und Grösse in der Wissenschaft und würde sie zu schwä- 
chen geglaubt haben, hätte er sie anderswo gesucht.“ 


Das vorzugsweise allen preussischen Lehrern der Mathema- 
tik und Physik bekannte ausgezeichnete „Lehrbuch der me- 
chanischen Naturlehre“ des um den mathematischen und 
naturwissenschaftlichen Unterricht in unserem Vaterlande so hoch 
verdienten Ernst Gottfried Fischers, Professors am Gymna- 
sium zum grauen Kloster in Berlin, hat bekanntlich das merk- 
würdige Schicksal gehabt, dass es in Deutschland viele Jahre 
ganz unbeachtet geblieben ist, nachdem schon 1806 eine franzö- 
sische Uebersetzung erschienen war, die 1829 die vierte Auflage 
erlebte. Diese Uebersetzung wird gewöhnlich‘ Biot zugeschrie- 
ben; seine vorliegende Lebensbeschreibung theilt nun aber die 
höchst interessante Notiz mit, dass er selbst nur der Ver- 
fasser der beigefügten Noten, die Verfasserin der Uebersetzung 


’ 
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in ihrer ersten Auflage aber seine Frau, eine geborene Bris- 
son, war. Habent sua fata libelli! 


Vorzüglich aufmerksam machen muss ich endlich die Leser 
auf die Rede des Präsidenten der kaiserl. Akademie der Wissen- 
schaften, des Herrn Freiherrn von Baumgartner: 


Chemie und Geschichte der Himmelskörper nach: der 
| Specetral-Analyse. 


Ich gestehe, bei aller Kürze dieser schönen Rede, noch nir- 
gends eine so einfache, klare und deutliche, selbst für den weni- 
ser Eingeweiheten völlig verständliche Darstellung des betreflen- 
den wichtigen Gegenstandes, welche alle Momente, auf die es 
bei demselben ankommt, alle Anwendungen, die derselbe bisher 
sefunden und alle: Aussichten, die derselbe für die Folge noch 
eröffnet, namentlich auch in astronomischer Rücksicht, in der be- 
stimmtesten Weise hervorhebt, wie hier gefunden zuhaben. Weite- 
rer Mittheilungen daraus mich für jetzt enthaltend, werde ich diese 
Rede in einem der folgenden’ Hefte, wo möglich schon in dem 
nächsten, den Lesern vollständig mittheilen, indem ich mir da- 
durch deren besonderen Dank zu verdienen hoffe. G. 


Arithmetik. 


David Giffhorn, Sammlung derjenigen elementar- 
mathematischen Aufgaben, welche an den preussischen 
Gymnasien in den letzten Jahren als Maturitäts- Auf- 
saben den Abiturienten gestellt sind. Braunschweig, 
Schulbuchhandlung. 1862. IV und 64 8. 


Der Herausgeber des unter vorstehendem Titel erschienenen 
Heftes ist zu der Zusammenstellung der mathematischen Abitu- 
rienten- Aufgaben allem Anscheine nach durch die ‚Bemerkung 
des Herrn Professor Grunert im 37. Bande seines Archivs, wo 
er auf den Nutzen der Herausgabe der preussischen Abiturienten- 
Aufgaben hinweist‘, veranlasst worden. Die Art, wie Herr Giff- 
horn diese Angabe in seinem Vorworte macht, lässt erkennen, 
dass derselbe gefühlt hat, wie wenig seine Arbeit der Absicht des 
Herrn Professor Grunert entspricht. Die in nachdrücklichster 
Weise im 147. literarischen Berichte (S. 4.) ausgesprochene Auf- 
forderung sagte, dass „die preussischen mathematischen Abitu- 
rienten- Arbeiten eine reiche Fundgrube trefllicher Aufgaben dar- 
bieten dürften, die wohl einmal zur Anfertigung einer Sammlung 
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benutzt zu werden verdiente.“ Herr Giffhorn hat es für seine 
schriftstellerischen Zwecke passender gefunden, aus jenen: Wor- 
ten eine „Ausgabe sämmtlicher Abiturienten - Aufgaben “ her- 
auszulesen. Er wollte es den Schul- Examinatoren „bequem machen, 
ihre Anforderungen mit denen ihrer Fachgenossen vergleichen zu 
können.“ Dies ist aber doch nur möglich, wenn man die vier Auf- 
gaben, welche von den Abiturienten in fünf Stunden zu bearbeiten 
sind *), nicht trennt. Wer sich aus dieser Sammlung ein Urtheil 
über den Standpunkt des mathematischen Unterrichtes an den 
preussischen Gymnasien bilden will, bekommt gewiss ein falsches; 
weil die leichten und mittelmässigen Aufgaben, abgerissen von 
den drei dazugehörigen, sich als Prüfungs- Aufgaben viel schlim- 
mer, oft geradezu wunderlich ausnehmen. So hat Herr Giffhorn 
den Lehrern einen gar schlechten Dienst geleistet; denn er hat, 
anstatt die Arbeiten ‚als eine Fundgrube zu benutzen“ und die 
leichten Aufgaben, die sich kein Lehrer für vorkommende Fälle 
notiren wird, wegzulassen, die Goldkörnchen im Sande verschüt- 
tet. Wollte man sich nun selbst daran machen und das Unnütze 
wegstreichen, so ist diese Sammlung auch nicht einmal dazu zu 
gebrauchen. Denn das Wiederauflinden einer vor einiger Zeit 
hierin gelesenen Aufgabe dürfte schwer fallen! Sie sind in jeder 
der vier grossen Rubriken (Arithmetik, Geometrie, Trigonometrie 
und Stereometrie) im allerbuntesten Durcheinander; gerade so, wie 
sie bei der Folge der Programme herausgeschrieben wurden! Und 
das nennt Herr Giffhorn auf dem Titel „zusammengestellt und 
lc 


geordnet 


Mit welcher Hast das Zusammenschreiben stattgefunden,  da- 
von zeugen die zahlreichen Druckfehler und die Wiederholungen 
derselben Aufgabe. Als Belege für letzteres wollen wir nur aus 
der Trigonometrie anführen: No. 66 ist gleich No. 130, einmal mit 
lateinischen, dann mit griechischen Buchstaben für die Winkel; 
No. 29, 68 und 75 sind dieselbe Aufgabe mit anderen Zahlen; die 
Pothenot’sche Aufgabe steht zweimal dicht hinter einander, 
No. 58 ohne, No. 59 mit einem Zahlenbeispiel. Am schlimmsten 
aber sind die vielen Druckfehler, weil sie die Aufgaben gänzlich 
zerstören. Von denen auf den ersten Seiten nehmen wir folgende 
heraus: 


No. 8 und 9 sind Beispiele zur Aufsuchung der Wurzelfactoren: 


*) In Betreff dieser Bestimmung des preussischen Prüfungsregie- 
ments zeigt Herr Giffhorn, Lehrer in Braunschweig, durch die 
Bemerkung am Schlusse 'seines Vorwortes eine streng zu rügende Un- 
kenntniss ! 
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a3? —52?—?2z +10 =0 
wird, wie man auf den ersten Blick erkennt, durch 2=5 befrie- 
digt, und giebt 
(5) (2? —2)=0, 
a=d5 HetV, BB =—V2. 


Der Druckfehler 11 statt 10 macht diese leichte Aufgabe zu einer 
schlimmen Gleichung dritten Grades (und kubische Gleichungen 
sind bekanntlich aus dem Pensum der Gymnasien verwiesen). 


Für die Gleichung No. 9: 
2+— 1323 + 462? — 52x + 168 = 0 
lässt 168 = 2.2.2.3.7 finden: 
(N (26)? +9) =0, 

alo m =T, u =6, 3 +2 V 1], u =—2N 1. 

Herr Giffhorn hat das Glied —52x ganz ausgelassen, also 
eine Gleichung vierten Grades mit irrationalen Wurzeln gegeben. 

Die schöne Gleichung No. 4 muss heissen: 

(2+1$ —-6(2 + 1) -+32. 82° + 15x +8) +261=0, - 

und nicht (6241); sie ergiebt 332, ?=8. 

Die zweite Gleichung unter No. 19: 
FIT H 

5 

erinnert sich Referent in dieser Weise in einem Programme gele- 
sen zu haben. Herr Giffhorn hat sich aber nicht die Zeit ge- 
nommen, herauszufinden, dass statt des Punktes ein Minuszeichen 
zu setzen ist; dann giebt die Gleichung mit der dazugehörigen 


(a4. 92) (&—y) = 876 


534 
(x — 7)?. u‘ u 


eine gute Lösung. 
Die schwierige Aufgabe No. 25 (von Herrn Prof. Schellbach): 
(z* + yP)? = alart y"), 
(+) a4 y?) = blar + yr) 
hat er auf der rechten Seite abgeändert in a(2*+y?) und b(2?— y*), 
wodurch die Gleichungen unauflösbar geworden sind. Ihm hat 
nieht vorgeschwebt, dass man y=xr setzen muss, um durch 


Division die ‘beiden Gleichungen in eine reeiproke Gleichung 4ten 
Grades für z zu vereinigen, die von den nten' Potenzen frei ist. 
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Ebenso sind die Gleichungen No. 36 und 37 durch zwei hin- 
eingekommene Pluszeichen nicht mehr aufzulösen; sie müssen 
lauten: 


No. 36. | —yP+2—-y=2%6, 
(22 — y2) (2 -y) = 48. 
No. 37. (22 + 92) (2°— y?) = 5168, 


(22 — y?) (2? + y?) = 1568. 


Ferner sind die Vorzeichen in der dritten Gleichung No. 48 zu 

corrigiren in 
ayzy:, ca+tytz=3, 2 Pr+2=l. 

Der Raum gestattet nicht, noch mehr Druckfehler aus den vier 
ersten Seiten hier aufzuzählen. Durch Mangel an Sorgfalt sind 
viele Aufgaben verstümmelt und das Buch völlig unzuverlässig 
geworden. Von mehreren Collegen ist dem Referenten gesagt 
worden, dass sie es nicht mehr wagen, aus der Giffhorn’schen 
Sammlung in der Classe Aufgaben zur Uebung zu stellen, weil 
man befürchten muss, mit der Auflösung stecken zu bleiben ! 


Berlin. Martus. 


Hülfstafeln zur Berechnung der Invaliden-, Witt- 
wen- und Waisen-Pensionen und der Bestandfähigkeit 
der Pensionskassen nebst voraufgeschickten Erläute- 
rungen, bearbeitet von L. Albert, Special-Director der 
Mecklenburgischen Eisenbahn. Leipzig, J. C. Hinrichs- 
sche Buchhandlung. 1863. IV. und 60 S. gr. 8°. 


Diese Schrift ist zunächst dazu bestimmt, einem practischen 
Bedürfnisse der deutschen Eisenbahn- Verwaltungen abzuhelfen, 
bei denen Pensions-Cassen für Invaliden und für die Wittwen der 
Eisenbahn-Beamten bestehen, und muss als ein verdienstliches 
Unternehmen bezeichnet werden. Denn die von dem Verfasser 
berechneten Tafeln machen es jeder Eisenbahn- Verwaltung mög- 
lich, die Bestandfähigkeit ihrer Pensionscasse zu prüfen und den 
für dieselbe etwa erforderlichen Zuschuss zur rechten Zeit zu 
ermitteln. Ohne diese Tafeln würde bei der Eigenthümlichkeit 
der Einrichtungen dieser Pensionscassen eine solche Berechnung 
so mühselig sein, dass sie nicht leicht ausgeführt werden würde. 


Die Eisenbahn-Verwaltungen sichern nämlich ihren Officianten 
Invaliden-Pensionen zu, deren Höhe von dem Dienstalter zur Zeit 
des Eintritts der Invalidität abhängt und mit diesem Dienstalter 
sich steigert; ebenso richtet sich die Höhe der gewährten und den 


’ 
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Officianten zugesicherten Wittwen-Pensionen nach dem Dienstalter 
zur Zeit der Invalidität oder des Todes. Die Anzahl der mög- 
lichen Steigerungen ist bei den verschiedenen Verwaltungen höchst 
verschieden. Herr Albert hat nun für die sogenannten baaren 
Werthe der in arithmetischer Progression steigenden Invaliden- 
und Wittwen-Pensionen Tafeln berechnet, deren Gebrauch für die 
Feststellung der Bilanz einer Eisenbahn - Pensionscasse eben so 
bequem ist, als die Benutzung der Lebens- und Wittwen-Renten- 
Tafeln für die Zwecke der gewöhnlichen Lebens- und Wittwen- 
Renten- Versicherung. 


' Die Grundlagen der Berechnung sind die bekannten Brune- 


schen Mortalitätstafeln für Männer und Krauen nach. den :Erfah- 


rungen der Allgemeinen Preussischen Wittwen- Verpflegungs-An- 
stalt, gegen deren Anwendbarkeit für den vorliegenden Zweck 
nichts zu erinnern sein dürfte. 


Weniger sicher ist die Grundlage für die Berechnung der 
Invaliden-Pensionen, indem es hiefür an genügenden Erfahrungen 
noch fehlt und einstweilen eine Hypothese aushelfen muss. Der 
Verfasser folgt hierin dem Vorgange von Dr. Heim und Dr. Wie- 
sand.und lässt die Anzahl derjenigen, welche von einer ursprüng- 
lichen Anzahl gleichalteriger gesunder Personen im Verlauf der 
Jahre successive invalide werden, eine geometrische Progression 
bilden. Es giebt aber zwei Hypothesen dieser Art, die einen so 
weiten Spielraum lassen, dass es, wenn nicht im mathematischen 
Sinne wahrscheinlich, doch jedenfalls plausibel ist, dass die Wahr- 
heit dazwischen fallen wird, und berücksichtigt ausserdem den 
Umstand, dass die Invaliden etwas rascher sterben werden, als 
die Nichtinvaliden. 


Die Unsicherheit dieser Grundlage kann man, ohne unbillig 
zu sein, nicht als einen Mangel der Arbeit ansehen; man muss 
vielmehr es dem Verfasser Dank wissen, dass er sich durch den 
Mangel an einer solchen Grundlage von seiner mühevollen Arbeit 
nicht hat abhalten lassen, indem die den Eisenbahn - Verwaltun- 
sen durch dieselbe gewährte Erleichterung: zur approximativen 
Berechnung ihrer Pensionscassen von selbst zur Gewinnung bes- 
serer Grundlagen führen wird. 


Die Anwendbarkeit der berechneten Tafeln ist übrigens nicht 
auf Eisenbahn - Verwaltungen beschränkt, indem es auch für die 


‘“ im öffentlichen Dienste Angestellten nicht an Pensionscassen mit 


steigenden Pensionen fehlt. 


Der Verfasser hat auch Näherungswerthe für die Waisen- 
Pensionen, wie die Eisenbahn-Pensions-Cassen solche zu gewäh- 


2% 
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ren pflegen, auf eigenthümliche Art: berechnet und in Tafeln ge: 
bracht, die mit Sicherheit benutzt werden können, weil sie. nach- 
weislich höher sind, als die wahren Werthe. 


Die Anwendbarkeit dieser verschiedenen Tafeln auf die bunte 
Mannigfaltigkeit der Bestimmungen bei den Pensions-Cassen der 
verschiedenen deutschen Eisenbahnen wird besonders anschaulich 
durch die Tafeln No. 28 und 29, wo der Verfasser für eine grosse 
Anzahl Eisenbahnen die Formeln angiebt, nach welchen sie seine 
Tafeln zu benutzen haben, um ihre Bilanzen zu ziehen. Die Er- 
läuterungen sind kurz und gedrängt, aber für Jeden, der die Ele- 
‘mente der Theorie der Leibrenten und überhaupt der vom Leben 
und Sterben abhängigen Versicherungen kennt, vollkommen ver- 
ständlich; die Ableitung der Formeln ist nicht:ohne eigenthüm- 
liche Eleganz. In dieser Beziehung ist besonders die Umgestal- 
tung der gewöhnlichen Formel für die Wittwenrente hervorzuheben, 
um den Werth einer mit dem Dienstalter des Mannes steigenden 
Wittwenrente zu erhalten, deren Steigerung mit dem Tode des 
Mannes zum Abschluss gelangt. 


Es kann daher diese Arbeit nicht bloss den Eisenbahn- Ver- 
waltungen, sondern auch der Beachtung der für ihren Gegenstand 
sich interessirenden Leser des Archivs mit Recht empfohlen werden. 


Schwerin, im März 1869. M. €. Dippe. 


Tafel-Fehler. 


Herr Professor Hoüel in Bordeaux, dessen im Liter. Ber. 
Nr. CL. S.1. ausführlich angezeigten, so ungemein bequemen, na- 


mentlich aber auch die Sicherheit und Genauigkeit der Rechnun-- 


gen so sehr fördernden fünfstelligen Tafeln (Paris, Mallet-Ba- 
chelier, 1858) allen Rechnern, namentlich aber auch den Schulen; 
nicht genug empfohlen werden können, und von denen eine Aus- 
gabe mit deutscher Einleitung sehr zu wünschen wäre, hat die 
Güte gehabt, mir Folgendes mitzutheilen, was ich grösserer Sicher- 
heit wegen grösstentheils mit seinen eigenen Worten wiedergeben 
will, indem ich ihm für diese Mittheilungen verbindlichst danke: 


„Permettez moi“ — schreibt mir Herr Hoüel — ‚‚de vous 
signaler une nouvelle faute dans la table des coefficients binomi- 
aux pour la puissance —3, qui est reproduite dans les recueils 
de Hülsse et de Köhler d’apres le vieux Vega de 1783. Dejä, 
sur mes indications, on avait corrige, dans la 7e edition de Köh- 


i 1.3.5.7 
ler, le logarithme de 346.8 Un de mes collegues et amis, 


% 
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; M. Bourget, Professeur ä la faculte des sciences de Clermont- 
Ferrand, vient de me faire remarquer que le log. de ne 
est 1,3211273 et non 1,3201273. 


„J’ai envoye ces jours derniers & M. Bernh. Tauchnitz 
une liste de fautes que jai decouvertes sans beaucoup chercher 
dans le volumineux recueil de formules que contiennent les Tables 
de Köhler. Je n’ai que la 6° edition entre les mains, et je ne 
sais si l’on a fait des corrections dans les Editions suivantes. Mais 
il est etonnant que ces fautes n’aient pas ete remarquees plustöt.“ 


„Pendant que je vous parle de tables, je desirerais bien que 
vous fissiez & M. Schrön un reproche grave pour avoir, comme 
Callet, oublis de joindre ä ses belles tables quelques lignes ren- 
fermant les logarithmes des nombres usuels , e, log. nat. 10, arc1”, 


) | 
arc 17 ete. Cet oubli rend l’usage de ces Tables tres incommode 
dans certains cas, et il serait bien facile .de le reparer.“ 


Herr Hoüel verdient gewiss grossen Dank für diese Mit- 
theilungen. Herr Tauchnitz wird aber gewiss nicht unterlassen, 
eine genaue Vergleichung der älteren und neueren Ausgaben der 
Köhler’schen Tafeln anstellen zu lassen und die ihm angezeig- 
ten Fehler zu verbessern. Die schönen Schrön’schen Tafeln 
(Ausgabe 1860, auf die ich mich jetzt nur beziehen kann) enthal- 
ten überhaupt keine Formelsammlung, auch nicht die Logarithmen 
oft zur Anwendung kommender constanter Zahlen, eben so wenig 
diese Zahlen selbst, so dass also deren Mittheilung wohl über- 
haupt nicht in dem Plane des Herrn Herausgebers gelegen hat. 
Da aber der Wunsch, die wichtigsten dieser Zahlen in den Tafeln 
zu besitzen, jedenfalls ein sehr gerechtfertigter ist, so werden 
sowohl Herr Professor Schrön, als auch die treflliche Verlags- 
handlung, die kein Opfer scheuet, um diesen ausgezeichneten 
Tafeln eine immer grössere Vollendung zu geben, gewiss. nicht 
den geringsten Anstand nehmen, in die neuen Ausgaben die ge- 
wünschten Zahlen noch aufzunehmen. G. 


Vermischte Schriften. 


Sitzungsberichte der königl. Bayer. Akademie der 
Wissenschaften zu München. (Vergl. Literar. Bericht 
Nr. CLVI. S. 15.) | 
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1862. Il. HeftIll. Pettenkofer: Ueber die Bestimmung 
des ‚bei der Respiration ausgeschiedenen Wasserstofl- und Gruben- 
Gases. S. 162. 

1562. 11. HeftIV. Jolly: Ueber Bathometer und graphi- 
sche Thermometer (mit zwei Holzschnitten). S. 248—S. 279. (Wir 
machen auf diese ausführliche und lehrreiche Abhandlung recht 
sehr aufmerksam, auch in nautischer Beziehung. Nach einer kur- 
zen Charakterisirung der bisher bekannten Instrumente beschreibt 
Herr Jolly dann, ausgehend von der Idee von Hales (S. 253.), 
einen eigenen einfachen graphischen Apparat, dessen Theorie er 
sodann sehr sorgfältig mathematisch entwickelt und hierauf eine 
grössere Reihe im Königssee bei Berchtesgaden, in dem davon 
ungefähr 2 Kilometer entfernten Obersee und im Walchensee an- 
gestellter Tiefenmessung mittheilt. Wir empfehlen, ‘wie gesagt, 
diese Abhandlung zur sorgfältigsten Beachtung.) 

1863. 1. Heft. Steinheil: Ueber Verbesserungen in der 
Construction der Spectral- Apparate. S. 47. (Der. Studiosus von 
Littrow in Wien, Sohn des Directors der: dortigen Sternwarte, 
hat auf die ihm eigenthümliche schöne Idee, die Lichtspalte zur 
Erzeugung des Spectrums nicht wie bisher durch ein eigenes Fern- 
rohr hervorzubringen, sondern in das zur Betrachtung des Bildes 
hestimmte Ferhröhr selbst zu verlegen und dann durch Spiegelung 
das Bild des Spectrums zu betrachten, ein neues Instrument zur 
Spectral-Analyse gegründet. Dadurch ist nicht nur ein Fernrohr 
genügend, während bisher zwei erforderlich waren, sondern es 
verdoppelt sich auch durch das Spiegelbild die Anzahl und die 
Wirkung (wenigstens zum Theil) der Prismen, so dass der in 
Wien construirte Apparat mit vier Prismen einem älteren gleich- 
kommen würde mit acht ähnlichen Prismen. Herr v. Littrow jun. 
hat noch andere sinnreiche Verbesserungen an dem Apparate an- 
gebracht, der jetzt einen viel kleineren Raum einnimmt und in 
einem Kästchen aufgestellt ist, welches zugleich als dunkele Kam- 
mer dient. Ueber alle diese verdienstlichen Verbesserungen ver- 
breitet Herr v. Steinheil sich in dem vorliegenden Aufsatze mit 
bekannter Genialität, so dass wir Alle, die sich mit Spectral- 
Analyse beschäftigen, auf diesen Aufsatz des Herrn v. Steinheil, 
so wie auf den neuen Wiener Apparat selbst, der auch von Herrn 
v. Ettingshausen sehr empfohlen wird, dringend aufmerksam 
machen müssen.) — v. Kobell: ä) Ueber ein Gemsbart-Elek- 
troskop und über Mineral-Elektricität. S. 51. b) Ueber Asterismus. 
Stauroskopische Bemerkungen. 8. 65. ‚(Auch diese Aufsätze haben 
wir. mit Interesse gelesen und empfehlen sie der’Beachtung.) — 
Herm. v. Schlagintweit: Ueber die Temperatur- Verhältnisse 
des Jahres und der Monate in Indien. S. 67. 
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Preisaufgabe der Akademie der Wissenschaften 
in Bologna. 


Da auf die von der Accademia delle scienze dell Isti- 
tuto di Bologna für 1862 gestellte, den Galvanismus betreffende 
Preisaufgabe (s. Literar. Ber. CXLV.S.18.) eine Bewerbungsschrift 
nicht eingegangen ist, so ist diese Aufgabe unter dem 26. Februar 
d. J. für 1865 wiederholt worden. Um die Aufmerksamkeit so 
viel als möglich auf diese Aufgabe hinzulenken, lasse ich daher 
das desfallsige neue, mir gütigst zur Veröffentlichung zugegan- 
gene Programm im Nachstehenden abdrucken, und wünsche sehr, 
dass diese Aufgabe die Beachtung, welche sie so sehr verdient, 
in jeder Beziehung finden möge. Grunert. 


PROGRAMMA 


DELL’ ACCADEMIA DELLE SCIENZE 
DELL’ ISTITUTO DI BOLOGNA 
PEL 


CONCORSO AL PREMIO ALDINI SUL GALVANISMO - 
PER L’ANNO 1865. 


Non essendo pervenuta alcuna Memoria al Concorso pel 1862, 
si ripropone lo stesso Tema e, riconosciutane la molta impor- 
tanza, e le non lievi difficoltä che gli vanno congiunte, se ne 
aumenta il premio, modificandone le condizioni, come segue. 


I muscoli ed i nervi della rana sono sedi di correnti elettriche, 
le quali diedero materia a due Dissertazioni, premiate da quest’ 
Accademia, ed elaborate dai chmi Professori Grimelli e Cima 
per rispondere a due temi proposti pe’ concorsi al premio Al- 
dini. Stando massimamente ad una recentissima Pubblicazione 
del Sig. Budge, Professore nell’ Universitä di Greifswald, & 
sede di corrente elettrica nella rana anche la pelle. L’Accade- 
mia che ha sempre cercato di conoscere ben chiaro ed appurato 
quanto erasi scoperto in fatto d’ elettrieitä in quell’ animale, ond’ 
ebbe origine il Galvanismo, non pud non cercar di conoscere ezian- 
dio quanto @ stato dipoi scoperto intorno al medesimo, e perciö 
anche quanto puö esser riferibile all’ ultima memorata corrente. 
Propone quindi il seguente r 


E Quesito. 


1°. Esaminare ed esporre ciö che dai fisici e dai fisiologi € 
stato trovato di rilevante intorno alle correnti muscolari, nervee 
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e di contrazione della rana dopo le sopraccennäte Dissertazioni 
dei Professori Grimelli e Cima: e sopratutto la vera impor-“ 
tanza dello stato elettro-tonico dei nervi, assai grande secondo 
le diligenti ricerche del, Sig. Pflüger, e pressoche nulla giusta 
il parere del sopradetto Sig. Budge: e 


20, Indagare con, precise e concludenti esperienze se vera- 
mente nella pelle della rana si manifesti una corrente elettrica: 
e, nel caso aflermativo, quali sieno le leggi di questa corrente: 
se debbasi o no riguardare come fenomeno fisiologico: e se abbia 
veruna attinenza colle altre correnti. 


Richie del! Accademia, che dai fatti relativi alla’rana non si 
scompagnino i fatti analoghi osservati in altri animali, ma che ven- 
gano anch" essi riferiti e discussi, riunendo cosi in.un tutto solo 
quanto, in relazione all’ oggetto in discorso, e sino al termine 
assegnato a questo Concorso, sarä ben conosciuto circa all’ eco- 
nomia animale. R 

Si retribuirä un premio di Zire italiane duemila all" Autore 
dello scritto che, colle suddette avvertenze e condizioni, presenti, 
a giudizio dell’ Accademia, la miglior soluzione del proposto tema. . 


Le Memorie per questo Concorso dovranno pervenire franche 
a Bologna entro il mese di Diecembre milleottocentosessantacinque 
con questo preciso indirizzo = Al Segretario dell’ Accademia delle 
Scienze dell’ Istituto di Bologna =: un tale termine & di rigore, 
e percid non sarebber ricevute pel Concorso le Memorie che giun- 
gessero all’ Accademia, spirato I’ ultimo di dell’ indicato mese. 
Dovranno essere scritte o in italiano, o in latino, o in francese, 
e in caratteri facilmente leggibili. L’ Accademia richiede la mag- 
giore esattezza nelle citazioni di Opere stampate, e la maggiore 
esattezza nelle citazioni di Opere stampate, e la maggiore aufen- 
ticit& ne’ documenti in iscritto, che agli Autori torni di menzio- 
nare a prova, o conforto di loro asserzioni. Ciascun concorrente 
dovrä contrassegnare con un’ epigrafe qualsiasi la sua Memoria, 
ed accompagnare questa d’ una scheda suggellata, la quale rac- 
chiuda il nome, cognome ed indirizzo di lui, ed abbia ripetuta all’ 
esterno la predetta epigrafe. I concorrenti avranno tutta la cura 
di non farsi conoscere; poiche quegli, che per qualche espressione 
della sua Memoria, o in qualsivoglia altra maniera si facesse co- 
noscere, verrebbe escluso dal Concorso. Spirato il sopradetto 
termine, e succeduto il giudizio delle Memorie di Concorso, secondo 
l’ analogo Recolamento dell’ Accademia, verrä aperta la sola 
scheda della Memoria meritevole del Premio, e del premiato si 
pubblicherä tosto il nome. 


Bologna dalla Residenza dell’ Istituto il di 26 Febhraio 1863. 


IL PRESIDENTE 


Prof. Giusepee BERTOLONT. 
IL SEGRETARIO_ 


Dott. Domenico Pıant. 
| 


Mathematische | 
und physikalische Bibliographie. 


LVEER. 


Systeme, Lehr- und Wörterbücher. 


H. Bolze, Leitfaden zum Unterricht in der Mathematik. 2 Thle. 
(l.: Arithmetik. ‘5 Sgr. — ll: ebene Geometrie. 3 Sgr.) 2. Aufl. 
8%. geh. ‚Cottbus. 8 Sgr. 

Th. Wittstein, Lehrbuch der Elementar - Mathematik. I. Bd. 
1. Abth.: Arithmetik. 2. Aufl. gr. 8%. geh. Hannover. 20 Sgr. 


Arithnetik. 


E. F. August, Vollständige logarithmische und trigonome- 
trische Tafeln, zum Theil in neuer Anordnung, durch Zusätze er- 
weitert und mit ausführlichen Erläuterungen versehen. 5. Aufl. 
8%. cart, Leipzig. 15. Sgr. 

M, Blands sämmtliche algebraische Gleichungen des 1. und 
2. Grades, theils mit, theils ohne Auflösungen. Nach dem Eng- 
lischen bearb. v. C. Girl. 2 Bde. 2. Aufl. gr. 8°. geh. Halle. 2 Thlr. 

H. Hankel, Die Euler’schen Integrale bei beschränkter Va- 
riabilität des Argumentes., ‚gr. .8°. geh. Leipzig. 10 Ner. 

C. Hermite, Uebersicht der Theorie der elliptischen Func- 
tionen. Aus dem Französischen übertragen und mit einem An- 
hange versehen von L. Natani. gr. 80. Berlin. 28 Ner. 

F. Mo£nik, Trattato di algebra pel ginnasio superiore. Tra- 
duzione per cura del P. Magrini. Ediz. Il. 8%, geh. Wien. 31 Thlr. 

F. A. Prym, Theoria nova funcetionum ultraellipticarum. Pars1. 
gr. 4%. Berlin. geh. 15 Sgr. 

- H. Schmidt, Lehrsätze der elementaren Arithmetik. In lo- 
gischer Folge geordnet. 8%. geh. Görlitz. 4 Ner. 

J. Temme, Leitfaden der Algebra für Gymnasien und andere 
Lehranstalten. gr. 8%. geh, Arnsberg. 10 Negr. 

Naturkundige Verhandelingen van de Hollandsche maatschap- 
pij der wetenschappen te Haarlem. 2te Verzameling. Deel XVI. 
XV. en XIX., Ite stuk. Haarlem. 4°. Mit29 Taf. (XVII: D. Bie- 
rens de Haan, Memoire sur une methode pour deduire quel- 
ques integrales definies, en partie tres-generales, prises entre les 
limites 0 et © et contenant des fonctions eirculaires directes.) 
14 Thlr. 24 Ngr. 


H. Weissenborn, Die geometrische Deutung imaginärer und 


complexer Zahlen und ihre Anwendung auf Geometrie. gr. 8%. geh., 
Eisenach. 2 Ngr. 

A. Winckler, Ueber einige Eigenschaften der Kugelfunctio- 
nen einer Veränderlichen und dk Coefficienten von Reihen, welche 
nach Kugelfunctionen entwickelt sind. gr. 40%. geh. Wien. 18 Ngr. 

G. Wirth, Algebraische Aufgaben, gesammelt und mit ele- 
mentaren Lösungen versehen. 3. Aufl. 8%. geh. Langensalza. YNgr. 


Geometrie. 


L. Fritze, Erster Unterricht in der Raumlehre. Ein Hülfs- 
büchlein für den Schul- und Präparanden-Unterricht. 80%. geh. Wrie- 
zen. 5 Sgr. 

M. H. und C. Th. Meyer, Lehrbuch der axonometrischen Pro- 
jeetionslehre. 4. Lief. gr. 8%. Mit Atlas in Fol. In Couvert. Leipzig. 
2 Thlr. 

Geodäsie. | 

C. Bremiker, Theorie des Amsler’schen Polarplanimeters. 
gr. 8%. geh. Berlin. 10 Ngr. 

G. Günther, Tachymeter, Tachymetrie, Tachygraphie (Schnell- 
messer, Schnellmessung, Schnellzeichnung). gr. 8%. geh. Wien. 
20 Sgr. 

G. Chr. K. Hunäus, Die geometrischen Instrumente der ge- 
sammten praktischen Geometrie, deren Theorie, Beschreibung und 
Gebrauch. Nebst einem Anhang über die wichtigsten Ausgleichun- 
sen der praktischen Geometrie nach der Methode der kleinsten . 
Odadiätl‘ ausgeführt an praktisch-geodätischen Aufgaben. 2. Hft. 
Hannover. 8°. Mit 3Holzschnitttaf. 2 Thlr. 12 Ngr. Inhalt: Die Win- 
kelmesser mit fester Unterlage, mit Ausschluss der Nivellir-Instru- 
mente. Mit 77 Holzschn. 


Mechanik. 


F. Lippich, Ueber die transversalen Schwingungen belaste- 
ter Stäbe. gr. 4%. geh. Wien. 1 Thlr. 4 Ngr. 


Optik. 
J. Vollweider, Perspective. 1. Abtheil.: Die Perspective der 
Umrisse. Nebst Atlas mit 30 Taf. 8°. Stuttgart. 4 Thlr. 


Astronomie. 


Annales’de l’Observatoire imperial de Paris, publiees par U. J. 
Leverrier. Observations. Tome 17. In-4%. Paris. 40 fr. 

F. W. A. Argelander, Astronomische Beobachtungen auf der 
Sternwarte der k. rheinisch. Friedrich-Wilhelms-Universität zu Bonn 
angestellt. 5. Bd. Bonner Sternverzeichniss. 3, Sect. gr. 40. geh. 
Bonn. 5 Thlr. 


k 
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Literariıscher Bericht 
CLIX. 


Francesco Garlini. 


‚ Notizie sulla vita e sugli sceritti di Francesco Oar- 
lini, raccolte da G. V. Schiaparelli, Direttore dell’ os- 
servatorio astronomico di Brera, Membro effettivo del 
R. Istituto Lombardo di scienze, lettere e arti. Lette 
nella tornata del medesimo Istituto il 18 Decembre 


1862. 37 Seiten. 


Herr Schiaparelli, der Nachfolger Carlini’s als Director 
der berühmten Sternwarte der Brera in Mailand, an welcher vor 
Carlini, und theilweise noch mit demselben, Männer wie Oriani, 
der berühmte Verfasser der „Elementi di Trigonometria 
sferoidica. Bologna. 1806. *)* und*vieler anderer wichtiger 
Schriften, ferner Reggio und Cesaris wirkten, hat in dieser 
Schrift eine sehr interessante Lebensbeschreibung und sehr ein- 
gehende Würdigung der wissenschaftlichen Verdienste des genann- 
ten berühmten Astronomen und Mathematikers geliefert und zu- 
gleich den trefllichen Mann rücksichtlich seines ganzen äusseren 
und inneren Wesens so schön und mit so vieler Pietät geschildert, 
dass wir unsere Leser recht sehr auf diese ausgezeichnete Schrift 
aufmerksam machen müssen. Eine ganz besonders dankenswerthe 
und wichtige Beigahe ist aber auch der „Elenco dei princi- 
pali Scritti pubblicati da Franzesco Carlini.“ Die Zahl 
dieser Schriften beträgt 144 und legt das deutlichste Zeugniss von 
Carlini’s reichem Geiste ab, da diese Schriften sich über die 
verschiedensten Gebiete der Astronomie und ihrer sämmtlichen 
Hülfswissenschaften, insbesondere auch .der reinen Mathematik, 
so wie der Physik, und selbst der socialen Wissenschaften ver- 


*) M. vergl. Sphäroidische Trigonometrie von Dr. J. A, 
Grunert. Berlin. 1833. 4° (Vorrede.) 
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breiten. Je mehr es unser Wunsch ist, dass die Leser des Archivs 
sich mit dieser ausgezeichneten Schrift selbst bekannt machen: 
desto mehr glauben wir uns hier nur mit dem folgenden kurzen 
"Auszuge aus derselben begnügen zu dürfen und zu müssen. 


Francesco Carlini wurde am 7. Januar 1783 *) in Mai- 
land geboren. Sein Vater war Carlo Giuseppe Carlini, ad- 
detto alla Biblioteca di Brera, e da Rosa Minola. Seinen 
ersten Unterricht erhielt er von seinem Vater, besuchte dann das 
Gymnasium der Brera und befleissigte sich in seiner ersten Jugend 
verschiedener wissenschaftlicher Studien, insbesondere auch der 
Mathematik und der Architektur, gewann aber sehr bald eine 
vorherrschende Neigung für das Studium der Astronomie, welche 
künftig den Beruf und den Ruhm seines Lebens ausmachen sollte. 
Nachdem er sich schon vielfach astronomischen Arbeiten und 
Rechnungen gewidmet hatte, wurde er im Jahre 1799 Eleve der 
durch die oben genannten Astronomen so berühmten Sternwarte 
der Brera in Mailand, die damals keiner anderen europäischen 
Sternwarte nachstand, und zugleich bei der „Commissione dei pesi 
e misure per il regno d’ Italia“ beschäftigt. Im Jahre 1803 er- 
hielt er das Diplom der Mathematik von der Universität in Pavia 
und wurde 1304 zum Grade eines Astronomo sopranumerario bei 
der genannten Sternwarte befördert. Nach Angelo de Cesaris 
Tode ward ihm im Jahre 1832 das Directorium der Sternwarte 
übertragen, indem er zugleich in demselben sich mit Gabriella 
Sabatelli, Tochter eines berühmten Künstlers, verheirathet hatte. 
mit welcher er in ruhiger Einfachheit lebte, bis er am 29. August 1862 
einer schrecklichen Krankheit der Eingeweide erlag: „Cosi do- 
vea il Nestore degli odierni astronomi, ottuagenario, perire di 
morte immatura, prodotto non giä da debolezza senile, ma da 
morbo di carattere-violento. Ei dico di morte immatura; poiche 
il corpo, sebben di molti anni, robusto era tuttavia, ed atto a 
piü longa vita; piü del corpo ancora eran rimaste intatte le facoltä 
dello spirito.“ — „Fu Carlini d’aspetto non disaggradevole, di 
statura media e di robusta costituzione di corpo. Si condusse senza 
troppo gravi incomodi fino all’ etä di anni quasi ottanta, grazie al 
temperato suo vivere, ed alla attivitä ben regolata in cui teneva le 
sue forze fisiche ed intellettuali. Amo sopratutto la quiete, e fuggi 
volentieri i rumori del mondo e le questioni d’ogni natura.“ 


Nach dem Beispiele Oriani’s vermachte Carlini der Stern- 
warte eine namhafte Summe zur Verwendung für wissenschafft- 


*) M. vergl, meine vorläufige kurze Natiz von dem Tode Carlini’s 
im Literar. Ber. \r. CLIM. S. ı. 
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liche Zwecke, so wie seine Manuscripte; dem „Istituto Lom- 
bardo di scienze, letiere e arti“ seine zahlreiche Sammlung 
wissenschaftlicher Werke. 


Die wichtigsten Arbeiten Carlini’s gehören natürlich den 
Gebieten der Astronomie, Geodäsie und Meteorologie an. Er war 
aber auch ein geschickter und scharfsinniger Analyst, wie die 
nachstehend genannten Abhandlungen zeigen: 


Ricerca sulla convergenza della serie che serve 
alla risoluzione del problema di Keplero. (Effemeridi 
astronomiche di Milano. 1818. Eine Uebersetzung und Be- 
richtigung eines Irrthums lieferte Jacobi in den Astronomi- 
schen Nachrichten. Nr. 709.) 


Sopra alcune funzioni esponenziali comprese nella 


formula z2”. (Memorie dell’ Istituto del Regno Lom- 
bardo Veneto. Tom. I.) 


Sulla proprietä delle funzioni algebriche conjugate. 
(Wiener Sitzungsberichte. Juli. 1854.) 


Algoritmo delle perturbazioni lunari, mit einer Einlei- 
tung: Sul calcolo delle quantitä periodiche. (Memorie 
dell’ Istituto dei Regno Lombardo Veneto. Tom. V.) 


Ueber die Logarithmentafeln mit zehn Decimalen. 
(Jahrbücher des polytechn. Instituts in Wien. Thl. X.) 


Carlini’s astronomische und verwandte Arbeiten sind so 
mannigfaltig und erstrecken sich so sehr über das ganze Gebiet 
der Wissenschaft, dass wir hier nur einige der wichtigeren der- 
selben hervorheben können, im ÜUehrigen uns auf die schöne 
Schrift Herrn Schiaparelli’s selbst beziehen müssen. 


Unter seinen theoretischen astronomischen Arbeiten sind vor- 
züglich und zunächst die 


Tavole del Sole per il Meridiano di Milano, se- 
condo gli elementi del celehre signor Delambre. 


Milano. 1810. 


zu nennen. Als Carlini in die astronomische Laufbahn eintrat, 
waren vorzüglich die Sonnentafeln von Delambre in Gebrauch; 
nachdem aber Carlini dieselben einer genauen Prüfung unterworfen 
hatte, erwiesen sie sich so fehlerhaft, dass er sich entschloss, unter 
Beibehaltung der von Delambre angewandten Constanten sie von 
Neuem für den Meridian von Mailand zu berechnen, und zwar 
nach einem eigenen Systeme, worüber er sich in der Esposi- 
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zione diun nuovo metodo di eostruire le Tavole astro- 
nomiche, applicato alle Tavole del Sole. Milano. 1810. 
weiter aussprach. Gleichen Fleiss und Eifer widmete er in Ver- 
bindung mit Plana der Theorie des Mondes, über welche beide 
Astronomen in der Correspondance astronomigque von Zach 
(Tom. IV.) die beiden Abhandlungen: Observations sur un 
ecrit de M. de Laplace sur le perfectionnement de la 
Theorie de la Lune et des Tables Lunaires (1820) und 
Note sur l’equation lunaire ayant pour argument le 
double de la difference entre le noeud et le perigee 
(1820) veröffentlichten; _Carlini’s Tavole Lunari blieben aber 
ungedruckt. Ausserdem erstreckten sich, wie schon erinnert, seine 
theoretischen Arbeiten über fast alle Theile der Astronomie, z. B. 
Planeten- und Cometentheorie, astronomische Refraction u. s. w. 
Von besonderem Interesse ist auch seine Abhandlung: Sull’ in- 
eguale distribuzione del calore nel globo solare re- 
centemente annunziata dal signor Nervander (Gior- 
nale dell’ Istituto Lombardo e Biblioteca Italiana. 
Milano. Tom. X1ll.) 


Seinen Pflichten als Beobachter entsprach er bis in’s höchste 
Alter mit der grössten Gewissenhäftigkeit. ‚‚Spettacolo commo- 
vente‘ sagt der Herr Verfasser, ‚‚era il vedere l’ottuagenario sa- 


cerdote d’Urania, stanco ancora dai calcoli e dagli studi del giorno, 


salire Ja sera con lento, ma fermo passo sulla vetta delle nostre 
torri, per ivi adempiere a doveri, da cui la grave etä avrebbe 
potuto dispensarlo: esempio ammirabile e non abbastanza imitato! 
Ma a lui, per vincere la debolezza dell’ etä e l’inclemenza delle 
stagioni dava forza l’amore dei veri scientifici, quel sacro e puris- 
simo fuoco, che sostenne Keplero nei suoi domestici infortunii, 
ed animö Galileo nelle carceri del Sant’ Uffizio: e senza di eui 
si potranno avere mediocri osservatori e computisti, non mai de’ 
grandi astronomi.‘“ 


Ganz in der Kürze können wir nur noch erwähnen Carlini’s 
berühmte geodätische Arbeiten (in Verbindung mit Plana), seine 
meteorologischen und magnetischen Arbeiten, seine Abhandlung: 
Sulla legge delle variazioni orarie del barometro, seine 
Tavole per calcolo delle altezze barometriche u. s. w. 


Besonderes Interesse fand er auch an mechanischen Arbeiten, 
wie u. A. seine Descrizione di una machinetta che serve a 
risolvere il problema di Keplero zeigt; er war mit einer 
reichen und glühenden Phantasie begabt, der klassischen Litera- 
tur seines Vaterlandes vollständig kundig, so wie der alten Spra- 
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chen und fünf lebender Sprachen vollkommen mächtig, Verfasser 
vieler Necrologe verstorbener Mathematiker und Astronomen, viele 
Jahre einer der Redactoren der Biblioteca Italiana, in den 
Congressi Scientifiei Italiani in diverse cittä und bei den 
Distribuzioni dei premiid’industria (1834, 1837, 1839, 1843) 


stets eifrigst betheiligt. be 


Es liegt uns hier ein so reiches, mit den schönsten und glück- 
lichsten Erfolgen gekröntes Leben vor, wie es wenig Sterblichen 
von der Vorsehung beschieden sein mag; und Herr Schiapa- 
relli verdient den wärmsten Dank für seine treffliche Schrift. 
Möge Italien immer viele solche Männer besitzen wie 

Francesco Carlini! 


Ferdinand Redtenbacher’’). 


Der Trauerzug, welcher sich am Abend des 17. April durch 
die Strassen unserer Stadt bewegte, erwies einem Manne die letzte 
Ehre, der sich um die Stadt, um das Land, um die deutsche In- 
dustrie und Wissenschaft die grössten Verdienste erworben hat, 
dessen Name der polytechnischen Schule und der dort von ihm 
vertretenen Disziplin in unvergänglichen Zügen eingegraben ist. 


Ferdinand Jakob Redtenbacher wurde am 25. Juli 1809 
in der ober-österreichischen Stadt Steyer geboren, dem Sitz ur- 
alter Eisenindustrie, in einer Gegend, wo ein freierer Geist in 
den berühmten Klöstern Kremsmünster und St. Florian seit langer 
Zeit sich ein wissenschaftliches Asyl gerettet "hatte. Dort, im 
Angesicht der sich erhebenden steierischen Alpen, verlebte Red- 
tenbacher seine erste Jugendzeit im elterlichen Hause, trat aber 
schon mit dem elften Jahre in ein Kaufmannsgeschäft, so dass 
die Elementarbildung in dem Augenblick unterbrochen wurde, wo 
sie am fruchtbarsten zu werden beginnt. Die jugendliche Natur 
ertrug diese vorzeitige Praxis nicht, sie sträubte sich überdies 
gegen eine Thätigkeit, deren Grenzen ihr zu eng gesteckt waren. 
Mit dem dreizehnten Jahre kehrte Redtenbacher zur Schule 
zurück, diesmal zur Realschule in Linz. Man weiss, wie es, 
zumal in jener Zeit, mit diesen Anstalten bestellt, wie ihnen die 
knappste, mechanischste Vorbereitung zur Praxis als ausschliess- 
liche Aufgabe gestellt war. Nachdem er sich kaum drei Jahre 
dem Studium der Mathematik gewidmet hatte, rief ihn schon 1825 


*) Karlsruher Zeitung. 1863. Nr. 93 
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die Arbeit des Lebens zum zweiten Male ab; er trat bei der Linzer 
Baudirektion als Aushilfe zum Zeichnen von Bauplänen ein. ‘Aber 
zum zweiten Male schüttelte der nun schon selbstbewusstere Geist 
die Fesseln ab, die seinen höhern Flug zu hemmen drohten; be- 
reits Ende 1825 ergriff der sechszehnjährige Alpensohn den Wan- 
derstab, um durch das schöne Donauthal hinabzuziehen zur Kai- 
serstadt und auf der dortigen polytechnischen Schule den Grund 
zu legen zu seiner Tiebensarbeit. 


Bis Ende 1829 lag Redtenbacher mit der ihm früh eigenen 
rastlosen Energie dem Studium der reinen und angewandten Mathe- 
matik und der mit dem Wasser- und Strassenbau zusammenhän- 
genden technischen Fächer ob. Seine Lehrer, unter denen die 
Herren Artzberger und v. Ettingshausen ihm eine hesondere 
Theilnahme widmeten, erkannten früh seine hervorragende Bega- 
bung und wirkten bereitwillig mit, ihm den Weg zu dem Berufe 
zu bahnen, für welchen die Natur ihn so reichlich ausgestattet 
hatte. Er hat ihnen bis zu seinem Lebensende mit wahrhaft inni- 
ger Verehrung und Dankbarkeit vergolten, für die er noch wäh- 
rend der schweren Leiden seiner letzten Tage wiederholt Worte fand. 


Die Anstalt, die ihn gebildet, bot seinen Kräften sofort eine 
Verwendung; im November 1829 wurde er als Assistent für das 
Lehrfach des Maschinenbaues angestellt und blieb vier Jahre lang 
in dieser Thätigkeit. Es war ihn dadurch nicht nur die umfas- 
sendste Benützung aller der wissenschaftlichen Hilfsmittel geöf- 
net, über welche das polytechnische Institut verfügte, sondern er 
konnte in den Jahren, wo der Geist sich ganz frei nach allen Seiten 
zu entfalten liebt, den reichen Anregungen einer europäischen 
Hauptstadt nachgehen. Er konnte in den herrlichen Sammlungen 
Wiens die ersten Blicke in das Gebiet der bildenden Künste werfen ; 
im Burgtheater gingen die Meisterwerke deutscher Dichtkunst vor 
ihm auf; das wissenschaftliche Leben stand zwar damals in enge 
Schranken eingeschlossen, aber Redtenbacher wusste sie zu 
durchbrechen: schon damals machte er die erste Bekanntschaft mit 
der deutschen Philosophie. Das dolce far niente, welehes in dem 
alten Wien gewissermassen seine Residenz aufgeschlagen hatte, 
vermochte diese stählerne Natur niemals einzulullen. 


1835 führte Redtenbacher die glänzende Empfehlung wis- 
senschaftlicher Kapazitäten als Lehrer der Mathematik und des 
geometrischen Zeichnens an die höhere Industrieschule zu Zürich, 
wo er denn schon nach zwei Jahren zum Professor der praktischen 
Mathematik ernannt wurde. Er blieb in dieser Stellung bis 1841. 
Das Leben der Schweiz bereicherte seinen Gesichtskreis haupt- 
sächlich in einer Richtung: ihm ging der Begriff des freien Staats, 
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die Bedeutung des politischen Organismus für das Gedeihen nicht 
nur einer Nation, sondern eben so sehr des einzelnen Individuums 
auf. Er hat der Schweiz und ihrem gesunden Bürgerthum stets 
eine liebevolle Anhänglichkeit bewahrt. An sie waren ausserdem 
die Erinnerungen der ersten glücklichen Häuslichkeit ‚geknüpft; 
denn als Züricher Professor verheirathete er sich im Jahre 1837 
mit seiner treuen Lebensgefährtin, Marie Redtenbacher, die 
ihm zwei Kinder, eine Tochter und einen Sohn, schenkte. 


1841 berief ihn die grossherzogliche Regierung als Professor 
des Maschinenbaues an die hiesige polytechnische Schule, der er 
dann volle einundzwanzig Jahre mit der ganzen Kraft seines reichen 
Geistes gedient hat, deren glänzender Aufschwung mit seiner Wirk- 
samkeit unzertrennlich verknüpft ist. Nachdem er am 4. Septem- 
ber 1854 in Anerkennung seiner Verdienste zum Hofrath ernannt 
war, übertrug ihm das Staatsministerium durch Erlass vom 
15. Mai 1857 die Direktion der Anstalt; er hat dieselbe bis zum 
18. Januar d. J. fortgeführt, bis zu einem Moment, wo eine tödt- 
liche Krankheit seine Kräfte bereits zum Aeussersten erschöpft 
hatte. Wir brauchen hier nicht bei einer Schilderung seiner Ver- 
dienste als Lehrer und Leiter der Anstalt zu verweilen, die in 
Jedermanns Munde leben; die Schule wuchs mit ihm und er mit 
ihr zu europäischer Berühmtheit. Wenn heute Maschinenbauer, 
Ingenieure und Architekten aus allen Ländern unseres Erdtheils, 
ja aus Nord- und Südamerika in Karlsruhe sich zusammen finden, 
so ist Niemand, der dem Todten den Ruhm verweigerte, zu die- 
ser Bedeutung der Schule ganz vornehmlich beigetragen zu haben. 
Mit seiner hervorragenden Lehrthätigkeit waren aber die umfas- 
sendsten wissenschaftlichen Arbeiten verknüpft, welche nicht allein 
ılas gesammte Gebiet des eigentlichen Maschinenbaues betrafen, 
sondern auch die benachbarten naturwissenschaftlichen Disziplinen 
in ihren Kreis zogen. Indem wir unten ein vollständiges Verzeich- 
niss der Redtenbacher’schen Werke anfügen *), müssen wir 


*#) Theorie und Bau der Turbinen und Ventilatoren, 1844. 
theorie and Bau der Wasserräder, 1846. Resultate für den 
Maschinenbau, 1848. Prinzipien der Mechanik, 1852. Kesul- 
tate für den Maschinenbau; zweite Auflage, 1852. Die Luft- 
expansionsmaschine (Calorische Maschine), 1853. Dieselbe, 
zweite Auflage, 1853. Die Gesetze des Lokomotivenbaues; 
1855. Besultate für den Maschinenbau; dritte Auflage, 1856. 
Die Bewegungs-Mechanismen, 1857. Das Dynamidensystem, 
1857. Theorie und Bau der Wasserräder; zweite Auflage, 
1858. Prinzipien der Mechanik; zweite Auflage, 1860. Re- 
sultate; vierte Auflage, 1860. Die anfänglichen und die ge- 
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uns mit einer kurzen Charakteristik derselben nach der Mitthei- 
lung eines Fachmanns begnügen. | 


Nachdem Redtenbacher in seinen beiden ersten Werken 
den Bau der wichtigsten hydraulischen Kraftmaschinen mit wis- 
senschaftlicher Schärfe auf mathematische Prinzipien gegründet 
hatte, stellte er in den „Resultaten“ die Gesammtergebnisse 
seiner wissenschaftlichen Untersuchungen und praktischen Erfah- 
rungen für den Maschinenbau zusammen. Die vier Auflagen, welche 
das Buch in zwölf Jahren erlebte, sind der beste Beweis für seine 
Tüchtigkeit. Darauf gab Redtenbacher in den „Prinzipien 
der Mechanik“ eine allgemein wissenschaftliche Einleitung in 
das spezielle Studium des Maschinenwesens, in welcher er nicht 
nur die längst bekannten Grundsätze der Mechanik klar und scharf 
entwickelte, sondern seine eigenen Ansichten über Stoff und Kraft 
begründete. Von diesem wissenschaftlichen Fundament kehrte er 
sich nun wieder den Details seines Faches zu, dessen Ausbau 
die „Calorische Maschine“, ‚die Gesetze des bLokomo- 
tivbaues“ ‘und die „Bewegungsmechanismen“ gewidmet 
sind. Unmittelbar auf das letztgenannte Werk folgte abermals 
eine allgemein wissenschaftliche Untersuchung, das „Dynami- 
densystem‘, die Grundzüge einer mechanischen Physik, basirt 
auf die früher entwickelten Hypothesen über das Wesen der Ma- 
terie und der derselben innewohnenden Kräfte. Der Verfasser 
führt darin mit mathematischer Schärfe die mannichfaltigen Brschei- 
nungen der Wärme und des Lichts auf mechanische Vorgänge zu- 
rück. Die kleine Schrift über die Abkühlung der Weltkörper enthielt 
eine Anwendung dieser Theorien auf die Entstehung der Welt- 
körper durch den sog. Ballungsakt und suchte die wahrscheinliche 
Temperatur derselben unmittelbar nach ihrer Bildung und den 
Prozess der allmäligen Abkühlung festzustellen. 


Wer die Fülle dieser Arbeiten, ohne die wissenschaftliche 
und praktische Bedeutung derselben taxiren zu können, rein äus- 
serlich übersieht, wer dahei erwägt, dass Redtenbacher wöchent- 
lich zwölf Stunden vor einigen Hundert Zuhörern mit ganzem 
Kraftaufwand dozirte, dass er fast sechs Jahre die Geschäfte der 
Direktion in konzentrirtester Form versah, dass In- und Ausland 
ihn mit zahlreichen Gutachten in Anspruch nahm, der möchte meinen, 


genwärtigen Erwärmungszustände der Weltkörper, 1861. Die 
Bewegungsmechanismen; neue Folge, 1861. Französische 
Vebersetzung der „Resultate“, 1861. Der Maschinenbau: 
erster Band, 1862. Der Maschinenbau; zweiter Band (noch 
nicht vollendet), 1863, 
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dass auch die stärkste Kraft von einer solchen Last vollständig 
okkupirt worden sei. Das Ausserordentliche des Mannes, dessen 
frühen Tod wir beklagen, tritt am augenfälligsten darin hervor, 
dass alle diese verschiedenartigen grossen Leistungen die Elasti- 
zität seines Geistes so wenig zu erschöpfen vermochten, dass 
derselbe mit voller Frische in den weiten Räumen der moralischen 
Wissenschaften und der bildenden Künste sich nicht nur genies- 
send erging, sondern auch hier noch überall produktiv auftrat, sei 
es in dem durchaus selbständigen Urtheil, das sich ihm aus jeder 
Lectüre ergab, sei es in raschen, scharfen Bleiskizzen oder’ in 
ausgeführten Oelgemälden. Nur selten wohl hat ein Mann der 
exakten Wissenschaften, der in denselben eine so umfassende und 
hervorragende Thätigkeit entfaltet und der durch seine Jugend- 
bildung so ausschliesslich auf sie hingewiesen war, zugleich in 
Philosophie, Geschichte, Literatur mit der innigen Hingebung an 
jedes Grosse, mit der warmen Begeisterung für jedes Edle gelebt, 
welche Redtenbacher jeder Idee und jeder Persönlichkeit von 
Bedeutung entgegen trug, mochte sie dem entlegenen Alterthume 
oder der frischen Gegenwart angehören. Von den abstraktesten 
Fragen. der spekulativen Metaphysik bis zu den Details der Ge- 
schichtsforschung fasste sein Geist mit unermüdlichem Eifer und 
unvergleichlicher Frische jedes wissenschaftliche Problem, ebenso 
hatte er für die mannichfaltigsten Erscheinungen des wirklichen 
Lebens dasregste Verständniss, und in Allem war er stets er selber. 

In der vollen Blüthe des Mannesalters ergriff ihn die unheil- 
bare Krankheit, welcher er, trotz der liebenden, unermüdeten 
Pflege der Seinigen und der Sorgfalt der Aerzte, nach fast zwei- 
jährigen schweren Leiden in den Frühstunden des 16. April erle- 
gen ist. Der Energie seines männlichen Geistes war hier eine 
letzte traurige Gelegenheit geboten, sich zu erproben. Nicht ge- 
nug, dass er seine Vorlesungen bis gegen Ende des vorigen Jah- 
res fortsetzte, blieb er in jeder Richtung ununterbrochen thätig. 
Das letzte seiner Werke, „der Maschinenbau“, worin er das 
Wesentliche seiner Vorträge am Polytechnikum zusammenfasste, 
gehört wenigstens zum Theil dieser Krankheitsperiode an; bis zum 
vorletzten Tage vor seinem Tode arbeitete er daran mit seinem 
erprobten Assistenten, Herrn Hart, welcher ihm thätig zur Seite 
stand und den zweiten noch nicht erschienenen Band vollenden 
wird. Daneben ging die ausgedehnteste Bektüre in den verschie- 
densten Gebieten des Wissens fort, und man konnte den todt- 
kranken Mann über Milton oder die Alterthümer Roms, über Wil- 
helm v. Humboldt oder die neuesten Kämpfe in Preussen mit einer 
Wärme, einem eindringenden Verständniss reden hören, als wenn 
dieser Geist von den Leiden des Körpers gar nicht berührt würde. 
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Er behauptete seine eigenste Natur bis zu dem Augenblick, wo 
sie dem Schicksal der Sterblichen erlag; sein männlicher, star- 
ker, scharfer Geist ging aufrecht bis an den Rand des Grabes. 


Geschichte und Literatur der Mathematik und 
Physik. 


Magyar Tudom. Akademiai Almanach csillagäszati 
es közönseges Naptärral. MDCCCLAXI.-ra. Pesten. Eg- 
genberger Ferdinänd. 


Wenn es jederzeit ein erhebendes Gefühl ist, zu sehen, wie 
in allen Ländern die Wissenschaft eifrigst gepflegt und gefördert 
wird: so erfüllt es uns auch mit besonderer Freude, diesen neue- 
sten, 328 Seiten umfassenden Jahrgang des Almanachs, welchen, 
nach dem Vorgange der meisten anderen berühmten Akademieen 
der Wissenschaften, auch die Ungarische Akademie der 
Wissenschaften in Pesth herausgiebt, hier zur Anzeige brin- 
gen zu können, da derselbe von der Einrichtung und Thätigkeit 
dieser berühmten Akademie ein sehr anschauliches und im höch- 
sten Grade erfreuliches Bild liefert. 


Dieser Almanach enthält zuerst einen sehr vollständigen Ka- 
lender und eine für diese Zwecke gleichfalls sehr vollständige 
astronomische Ephemeride, die in ihren Angaben vielfach bis auf 
Secunden geht, und ausser vielem anderen Nützlichen auch ein 
sehr vollständiges Verzeichniss der bis jetzt entdeckten Planeten, 
die Positionen der Hauptsterne und der Hauptsternwarten u. s. w. 
liefert und daher selbst für strengere wissenschaftliche Zwecke in 
manchen Fällen gebraucht werden kann. Der sonstige Inhalt ist 
der in solchen Schriften gewöhnliche, worüber wir also hier uns 
nicht ausführlich zu verbreiten brauchen. Als besonders interes- 
sant müssen wir aber hervorheben das auf S. 239— 8. 244 sich 
findende Verzeichniss der Schriften einer grösseren Anzahl unga- 
rischer Mathematiker, welche Mitglieder der Akademie sind, wie: 
Györy Sändor, Nagy Käroly, Kiss Käroly, Fest Vil- 
mos, Petzval Ottö, Sztoczek Jözsef, Hollän Ernö, Bras- 
sai Sämuel, Krusper Istvän, Tomori Anasztäz, Weisz 
Jänos Armin, Lutter Nändor, Weninger Vinceze, Kon- 
dor Gusztav, Martin Lajos. Je weniger bekannt diese Schrif- 
ten (viele auch in deutscher und lateinischer Sprache verfasst) in 
Deutschland sein dürften, desto mehr Interesse bietet dieses Ver- 
zeichniss dar, so wie in gleicher Weise das S. 244—S. 257 sich 
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findende Verzeichniss der Schriften ungarischer Naturforscher. Auf 
S. 258—S. 315. findet man interessante Notizen über das Lieben 
und die Schriften von 101 früheren, bereits verstorbenen Mitglie- 
dern der Akademie, unter denen wir hier nur Gauss (S. 277.) 
und seinen Freund und Siudiengenossen, den Ungar Bolyai 
(S. 282.), welchen unsere Leser schon aus dem Archiv (Literar. 
Ber. Nr. CIX. S. 2.) kennen, hervorheben wollen; aber auch Hum- 
boldt, K. Ritter und andere berühmte Namen finden sich unter 
diesen verstorbenen Mitgliedern verzeichnet. Als auswärtige cor- 
respondirende Mitglieder in der mathematischen Klasse zählt die 
Akademie nur die folgenden sieben: Babbage in London, 
Poncelet in Paris,-v. Ettingshausen in Wien, John Her- 
schel in Collingwood, Quetelet in Brüssel, Antal Vallas 
in New-Orleans und den Herausgeber des Archivs, wel- 
cher diese Gelegenheit gern benutzt, um seinen Dank für diese 
ihm erwiesene Ehre, auf die er besonderen Werth legt, hier auch 
öffentlich auszusprechen. Unter den Physikern finden wir Namen 
wie Baumgartner, Faraday, Liebig, Bunsen u. A. 


Wir halten, wie schon erinnert, diesen Almanach für eine sehr 
interessante literarische Erscheinung und machen unsere Leser 
recht sehr auf denselben aufmerksam, werden auch nicht verfeh- 
len, die künftigen Jahrgänge desselben hier anzuzeigen. 


Staatsrechenkunst. 


Die Staatsrechenkunst oder, wie man dieselbe in enge- 
rer, eigentlich mathematischer Bedeutung zu nennen pflegt, die 
politische Arithmetik, ist für die jetzige Zeit von so grosser 
Wichtigkeit und gewinnt immer mehr so sehr an Bedeutung, dass 
ich es für geboten halte, derselben von jetzt an in diesen litera- 
rischen Berichten eine besondere Rubrik einzuräumen. Ich thue 
dies aber hauptsächlich auch deshalb, um mich nicht wie bisher ganz 
auf solche Schriften beschränken zu müssen, welche allein oder we- 
nigstens vorzugsweise den eigentlich mathematischen Gesichtspunkt 
festhalten und hier natürlich fortwährend vorwiegend im Auge be- 
halten werden müssen, sondern auch solche mir bekannt werdende 
Schriften kurz zur Anzeige bringen zu können, die im Allgemei- 
nen in politischer Rücksicht interessant sind und dies nach mei- 
ner Meinung namentlich auch für mit dem genannten Theile un- 
serer Wissenschaft sich vorzugsweise beschäftigende Mathematiker 
sein müssen. Für eine solche, auch für politische Mathematiker 
interessante Schrift halte «ich die folgende, mir gütigst mitge- 
theilte Schrift: 
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Relazione del Ministro delle Finanze (@uintino 
Sella) presentata alla Camera dei Deputati nella tor- 
nata del 1%. diceembre 1862. Torino. Stamperia Reale. 1862. 


Dieser der italienischen Deputirtenkammer für 1362 abgestat- 
tete Bericht des Finanzministers, Herro Quintino Sella, ent- 
hält auf 119 Seiten eine so vollständige, so genaue und bestimmte, 
von der grössten Offenheit zeugende, nichts absichtlich verdeckende, 
mit grösster Leichtigkeit übersehbare, unseres Erachtens ein wah- 
res Muster für solche Berichte liefernde Darstellung des Staats- 
haushalts des Königreichs Italien, dass man vor seinem Ver- 
fasser die grösste Achtung haben und jedem politischen Arithmetiker 
empfehlen muss, von diesem interessanten Bericht nähere Kennt- 
niss zu nehmen. Hier müssen wir uns natürlich begnügen, den 
Hauptinhalt ganz in der Kürze anzugeben: Parte prima. Stato 
della unificazione nell’ amministrazione finanziaria. 
I. Norme con cui si riordind il personale. II. Norme con cui si 
riordinarono gli Uffiei finanziari. IN. Corte dei conti. IV. Debito 
Pubblico. V. Contenzioso finanziario. VI. Tesoro. VII. Gabelle. 
VIl. Demanio e Tasse. IX. Contribuzioni dirette. X. Conclu- 
sione. — Parte seconda. Situazione finanziaria. Xl. Ri- 
sultati dell’ Esercizio 1861 e precedenti. XII. Risultati del 1862. 
(Gabelle. Demanio e Tasse. Ministero dei Lavori Pubblici. ‚Pro- 
dotto dal maggio a tutto ottobre. Maggiori Spese.) XIII. Appen- 
dice al Bilancio del 1863. (Risparmio. Riassunto) — Parte 
terza. Modo di provvedereallasituazione delle finanze. 
XIV. Mezzi posti in opera durante il 1862. XV. Mezzi proposti 
pel 1863. 


Der Verfasser schliesst seinen höchst interessanten Bericht: 
mit dem Ausruf: „ltalia una sotto lo Scettro costituzio- 
nale di Vittorio’Emanuele II e dei suoi discendenti!“ 


G. 


Maasse, Gewichte und Münzen. 


Ueber die Einführungallgemeiner Maasse, Gewichte 
und Münzen. Mit Angabe der. wichtigsten, in dieser 
Beziehung gemachten Vorschläge und ihre Beurthei- 
lung; nebst einer gedrängten Uebersicht der unter- 
nommenen Breitegradmessungen. Von Dr. Karl Jos. 


Kreutzer. Wien. Karl Helf. 1863. 


Ein sehr zeitgemässes, mit vieler Sachkenntniss und Deut- 
lichkeit verfasstes Büchlein, welches wir einem Jeden, der sich 
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über Maasse, Gewichte und Münzen und die beste Einrichtung der 
betreffenden Systeme bestimmte und klare Begriffe verschaffen 
will, recht sehr empfehlen können. Der Inhalt ist folgender: 
1. Entstehung der mannigfaltigen Maasse und Gewichte. 2. Nach- 
theile der grossen Anzahl verschiedener Maasse, und Versuche zu 
ihrer Vergleichung. 3. Verschiedene vorzuschlagende Maassein- 
heiten und Maasssisteme. Geschichte der Breitengradmessungen. 
4. Eigenschaften, welche ein zweckentsprechendes Maasssistem 
besitzen soll. 5. Untersuchung der bisher üblichen oder vorge- 
schlagenen Maasssisteme in Bezug auf ihreZweckmässigkeit. 6. Be- 
merkungen über die Einführung allgemeiner Maasse. Namentlich 
haben in dieser empfehlenswerthen Schrift auch die von der durch 
die deutsche Bundesversammlung berufenen Commission gemach- 
ten Vorschläge eine ausführlichere Besprechung gefunden, wo- 
durch das Interesse der Schrift noch erhöht wird. 


Astronomie. 


Astronomische Beobachtungen auf der Grossher- 
zogliehen Sternwarte zu Mannheim, angestellt und 
herausgegeben von Dr. E. Schönfeld, Professor und 
Grossherzoglicher Hofastronom. Erste Abtheilung. 
Beobachtungen von Nebelflecken und Sternhaufen. 
Mannheim. J. Bensheimer. 1862. 4°, 


Im Literar. Ber. Nr. CXXXV. haben wir unseren Lesern 
mitgetheilt, wie sehr die Wissenschaft Sr. Königl. Hoheit dem 
Grossherzoge von Baden und dem Grossherzoglich Ba- 
dischen Ministerium zu Dank verpflichtet ist für die Wie- 
derherstellung der alten berühmten Sternwartein Mannheim und 
für die neue Ausrüstung derselben in einer, den neueren Anfor- 
derungen völlig entsprechenden Weise, wobei wir aber auch von 
Neuem dankbar gedenken müssen des trefflichen W, Eisenlohr, 
der in warmer Liebe zur Wissenschaft und rührigem rastlosen 
Eifer die erste Anregung zu der Wiederherstellung dieses schö- 
nen Tempels Urania’s gegeben hat. Die ersten Früchte der Thä- 
tigkeit des ausgezeichneten Directors der Sternwarte, des Herrn 
Professor und Grossherzoglichen Hofastronomen Dr. Schönfeld, 
liegen jetzt vor uns und liefern den rühmlichsten Beweis von dem 
auf der Sternwarte neu erwachten Leben; ermöglicht worden ist 
aber die Herausgabe dieser Beobachtungen in schönster und wür- 
digster äusserer Ausstattung allein durch die Munificenz des 
Grossherzoglichen Ministeriums des Innern, welches die 
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Herausgabe als selbstständige Schrift angeordnet und die dazu 
erforderlichen Mittel mit der grössten Bereitwilligkeit und Libe- 
ralität angewiesen hat. | 


Mit richtiger Würdigung der ihm zu Gebote stehenden Beob- 
achtungsmittel hat Herr Schönfeld die Nebelflecken und 
Sternhaufeın zum nächsten Gegenstande seiner Arbeiten ge- 
macht, über deren Wichtigkeit jetzt keinerlei Zweifel mehr herrscht. 
Die Einleitung verbreitet sich nach verschiedenen allgemeinen 
Bemerkungen in sehr lehrreicher Weise über Plan der Beob- 
achtungen, Instrument (ein Steinheil’scher Refractor von 
96,04 pariser Zoll Brennweite und 73 pariser Linien freier Oefl- 
nung) und Local, Micrometer, Beobachtungsmethode, 
Reduetion der Beobachtungen, Sicherheit der Beob- 
achtungen. Die micrometrischen Ortsbestimmungen 
von Nebelflecken und Sternhaufen selbst umfassen nach 
vorausgeschickter Erklärung der einzelnen Columnen 99 Seiten, dann 
folgt Zusammenstellung der mittleren Oerter 1865, der 
Vergleichsterne nach den Bonner Beobachtungen, ferner 
Catalog der beobachteten Nebelflecke, und den Schluss 
bilden Bemerkungen über einzelne Nebelflecke. 


Möge die neue Sternwarte eine immer reichere Thätigkeit 
entfalten ! 


Annalen der k. k. Sternwarte in Wien. Nach dem 
Befehle Seiner k. k. apostol. Majestät auf öffentliche 
Kosten herausgegeben von Carl von Littrow, Director 
der k. k. Sternwarte. Dritter Folge eilfter Band. Jahr- 
gang 1861. Wien. 1862. 8°. 


Die k. k. Sternwarte in Wien fährt in der regelmässigen 
Publication ihrer Beobachtungen in der verdienstlichsten Weise fort, 
wofür der Director der Sternwarte, Herr v. Littrow, den wärmsten 
Dank’ der Astronomen verdient. Der vorhergehende Band ist im Li- 
terar. Ber. CXLVI. S. 8. angezeigt worden. Der vorliegende Band 
enthält nach einer Einleitung die Beobachtungen am Meri- 
diankreise im J. 1859, ferner die Resultate der Beobach- 
tungen am Meridiankreise, nämlich: I. Planeten- und Come- 
ten-Positionen aus den Jahren 1856 bis 1859. II. Mittlere Positionen 
von Fixsternen. IH. Verzeichniss der im Jahre 1859 beobachte- 
ten Sterne der Histoire eeleste. Hierauf folgen: Planeten- und 
Cometenbeobachtungen am Refractor von vier Zoll Oeff- 
nung, vom August 1860 bis Jänner 1862; Zonenbeob- 
achtungen am Mittagsrohre; meteorologische Beob- 
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achtungen im Jahre 1860; Tafeln zur Reduction der Zo- 
nenbeobachtungen; Uebersicht der Zonen. — Bei vielen 
Sternen wurden aus den Jahren 1850— 1854 Grössenschätzungen 
beigefügt, die von den Herren A. Kunes, W. Oeltzen, E. Weiss 
herrühren. | 


Meteorologische Beobachtungen an der k.k. Stern- 
warte in Wien von 1775 bis 1855. Auföffentliche Kosten 
herausgegeben von Carl von Littrow, Director, und Carl 
Hornstein, Adjunct der k.k. Sternwarte. Dritter Band 
(1810— 1822). Wien. 1862. 


Wir freuen uns sehr, dass auch dieses so sehr verdienstliche 
Unternehmen, von welchem im Literar. Ber. Nr. CXLI. S. 2. 
und Nr. CXLVI. S. 9. ausführlich Nachricht gegeben worden ist, 
rüstig fortschreitet. Der vorliegende Band enthält die Jahre 1810 
his 1822. 


Nautik. 


Reise der österreichischen Fregatte Novara um die 
Erde in den Jahren 1857, 1858, 1859 unter den Befehlen 
des Commodore B. von Wüllerstorf-Urbair. Nautisch- 
physikalischer Theil. I. Abtheilung. Magnetische Be- 
obachtungen. (Mittheilungen der hydrographischen An- 
stalt der k.k. Marine. I. Band. .2. Heft) Wien. Aus der 
k. k. Hof- und Staatsdruckerei. 1863. 4%. In Commission 
bei Carl Gerold’s Sohn. 


Die erste Abtheilung dieser wichtigen Mittheilungen der 
hydrographischen Anstalt der k.k. Marine in Triest, 
welche unter der Direction des Herrn Professor Schaub die er- 
folgreichste Thätigkeit entfaltet, ist im Literar. Ber. Nr. CLY. 
S. 10. von uns angezeigt worden. Die wiederum in schönster äus- 
serer Ausstattung uns vorliegende zweite Abtheilung enthält die 
bei Gelegenheit der berühmten Novara- Expedition angestellten 
magnetischen Beobachtungen und besteht aus zwei Abtheilungen : 
Magnetische Beobachtungen auf dem Lande und Mae- 
netische Beobachtungen auf der See. Jede der beiden 
Abtheilungen ist mit einer trefflichen Einleitung versehen, in wel- 
cher Alles, was zum Verständniss der Beobachtungen nöthig ist, 
was auf ihre Berechnung. und Reduction sich bezieht, mit der 
grössten Deutlichkeit und Bestimmtheit dargelegt ist. Die Beob- 
achtungen auf dem Lande sind angestellt in: Triest; Gibraltar; 
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Funchal (Madeira); Rio Janeiro; Capstadt; Insel Sanct 
Paul (Indischer Ocean); Carnicobar (Bucht von Saoui); 
Nangeovri-Hafen; Condul, Insel und Hafen; Galathea- 
bucht, Gross-Nicobar; Batavia; 'Hongkong; Shanghai; 
Sidney, Auckland; Papiete; Valparaiso; Triest, nach 
der Reise. — Eine interessante Uebersichtliche Zusam- 
menstellung der Beobachtungs-Resultate für Declina- 
tion, Horizontale Intensität und Inclination ist gegeben. 
Die angewandten Instrumente waren von Barrow und Lamont. 
Ausser dem verdienten Herrn Herausgeber und dem Befehls- 
haber der ganzen Expedition, dem Herrn Commodore B. v. Wül- 
lerstorf-Urbair, gebührt der Dank der Wissenschaft hauptsäch- 
lich den Herren Dr. F. Hochstetter und R. Müller, so wie dem 
General Sabine für die Bestimmung der Constanten der Bar- 
row’schen Instrumente auf dem Observatorium in Kew, und dem 
leider nun bereits verstorbenen Director Kreil in Wien. 


So haben wir also hier neue schöne Früchte der berühmten 
Novara-Expedition vor uns, durch welche die österreichische Re- 
eierung sich so grosse Ansprüche auf den Dank der gesammten 
Naturwissenschaft, der Geographie und. der Nautik erworben hat. 


Vermischte Schriften. 


Oberlausitzische Gesellschaft der Wissenschaften 
in Görlitz. 


Da die für den 31. Januar 1863 gestellte Preisaufgabe (m. s. 
Literar. Ber. Nr. CXLIV. S. 11.): 


Lebensbeschreibung des Ehrenfried Walther 
von Tschirnhaus auf Kiesslingswalde und Wür- 
digung seiner Verdienste 


eine genügende Lösung nicht gefunden hat, so ist diese schöne 
Aufgabe, durch deren "Steht die Oberlausitzische Gesellschaft 
der Wissenschaften sich jedenfalls ein mit besonderem Danke an- 
zuerkennendes grosses Verdienst um die Geschichte der Mathe- 
matik, so wie auch der Physik und Philosophie, erworben hat, 
und welcher recht viele befähigte Bearbeiter, namentlich in Deutsch- 
land, gewiss sehr zu wünschen sind, jetzt wiederholt und von 
Neuem aufgegeben worden. Als Einlieferungs-Termin hat die 
Gesellschaft den 31. Januar 1865 bestimmt, und der Preis ist jetzt 
verdoppelt, nämlich auf Einhundert Thaler erhöhet worden. 


6. 
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Am 18ten Februar 1564 wurde in Pisa der grosse 
Galilei 

geboren; seit jenem ewig denkwürdigen Tage werden 
also am 1Sten Februar 1864 dreihundert Jahre 
verflossen sein; dieses dreihundertjährige Jubel- 
fest eines der grössten Menschen aller Zeiten sollte 
auf der ganzen Erde in der feierlichsten und freudig- 
sten Weise begangen werden; denn was wäre die 
Menschheit vielleicht jetzt ohne solche Männer wie 
Galilei einer, der ersten und grössten war! — Soll- 
ten diese wenigen Zeilen vielleicht Veranlassung ge- 
.ben, dass namentlich auf Lehranstalten aller Art, — 
auch in Deutschland, — an dem merkwürdigen näch- 
sten 18ten Februar des grossen Mannes in wür- 
digster Weise gedacht und sein Bild der Jugend 
lebhaft vor die Augen geführt würde: so würde ich 
mich in ‚hohem ‚Grade beglückt fühlen. Geeignete 
Mittheilangen hierüber würden im Archiv bereitwilligst 
Aufnahme finden. 


Am 8. Juli 1863. Der Herausgeber. 


Thl.XL. Hft.4. 4 
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Traugott Samuel Franke. 


Am 14. Junius 1865 starb in Folge einer Lungenlähmung der 
zweite Director der polytechnischen Schule zu Hannover, Prof. 
Dr. phil. Traugott Samuel Franke, geboren am 14. October 
1804 in der Stadt Schellenberg im Königreiche Sachsen. 


Da dem Verstorbenen auch dieses Archiv einige Beiträge 
verdankt, so dürfte es schon aus diesem Grunde gerechtfertigt 
sein, dem nun Entschlafenen hier einige Worte zu widmen. Um 
so mehr aber glauben wir uns dazu berechtigt, weil der Verewigte 
namentlich Schülern gegenüber als Vorbild grosser sittlicher Kraft 
empfohlen zu werden verdient. Ja, Franke war ein ganzer 
Mann, ein Mann, den auch die grössten Widerwärtigkeiten nicht 
dazu verleiten konnten, von dem einmal als richtig erkannten 
Wege, das sich gesteckte Ziel zu erreichen, auch nur einen 
Schritt weit abzulenken! Schon in seiner Jugend zeigte der 
Dahingeschiedene diese Festigkeit des Charakters. 


Obgleich von seinem Vater, der Leinweber war, nur zur Er- 
lernung des Weberhandwerkes angehalten, in dem der Entschla- 
fene — beiläufig bemerkt — später sogar zum Gesellen gespro- 
chen wurde, wusste derselbe es doch schon während seiner 
Schulzeit möglich zu machen, dass ihm Privatunterricht in der 
lateinischen Sprache ertheilt wurde. Die Mittel hierzu wurden 
zum Theil dadurch erschwungen, dass der junge Franke mit in 
der Currende sang, oft bei grosser Kälte in nur dünner Kleidung! 
Da, wie schon erwähnt, Franke’s Vater seinen Sohn durchaus 
nicht zum Studiren bestimmt hatte, so konnte dieser auch oft 
bloss während des ‚‚Spulens“ seine Lectionen verfertigen. Alles 
dies aber liess die Lernbegierde des jungen Franke nicht er- 
kalten, im Gegentheil sie wurde dadurch nur gesteigert. Der 
Verstorbene besuchte daher auch später, nachdem er zuvor schon 
— von 1819 an — im Rochlitz’schen Institute zu Freiberg eine 
höhere Ausbildung genossen, das Gymnasium daselbst. Hier 
hatte, wie sich denken lässt, der Verewigte wiederum mit vielen 
Unannehnlichkeiten zu kämpfen. So musste er z.B. die Mittel 
zum Besuche des Gymnasiums sich durch Unterrichtgeben — 
besonders in den alten Sprachen, — Notenschreiben u. dgl. m. 
erwerben. Während der letzten Zeit seines Aufenthalts in Frei- 
berg hörte er aus besonderer Vorliebe auf der Bergakademie 
Vorträge über Mathematik. Nach dem Tode seines Vaters stu- 
dirte dann Franke auf den Wunsch seiner Angehörigen in Leip- 
zig bis 1828 Theologie, betrat auch als Candidat der Theologie 
mehrere Male die Kanzel. Da jedoch die Theologie dem Ver- 


Literarischer Bericht CLX. 3 


storbenen zu wenig Aussicht zu weiterem Fortkommen zu bieten 
schien, so widmete er sich noch etwa zwei Jahre philosophischen 
Studien. Im Jahre 1830 wurde er Rector der Knabenschule zu 
Rosswein, gründete hierselbst im Verein mit einem befreundeten 
Prediger eine Sonntagsschule und wirkte ‚als Sprecher in der 
Tuchmacherzunft. Als diese einst ein Gesuch. bei dem damali- 
gen Ministerio des Innern in Dresden durch eine Deputation, an 
deren Spitze Franke stand, vorbringen liess, wurde er höheren 
Ortes näher bekannt. Dies hatte zur Folge, dass Franke 1836 
zum Lehrer an der technischen Lehranstalt zu Dresden ernannt 
und bald darauf zum Professor befördert wurde. Nach dem Tode 
des Directors Lohrmann, so wie nach dem Ableben des die- 
sem folgenden Directors Seebeck, versah Franke längere Zeit 
das Directorat jener Anstalt. Im August des Jahres 1849 folgte 
er einem Rufe als zweiter Director der polytechnischen Schule 
zu Hannover, mit welcher: Stellung in früheren Jahren zugleich 
der Lehrstuhl für niedere und höhere, später nur der für höhere 
Mathematik verbunden war. Hier hat der nun Entschlafene se- 
gensreich ‚gewirkt bis zu seinem Tode, stets eingedenk der hohen 
Pflicht, welche ihm das Directorat auferlegte. Leider scheint es, 
als ob in den letzten Jahren seiner amtlichen Thätigkeit das red- 
liche Streben des Dahingeschiedenen, die polytechnische Schule 
immer mehr der Vollendung entgegenzuführen, nicht immer in 
gerechter Weise gewürdigt ist; bittere Kränkungen sind ihm 
wenigstens öfter zu Theil; geworden. Möge daher eine spätere 
Zeit den Verdiensten Franke’s um diese Schule volle Gerech- 
tigkeit widerfahren lassen! 

| In Betreff der wissenschaftlichen Leistungen des Verstorbe- 
nen wollen wir 'hier nur erwähnen, dass sein eigentliches Feld 
die beschreibende Geometrie war. Hier hat er Anerkennungs- 
werthes geleistet. Wir verweisen in dieser Beziehung auf das 
Lob, welches Gugler in seinem „Lehrbuche der descripti- 
ven Geometrie, — 2. Aufl, Vorrede‘“ — dem Verewigten zollt. 


Hannover, im Juni 1863. M. 


Arithmetik. 


Tafeln der Additions- und Subtractions-Logarith- 
men für sieben Stellen. Berechnet von J. Zech. Be- 
sonderer Abdruck aus der Vega-Hülsse’schen Samm- 
ung mathematischer Tafeln. Zweite Auflage. Berlin. 
Weidmann’sche Buchhandlung. 1863. 8°. 
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Je bekannter diese sehr empfehlenswerthen Tafeln der Addi- 
tions- und Subtractions-Logarithmen längst sind, und je allge- 
meiner ihr Werth längst anerkannt ist: desto mehr wird hier die 
einfache Anzeige von dem Erscheinen einer zweiten Auflage des von 
der Weidmann’schen Buchhandlung in verdienstlicher Weise 
veranstalteten besonderen Abdrucks genügen. Das Papier ist 
schön und stark, der Druck ungemein‘ deutlich und die Augen 
schonend. Wir empfehlen diese neue Ausgabe unseren Lesern 
in jeder Beziehung. 


+, 


Nautik. 


Ueber die Methode der Längenbestimmung durch 
Differenzen von Circummeridianhöhen und deren An- 
wendung während der Weltumsegelung S.M. Fregatte 
Novara. Von Karl v. Littrow, wirklichem Mitgliede 
der kais. Akad. der Wiss. Vorgelegt in der Sitzungam 
8. Jänner 1863. (Sonderabdruck aus dem XLVH. Bde. 
der Sitzungsberichte der kais. Akad.! der Wissensch.) 


Herr v. Littrow hat ‘schon im Jahre 1841 in den Anna- 
len der k. k. Sternwarte in Wien. Neuer Folge. Erster 
Band. S.XLIX. eine Abhandlung  publicirt: unter dem: Titel: 
„Ueber ein Mittel, die Breitenbestimmung zu erleich- 
tern, und zugleich näherungsweise die Zeit zu bestim- 
men‘ und ich selbst habe, an dieser Methode, sogleich als sie 
mir bekannt wurde, ganz besonderes Interesse nehmend, dieselbe 
analytisch zu entwickeln und näher zu charakterisiren gesucht, in 
einem im Archiv Thl. Ill. 1843. S.107—S.1B. abgedruckten 
Aulsatze. Für Längenbestimmungen zur See hat diese Methode 
der Zeitbestimmung jedenfalls sehr wesentliche Vortheile, nament- 
lich aber den Vortheil, dass die dazu erforderlichen Beobachtungen 
nahe zu derselben Zeit gemacht werden können, zu welcher die 
Breite durch die Mittagshöhe der Sonne bestimmt wird, welche ein- 
fache Methode aus leicht begreiflichen Gründen doch immer auf der 
See vorzugsweise Ansvendung finden wird. Deshalb hat Herrn 
v. Littrows Methode der Zeitbestimmung auch bald nach ihrer 
Bekanntwerdung mehrfach Beifall gefunden, und es sind Ueber- 
setzungen seines Aufsatzes erschienen schon im Jahre 1843 in der 
von Zescevich und Foscolo herausgegebenen „Raecolta.di 
letture risguardanti la marina (Dispensa Il)“ von Herrn 
v. Wüllerstorf, ferner in dem ,,Almanacco Nautico für 1844* 
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von Herrn Prof. V. Gallo, u.s.w. Allgemeinere praktische 
Anwendungs in der Nautik hat die Methode aber, — wie sie doch 
so sehr verdient, — so viel wir wissen, bis zur Weltumsegelung der 
Novara (s. nachher) nicht gefunden; und auch die uns bekannten 
nautischen Lehrbücher thun ihrer nicht besonders Erwähnung. 
Es ist daher in jeder Beziehung zeitgemäss, und wir haben uns 
sehr gefreu’t, dass Herr v. Littrow seine jedenfalls alle Beach- 
tung verdienende Methode in der obigen lehrreichen Abhandlung 
von Neuem entwickelt und — was die Hauptsache ist — rücksicht- 
lich ihrer praktischen Brauchbarkeit sorgfältig discutirt hat, wo- 
bei eine grössere Anzahl bei der Weltumsegelung der Fregatte 
Novara angestellter, von Herrn v. Wüllerstorf gütigst mitge- 
theilter Originalbeobachtungen Verwendung gefunden haben. Hier- 
aus hat sich die völlige Brauchbarkeit der Methode für nautische 
Zwecke ergeben. Aber auch bei der Weltumsegelung der Novara 
selbst hat die Methode vielfache Anwendung mit dem grössten 
Vortheil für die Praxis gefunden, worüber Herr v. Wüllerstorf, 
der sich selbst um die weitere praktische Ausbildung derselben sehr 
verdient gemacht hat, wie man in der obigen Abhandlung nach- 
sehen kann, an Herrn v. Littrow Folgendes schreibt: „Darunter“ 
— (nämlich unter den verschiedenen auf der Reise in Anwen- 
dung gebrachten Beobachtungs- und Rechnungsmethoden) — 
„ist natürlich die Methode der Längenbestimmung durch Unter- 
schiede von Circummeridianhöhen, die uns so gute Dienste ge- 
leistet und so sehr an der Tagesordnung war, dass sie zu den 
laufenden gehörte. Ich glaube kaum zu fehlen, wenn ich be- 
haupte, dass dieselbe besonders in der zweiten Hälfte der Reise 
fast täglich und zum mindesten eben so oft als dieStundenwinkel- 
bestimmung in der Nähe des ersten Vertikals vorgenommen 
wurde.“ — „Die Grenzen der Verlässlichkeit der Methode bei 
starkem Seegange sind natürlich weiter als eben wünschenswerth; 
indess leiden alle Methoden dadurch in grösserem Maasse, als 
die Reduction auf die Zeit der Breitenbestimmung um so un- 
sicherer wird.‘ — Dieses Urtheil eines so ausgezeichneten See- 
mannes, wie Herr v. Wüllerstorf ist, spricht gewiss sehr für 
die praktische Brauchbarkeit dieser Methode, und wir empfehlen 
daher die obige lehrreiche Schrift des Herrn v. Littrow allen 
Seeleuten und Verfassern nautischer Lehrbücher dringendst zur 
Beachtung, indem wir jetzt noch weit mehr wie schon 1843 a. a. ©. 
der Meinung sind, dass durch die Littrow’sche Methode die 
nautischen Beobachtungs- und Rechnungsmethoden eine sehr 
wesentliche, dankbar aufzunehmende und vorzüglich auch bei’m 
nautischen Unterrichte fernerhin besonders zu berücksichtigende, 
Bereicherung erhalten haben. | Grunert. 
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Physik. 


Lehrbuch der Physik für Ober-Gymnasien. Von 
F. J. Pisko, Lehrer der Physik an der Communal-Ober- 
realschule auf der Wieden und an der damit in Verbin- 
dung stehenden Gewerbeschule in Wien. Mit 497 im 
Texte aufgenommenen Holzschnitten. Brünn. C. Wi- 
niker..: 1860. 8. 


Lehrbuch der Physik für Ober-Gymnasien und Ober- 
Realschulen von S. Subic, Professor der Physik an der 
Communal-Oberrealschule in Pest. Pest. G. Hecken- 
ast. 1861. 8. 


In. gewisser Verbindung mit diesen beiden Lehrbüchern der 
Physik für Ober- Gymnasien und Ober- Realschulen. stehen: 


Lehrbuch der Physik für Unter-Realschulen. Von 
F. J.. Pisko. Fünfte verbesserte und vermehrte Auf- 
lage. Mit 403 in den Text aufgenommenen Holzschnit- 
ten. Brünn. €. Winiker. 1861. 8. | 


Lehrbuch der Physik für die unteren Klassen der 
Gymnasien und Realschulen von 8. Subic. Pest. 6. 
Heckenast. 1861. 8. 


Die Anzeige dieser alle Beachtung verdienenden Lehrbücher 
der Physik, welche ziemlich gleichzeitig erschienen sind, ist durch 
zufällige, hauptsächlich durch die ungemein grosse Masse anzuzei- 
gender Schriften herbeigeführte Umstände verzögert worden, soll 
aber jetzt in der Kürze nachgeholt werden, weil im Interesse des 
physikalischen Unterrichts wir auf diese Schriften aufmerksam 
machen zu müssen glauben. Dieselben liefern sämmtlich wiederum 
den Beweis — worauf von uns schon früher öfters hingewiesen 
worden ist — mit wie grosser Sorgfalt, Gründlichkeit und verhält- 
nissmässiger Ausführlichkeit der physikalische Unterricht auf den 
österreichischen Lehranstalten ertheilt wird, wobei zugleich ein 
sehr richtiger streng methodischer, vom Leichteren zum Schwe- 
reren stufenweise fortschreitender Lehrgang eingehalten wird. 


Für den Unterricht auf der unteren Stufe sind die beiden 
oben zuletzt genannten Bücher bestimmt. Derselbe hält sich le- 
diglich an das Experiment, mit fast vollständiger Vermeidung der 
mathematischen Demonstration, ohne jedoch, wie namentlich das 
in fünfter Auflage vorliegende Lehrbuch von Pisko zeigt, die 
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Einkleidung ‘gewisser Naturgesetze in. einfache mathematische 
Formeln ganz zu verschmähen, wobei überall, was natürlich von 
vorzüglicher Wichtigkeit ist, die Begriffe streng festgestellt und 
die Naturgesetze auf klare und bestimmte ‚Ausdrücke gebracht 
werden. In beiden Schriften dienen zahlreiche, besonders in dem 
Buche von Subic gut ausgeführte Holzschnitte sehr zur Erläu- 
terung der anzustellenden Experimente und der dabei in Anwen- 
dung zu bringenden Instramente und sonstigen Vorrichtungen. 


Dagegen sind die beiden zuerst genannten Bücher bestimmt, 
dem höheren physikalischen Unterrichte zur Grundlage zu dienen. 
In ihnen tritt die mathematische Demonstration in ihr volles Recht, 
ohne natürlich das höhere und feinere Experiment zu vernach- 
lässigen, und dasselbe durch viele, namentlich auch in dem Buche 
von Pisko sehr schön und mit grosser Sauberkeit ausgeführte 
Holzschnitte zu erläutern.. Besonders rühmend aber muss, wie 
wir dies bei allen für den höheren physikalischen Unterricht auf 
österreichischen Lehranstalten bestimmten, uns bekannt geworde- 
nen Lehrbüchern vorzugsweise in erfreulichster Weise bemerkt 
und schon oft hervorzuheben uns bemühet haben, darauf hinge- 
wiesen werden, dass kein Naturgesetz, welches auf einer mathe- 
matischen Basis ruhet, ohne eine, natürlich elementar gehaltene, 
mathematische Demonstration geblieben ist, wenn dadurch auch, 
wie dies ganz in der Natur der Sache liest und für den zu er- 
reichenden Zweck nicht bloss genügt, sondern demselben auch 
vollständig entspricht, zuweilen für's Erste nur Näherungsaus- 
drücke erlangt werden. In dem Buche von Pisko sind die Be- 
weise mehr analytisch- geometrisch, und deshalb elementarer wie 
in dem Buche von Subic gehalten, wie schon daraus hervorgeht, 
dass die erste Grundlage aller mathematischen Betrachtungen in 
dem ersteren Buche das Paralleloegramm der Kräfte mit dem 
von Duhamel entlehnten Beweise desselben bildet, wogegen 
Subic (8.32.) von dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten 
ausgeht, wodurch die Darstellung gleich von vorn herein eine 
vorzugsweise analytische und deshalb auch allgemeinere Gestalt 
annimmt. Welcher Darstellungsweise wir für den Unterricht auf 
den Lehranstalten, für welche beide Bücher bestimmt sind, den 
Vorzug einzuräumen geneigt wären, mögen wir nicht mit Bestimmt- 
heit auszusprechen wagen, weil dazu eine genaue Kenntniss der 
betreffenden Lehranstalten erforderlich sein würde, die uns abgeht. 
Legen wir aber einen Maassstab an andere uns bekannte Lehran- 
stalten, so würden wir der mehr elementaren Darstellung von 
Pisko den Vorzug geben, wenn wir auch in wissenschaftlicher 
Rücksicht das Verdienst der allgemeineren mehr analytischen, in 
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manchen Partieen, die wir hier nicht einzeln namhaft machen 
können, zugleich dem Herrn Verfasser eigenthümlichen, theilweise 
vereinfachten Darstellung in dem Buche von Subic, die uns 
mehrfach recht sehr angesprochen hat, in der bereitwilligsten 
Weise anerkennen. Beide Lehrbücher enthalten auch eine deut- 
liche Entwickelung der elementaren Grundlehren der Astronomie, 
und das Buch von Subic zugleich eine in zehn Paragraphen ver- 
theilte werthvolle Sammlung von Aufgaben aus den verschiedenen 
Gebieten der Physik. 


In Summa haben diese beiden Lehrbücher uns wiederum ein 
sehr erfreuliches Bild von dem jedenfalls sehr ausgezeichneten 
Zustande des verhältnissmässig sehr weit getriebenen physika- 
lischen Unterrichts auf den österreichischen Gymnasien und Real- 
schulen geliefert, dem wir auch namentlich deshalb unsere volle 
Anerkennung zollen, weil er ganz unseren eigenen Ansichten über 
diesen Unterrichtsgegenstand entspricht, indem wir fortwährend 
der Meinung gewesen sind und noch sind, dass der physikalische 
Unterricht nur dann sich als kräftiges Bildungsmittel des jugend- 
lichen Geistes vollständig geltend machen könne, wenn er überall, 
wo es die Wissenschaft fordert, auf einer streng mathematischen 
Basis ruhet, wobei natürlich das Recht, welches auch das Expe- 
riment, in welchem natürlich auch eine, eine besondere Seite des 
Geistes bildende Kraft liegt, für sich unbedingt in Anspruch nimmt, 
in keiner Weise geschmälert werden soll und darf. 


Krystallographie. 


A Traect on Crystallography designed for the use 
of students in the University. By W.H. Miller, Pro- 
fessor of Mineralogy in the University of Cambridge. 
Cambridge. 1863. 8. 


Wir machen alle unsere Leser sehr auf dieses so eben er- 
schienene Elementar-Lehrbuch der mathematischen Krystallogra- 
phie aufmerksam, und möchten zugleich den Wunsch aussprechen, 
dass dasselbe recht bald durch eine Uebersetzung auf deutschen 
Boden verpflanzt werden möchte, welches bei dem geringen Um- 
fange von nur 86 Seiten sehr leicht zu bewerkstelligen sein, und 
wodurch gewiss unserer mathematischen und mineralogischen Li- 
teratur ein sehr wesentlicher Nutzen geleistet werden würde, weil 
das Büchlein für den Mathematiker ganz eben so interessant ist, 
wie für den Kıystallographen. Die Darstellung ist weder eine 
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rein-analytische, noch eine rein- geometrische, sondern eine ge- 
mischte, aber, wie wir versichern können, in dieser Weise höchst 
elegant und einfach, zugleich dem berühmten Verfasser: in vieler 
Beziehung ganz eigenthümlich, und dabei völlig elementar, weil sie, 
etwa nur mit Ausnahme des kurzen zehnten Kapitels, keine über 
die Trigonometrie hinausgehenden Kenntnisse voraussetzt. Die 
Ueberschriften der einzelnen Kapitel sind die folgenden: I. Pro- 
perties of a system of planes. (Vorzüglich auch in geometrischer 
Beziehung interessant.) Il. Cubic system. II. Pyramidal system 
IV. Rhombohedral system. V. Prismatie system. VI. Oblique 
system. VII. Anorthic system. VII. Twin crystals. IX. Geo- 
metrical investigation of the properties of a system of planes. 
X. Analytical investigation of the properties of a system of planes. 


Wir fordern nochmals recht sehr zu einer recht baldigen 
Uebersetzung dieser sehr schönen Schrift auf, und werden zur 
Förderung einer solchen sehr gern unsere Hand bieten, so weit 
dieselbe in Anspruch genommen werden sollte. 


Bei dieser Gelegenheit machen wir noch kurz auf die folgende 
uns gütigst mitgetheilte Schrift aufmerksam, wenn dieselbe auch 
nicht speciell krystallographischen Inhalts, aber doch mehrfach 
interessant ist: 


Sulmodo di fare la carta geologica delRegno d’Ita- 
lia. Relazione del Commendatore @uintino Sella. Al 
Sig. Commendatore Cordova, Ministro di Agricoltura, 
Industria e Commercio. Torino, 8 Ottobre 1861. 


In dieser Schrift theilt Herr Quintino Sella seine haupt- 
sächlich während einer, auf Veranlassung der italienischen Re- 
gierung unternommenen Reise gewonnenen Anschauungen über 
die Fortschritte, welche die Anfertigung geologischer Karten in 
den verschiedenen Ländern gemacht hat, über die zur Anferti- 
gung derselben getroflenen Veranstaltungen, über das zu diesem 
Behuf angestellte Personal, die aufgewandten Kosten u. dgl. mit, 
wodurch diese Schrift für einen Jeden, der sich für diese Dinge 
interessirt, von der grössten Wichtigkeit ist, weshalb wir nament- 
lich hier auf dieselbe gelegentlich aufmerksam machen. Die be- 
sprochenen Länder sind: Francia, Inghilterra, Austria, Belgio, 
Germania (Prussia, Darmstadt, Sassonia), Svizzera, Canada (nach 
Berichten von T. Sterry Hunt), Stati uniti (nach Berichten von 
James D. Dana). — In den Conclusioni wendet nun Herr Quin- 
tino Sella seine Erfahrungen auf die Anfertigung einer geolo- 
gischen Karte für das in dieser Beziehung so interessante König- 
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reich Italien® an und macht dazu die geeignetsten Vorschläge. 
Man sieht auch hieraus von Neuem, wie in Italien in den Wissen- 
schaften Alles auf den kräftigsten und raschesten Fortsehritt 
drängt, was gewiss eine herzerhebende Erscheinung ist. Je we- 
niger die Anfertigung geologischer Karten ohne die wesentlichste 
Beihülfe der Mathematik möglich ist, desto mehr wird die bei- 
läufige Anzeige dieser sehr interessanten Schrift an diesem Orte 
gerechtfertigt sein. 


Vermischte Schriften. 


Carl Friedrich Gauss Werke. ErsterBand. Heraus- 
gegeben von der Königlichen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen. 1863. 4. 


Dieser mit dem Bilde von Gauss geschmückte erste Band 
der Werke des genannten grossen Mathematikers, durch deren 
Herausgabe die Königl. Gesellschaft der Wissenschaften in Göt- 
tingen sich ein. nicht genug anzuerkennendes sehr grosses, Ver- 
dienst erwirbt, (m. vergl, Archiv Thl. XXXVUIL S.188.), ent- 
hält die: 

Disquisitiones arithmeticae. Auctore D. Garolo 
Friderico Gauss. Lipsiae. 1801. 
in. schönster und! ‚würdigster Ausstattung. Beigegeben sind die- 
ser neuen Ausgabe Handschriftläche Aufzeichnungen von 
Gauss, so wie eineSchlussbemerkung zur neuen Ausgabe, 
in welcher die in derselben vorgenommenen wenigen „Textände- 
rungen‘ angegeben worden sind. Die achte Section, auf die 
an mehreren Stellen verwiesen wird, findet sich unter den Hand- 
schriften von Gauss, und wird in dieser neuen Ausgabe den 
arıithmetischen Abhandlungen des Nachlasses sich anschliessen. 


An»ali di Matematica pura ed applicata pubblicati 
da Barnaba Tortolini e eompilati da, E. Betti a Pisa, 
F: Brioschi a Pavia, A. Genocehi a Torino, B. Tortolini 
aRoma. 4%: (8. Literar. Ber. Nr. CLVI. S. 15.) 


No. 6. tom. IV. 1861. La Teorica delle funzioni ellittiche, 
Monografia del Prof. E. Betti. p. 297. — Etude sur Fequilibre du 
Baromötre ä balance. Par le P.M. Jullien. p. 337. — Cubature 
de la surface des ondes. Par M. W. Roberts. p.345: — Eırrata 
corrige. p. 348. — Indice generale di tutti gli articoli. P- 349. — 
Errata corrige al tomo IM. p. 350. | 
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Sitzungsberichte der königl. böhmischen Gesell- 
sehaft der Wissenschaften in Prag. Jahrgang 1862. 
Juli—December. Prag. 1862, 8°. (Vergl. Literar. Ber. 
Nr. CLIV. S. 10.) | 

Mit Rücksicht auf unseren früheren Bericht über Jahrgang 
1862. Januar— Juni (m. s. die vorher angeführte Nummer des 
Literar. Ber.) wiederholen wir dringend unsere dort ausgesprochene 
Bitte, dass es der königl. böhmischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften, von deren grosser Thätigkeit auch die vorliegenden 
Sitzungsberichte wieder den erfreulichsten Beweis liefern, gefallen 
möge, das von Herrn Prof. Böhm aufgefundene Original- Manu- 
script Tycho de Brahe’s: „Triangulorum Planorum et 
Sphaericorum Praxis Arithmetica“ recht bald zu veröffent- 
lichen, wodurch die königl. Gesellschaft der Wissenschaften ihren 
grossen Verdiensten gewiss noch ein neues hinzufügen wird. — 
Das vorliegende Semestral-Heft der Sitzungsberichte enthält die 
folgenden in den. Kreis des Archivs gehörenden Aufsätze: S.26— 
S.27. Herr Czermak demonstrirte unter dem Mikroskop 
eine Probe von auf Glas gravirter Schrift, welche ver- 
mittelst der Maschine von Mr. Peters in London erzeugt 
worden war. Die Schriftzüge dieser Probe sind so klein, dass 
das ganze „Vater unser‘ in englischer Sprache in einer Kreis- 
fläche Raum bat, deren Durchmesser 1/,,Zoll beträgt. Ein Qua- 
dratzoll würde 2500 solcher Kreise, somit, 2500mal das ‚Vater 
unser“ enthalten können. Dennoch konnten die Anwesenden die 
Schrift unter dem Mikroskop vollkommen deutlich lesen. Mr. Pe- 
ters Maschine ist eine Art Storchschnabel von höchster mechani- 
scher Vollendung und Präcision, und dürfte nicht bloss zur Herstel- 
lung mwikroskopischer Gemüths- und Augenergötzungen, geheimer 
Depeschen u.dgl., sondern auch zu wissenschaftlichen Zwecken 
nutzbar gemacht. werden können, z. B. zur. Erzeugung von Glasmi- 
krometern, Interferenzgittern u. s.w. Nach Herrn Czermak’s 
Vorschlag liesse sich der Mechanismus der Peters’schen Ma- 
schine, in umgekehrtem Sinne benutzen, nämlich zur Herstellung 
von exakten vergrösserten Zeichnungen mikroskopischer Objecte. 
— S.66—S.82. Pierre: Ueber die Anwendung der Fluo- 
rescenz- Erscheinungen zur Erkennung von fluoresci- 
renden Stoffen in Mischungen mit,andern fluoreseciren- 
den oder nicht fluorescirenden Stoffen. (Ein ausführlicher 
sehr interessanter Aufsatz mit einer Abbildung). — S.94— S. 95. 
Herr Pierre hielt einen Vortrag über einen Apparat (Tetrachord) 
zurDemonstration der Gesetze der Transversalschwin- 
gungen gespannter Saiten... „(ber Apparat, mittelst welches 
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die mit dem Gebrauche des gewöhnlichen Monochords verbundene 
Umständlichkeit und der dadurch! nothwendig herbeigeführte Zeit- 
verlust, wenn man namentlich auch den Einfluss des Durchies- 
sers und der Dichte des Materials der Saiten in den Bereich der 
experimentellen Demonstration ziehen will, möglichst vermieden 
wird, ist zwar kurz, aber deutlich beschrieben. 


Sitzungsberichte der königl. bayerischen Akademie 
der Wissenschaften zu München. (Vergl. Literar. Ber. 


Nr. CLVII. S. 12.). 

1863. I. Heftll. Christ: Ueber das: Argumentum cal- 
culandi des Victorius und dessen Commentar. S. 19 — 
S.152. Herr Director Halm stiess bei seiner Durchforschung der 
viele noch unbekannte Schätze bergenden bayerischen Bibliotheken 
auf eine Bamberger Pergamienthandschrift des X. oder XI. Jahrhun- 
derts, deren Inhalt als liber arithmeticae auf der äusseren 
Aufschrift bezeichnet ist, und theilte dieselbe dem als Freund 
mathematischer Studien bekannten und namentlich für Alles, was 
auf antikes Maass und Gewicht Bezug hat, sich lebhaft interes- 
sirenden Herrn Christ zur näheren Untersuchung und weiteren 
Ausbeutung mit. Bei genauer Durchsicht erkannte Herr Christ 
bald, dass die Handschrift aus zwei Theilen bestehe, von denen 
der kleinere auf den vier ersten Blättern einen Tractat über die 
Weise der Multiplication und Division bei den Römern enthalte, 
der zweite auf den folgenden Blättern von Fol. 5—48 einen weit- 
läufigen Commentar zu jenem Tractat aus den Zeiten des Mittel- 
alters umfasse. In höchst interessanter Weise verbreitet sich 
Herr Christ in seiner gelehrten Abhandlung über diese für die 
Kenntniss des Unterrichts in der Arithmetik bei den Römern, 
für die Kenntniss der Metrologie des Alterthums und der Schul- 
disciplinen des Mittelalters, bei aller ihrer Mangelhaftigkeit doch | 
wichtige Schrift des Victorius, über diesen ihren Verfasser 
selbst u. s. w., und theilt zuletzt auf S. 132 —S. 152. mehrere der 
wichtigsten Abschnitte aus derselben mit; eine vollständige Pu- 
blication dieser Schrift möchte, bei der grossen Mangelhaftig- 
keit unserer Kenntnisse von dem Ünterrichte in der Arithmetik 
bei den Römern, immerhin anzurathen und vielen, die ein beson- 
deres Studium aus der Geschichte der Mathematik machen, gewiss 
sehr erwünscht sein. — Pettenkoffer: Ueber Bestimmung 
des luftförmigen Wassers im Respirations-Apparate. 


Ss. 152—S. 161. 


Dr 
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